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Abstract

　 Spectral　rad 「ance 　distributions　which 　are 　different　each 　other 　and 　give　the　same 　tristimulus　values 　are 　ca 冂ed

metamer ．　Related 　to　metamer ，　there　has 　been 　a　historical　assumption 　that　intersection　locations　of　metamers

approximately 　GQincide 　with 　particular　Iocations ［n 　the 　wavelength 　 range ．　However ，　in　the　existing 　research ，

experimental 　discussions　have　been　performed　under 　the　assumption 　of　specific 　models 　for　spectral 　radiance

distributions　and 　there　exists　no　general　discussions　from　theoretical　standpoints ．　In　this　paper，　from　a　theoreticaI

point　of 　view ，　general　analytical　results 　not 　depending　on 　any 　specific 　model 　are 　described．The　discussion　related

to　the　assumption 　is　treated　universal 【y　with 　a　general　mathematiGal 　framework．　The　discussion　starts 　from　four

intersections　cases 　which 　is　the　basis　of　the　 assumption 　from　 a 　theoretical　po［nt　of　view ，　and 　succeedingly 　three

intersections　cases 　in　theexisting　literature　are 　discussed　theoretica［ly．

Keywords ：Spectral　Radiance 　Distribution，　Metamerism ，　Metamer ，　Intersection　Location

要　旨

　 異なる分光 ス ペ クトル であるにも関わらず、同じ三 刺激値を与 える分光 ス ペ クトルはメタメ リズムの 関係にある

といい、こ の 関係にある分光 ス ペ クトルをメタマ ーと呼ぶ。こ の メタマ ーに お い て、互 い に交差する分光ス ペ クト

ル の 交点 は 、ほ ぼ特定 の 位置 に存在する と い う仮説 が古 くから議論 されて い る。しかしながら従来 研究にお い て は、

分 光ス ペ クトルに つ い て 特定 の モ デル を仮 定した実 験的議論がなされ て おり、理 論的立 場から
一

般性の ある議論

がな されたこ とは ない 。 本論文で は、理 論的立場から、特定の モ デルに依存しな い 一
般性の ある解析を行 っ た結

果 に つ い て報告する 。 従来研究では．3交点に つ い て 議論がなされ て きたが、本 論文 で は、理論 的な立場か らの

解 析 の出発 点を4交点 とした解析結果に つ い て 述 べ た後、こ れを べ 一
ス とした 3交点の 場合の 解析結果に つ い て

述べ る。
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交 点波 長 に 関す る 理論解析 一

1， はじめに

　メ タメリズム は、人間の 視覚に関する最も重要な

特性の ］つ で あ り、こ れまでに多 くの 研究がなされ て

きた 。 その中 で も、WDWright を起源とし、その 後、

W ．A ．　Thornton等によ っ て検討されてきた仮説 、すな

わち、メタマ
ー交点は波長領域 の 特定 の 波長位 置 に

ほぼ一
致するとい う仮説は、特に重要なものの 1つ で

ある
1『35

。 W ．　A　 Thorntonは、ベ イヤ
ー

セ ッ ト
4
と呼ば

れるメタ マ
ー

に つ い て 解析を行い 、特定 波長 の 近傍

に交点の出現頻度の ピー
クがある こ とを見 い 出した。

また、ガウス 関数から発生されたメタ マ ー
分 光ス ペ ク

トル に つ い て 解析し、類似の ピー
ク位置を見 い出した。

さらに、これらの 交点波長の重 要性を光源設計にお

い て 示した
3

。 R．　S．　Berns と R．　G ．　Kuehniは、分光ス

ペ クトルの 記述に 1特殊 曲線 モ デ ル を使 用 した議論 に

よ り、前述 と同様の 結罘 を示 した％　N ．OhtaとG．

Wyszecki は、こ の 問題 を強メタマ
ー

と弱メタ マ
ー

の

観点 から議論した
7E

。

　しか しながら従 来研究 におい て は、分 光 ス ペ クトル

につ いて 特定の モ デル 、特定の セッ トを仮定した実験

的議論がなされており、理 論的立場か ら
一

般性 の あ

る議論がなされた ことはない 。

　過去の論争 で 実 験数 を増 加させ る に従い 信頼性は

高まるもの の、実験に基づ く結果は あくまで 仮説で

ある 、 従 っ て、この論争 は色彩 科学 の歴史 的な 流れ

の 中 で 未 完結 として 位置 づ け る こ と が で ぎ る 。 現 代

色彩科学にお い て 、古典的な経験 則として ではなく、

こ の 問題 を理論 的に整理 して おく必要があると考えら

れる。本論 文 で は、特定 の モ デル に 依 存し な い 一
般

性の ある理論解析を行う。

　 また 、こ の 問題 は応 用面 に 与える 影響 も大ぎく、

こ れま で に、色 をきれ い に 見せ る光源設 計へ の応用

に結びつ い て い る 。 具体 的には、W ．　A ．　Thorntonの提

案した メ タマ
ー

ラ ン プで 、こ の ア イ デ ィ ア が 三 波長蛍

光 ラ ン プの開発に結びつ い た 。 そ の他、色分解系の

分光感度設計 へ の 応用が 考えられる。すなわち 、三

波長 で 分光 情報を検 出すれば、条件等色の 影響の少

な い 設計を行うことが で ぎる 。

　メ タマ
ー

は理 論 的には無 数に存在する こ とが 問題

の 本 質の 見通 しを困難にして い る要因 である 。 そ こ

で 本論文で は 、見 通 しのき く構 造 的なアプ ロ
ー

チを

行 う た め に、モ デル記 述パ ラ メータの 変動中心と そ

の周 りで の対 称変動とい う構造を ベ ース に、無数に

存在するメ タマ ー群の集合を構造化 した 。

　従 来研 究 で は、3交点 に つ い て 交点波長の 議論が

なされ ていたが、本論文では 、まず、メタ マ
ー

群の

構造 的な記 述 にお い て 出発 点となる4交点に つ い て

解析を行い 、次にこ れをべ 一
ス とした 3交点につ い て

の解析結果を示す。

　従来研究は 、言 うま で も な く 重 要 な 結 果 を 与 え て

いるが、本論文 の
一

般 性の枠 組み におい て 、特 定の モ

デル に 依存しな い 不 偏的な結果 を得ることがでぎた 。

2．用語の 定義

　異 なる分光 スペ クトルで あるにも関わらず 、同じ三

刺激 値を与える分 光 ス ペ クトルは メ タメ リズ ム の 関係

にあるといい、この 関係にある分光ス ペ クトルをメタ

マ
ー、そのとき の 三 刺激値をメタメリッ ク 三 刺激値と

呼ぶ。ま た 、メ タ マ
ーの 関係 に あ る 分 光 ス ベ ク トル

間の交 点をメタマ
ー

交点と呼ぶ 。

　R ： ＝ ［／L［ti／／　，　7Lm、』波長 領域

　 A ： R における波長 （離散 サ ン プリング）

こ こで

　 vZ 、ll、。： 最 小波長値

　λ
111。、

： 最 大波長値

　異なる分光 ス ペ クトル 評 （λ）と避 〕

（1）は、以下 の

三 刺激値条件を満たす場合に、メ タメ リッ ク三 朿1」激値

となる。

　 X ＝Σs
’1’
（A）訂λ〕へλ＝Σsp

［

〔」．）／E（JL〕〈兄
　 　 　 丹．」「「　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　 t｛ヒre

y ＝Σs
°）

（のアの△7．＝Σポ
L21
ωアω△A

　 t．tJt　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 鴻‘A，

　z ＝Σs
’1，
〔の三ω△λ ＝Σゴ

コ 1

ω7ω△λ

ここで

　コ7．， ．・’：
1

ω 訂 蚊ん）

　釈λ）・双λ）・E臼）： 等色関数

（D

3，従来研究

　WSStiles とG 　 Wys7ecklは 、2つ の分光ス ペ クトル

間の メ タ マ
ー

交 点の 数 は、少 な くとも 3 つ 存在する こ

とを示 した
9
。従来研究で は、3交 点の 場合の 交点波長

が議論されて い る 。 W ．　A　Thornton の研 究は．ベ イヤ
ー

セ ッ ト
4
と呼ばれる特 定 の データセ ッ トや、ガウス 関数

と い っ た 特定 の モ デ ル に 基 づ い たもの で ある
P 「t5

。

そ して、文献 2 ）においては、メタ マ
ー 3交 点は、449

±4nm 、537±3nm 、612± 8nfnに存在す るこ とを見 い 出

した。また、文献 5）におい ては、メタマ ー 3交点の

匚 一
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そ れぞれ の 中心 は458nn・i、541nm 、611nm に存 在 する

ことを示した 。

　R 、S、　Berns と R、　G　 Kuehni は、分 光スペ クトルの

記述 に ］特殊 曲線モ デルを使 用した議論 により、前述

とほぼ同様の結果を示 した
E

。 N ．　OhtaとG 、　Wyszeckr

は、こ の 問題を強メタ マ
ー

と弱メタ マ
ー

の観 点か ら

議論 した
7S

。 強メタ マ
ーとは、メタマ

ーを構成する

分光 ス ペ クトルにはさまれる面積の 大ぎいもの、また、

弱メタ マ ー
とは、この面積の小さ い ものと定義され、

強メタ マ
ー

につ い て は、上記 3交 点波長 に集中するこ

とを実験的に示した。 また、M ．　H　 Briilは、分光ス ペ

クトルの主 成分 モ デルによる記述 の立場か ら こ の 問題

を解 析し、上述 とほぼ同様の結果を得た
1ロ
。

4 ． 理論解析

　本論文は理論的立場か ら、特定の モ デル に依存 し

ない
一

般性のある解析 を行う。

　 メ タ マー交点 問 題 は 、2 つ の 分光 ス ペ クトル 問 の 交

点を、あ ら ゆる組み 合わせ に つ い て 考え る こ とに 相

当するので、以下これで議 論を進める 。 また、メタメ

リッ ク ≡ 刺 激値 関係 にある異 なる2 つ の 分光 ス ペ クト

ル ∫
m
（λ）とs

〔2：1

（A）の交点は、等価的にメタメ リッ ク

ブラ ッ ク Snlb （λ）＝．s・（t）（λ）
− s

（2｝
（A ）の ゼ ロ ク ロ スの

枠 組 み に置き換 える こ とが で きるので 、以下 、こ の

枠組みで議論するこ とにする 。 付録で、メ タメ リッ ク

プラ ック の
一

般 記述 式を導 出して いる 〔A7 ）。メタメ

リッ クブ ラ ッ クは理 論的には無数 に存在する。そ こ で 、

問題 に対 して理論 的 に導 か れる諸
．1生質を利用 するア

プ ロ ーチ を行うため に、モ デル 記述 パ ラ メ
ー

タの 変

動中心と そ の 周 りで の 対称変動と い う構造が こ の 式

（A ．7）を べ 一
スに構築 され、無数に存在 するメタメリ

ッ クブ ラ ッ ク群 の 集合が構造 的に扱われる。

　まず、メタメ リッ クブラ ッ ク群の構造的な記述にお

い て 出発 点 となる4 交 点 につ い て解 析 を行 い 、次 に

こ れをべ 一
ス とした 3交点につ い て の解析結果を示す。

　付録のメタメリッ クプラッ クの
一般式〔A．7 ．a ）に含ま

れ て い るR 上 で 定義された抂意 の関 tw　G（λ）は、メタ

メ リッ クプ ラ ッ ク生成に おける 原入 力パ ラ メ
ー

タ（モ デ

ル 記 述 パラメ
ー

タ）で あ り、ま ず G（1）が与え られ、

メタメリッ クブラ ッ ク三 刺激値 条件を満た す kx 、　 ky、

／Cz が求められ、式 （A ．7 ．a ）左辺の メタメリッ クブ ラ ッ

クが生 成される 。 G（λ）の記述方 法を以下の ように定

義 する。

　サン プル点記述 ： G（A）を、Rにおける 離散 サ ン プ

一

　　　　　　　　　リン グ 1 上で各 々 独立 に指定し

　　　　　　　　 て 記述する モ デル

　形状モ デル記 述 ：サ ンプル点記 述の 次元 より小さ

　　　　　　　　　い 次元 の モ デルにより、 G（7，）の

　　　　　　　　　形状を記述する モ デル

　以 下、特 性群の証明により、本 問題の 理論 的な解

析を順に進め て い く。まず、 G（／）がサ ン プル 点記述

される場 合につ い て の 諸特性を説明する 。

［特
II生］ユ

　等 色関数が事前に指定 され て いるも のとすると、

交点波長 は G（Z）（付 録参景司の み に依存する 。

証明

　交 点波 長 は、／Cx 、碍、砺 と C〔λ）の みに依 存す

る式（A ］0）により求められる。こ こ で、式（A．9）の解

として求め られる kx、　 k，
．、　 kz は、式 （A ．9）にお いて

G （λ）の み に 依 存 す る こ とか ら、結 局 式 （A ．］0）は

G（λ）の み に依存する ことになる v

　特 性 ］は、モ デル記述 パラメ
ー

タが G（／）である こ

とを示して い る，

［特
ll

生2］

　交点波長は、各波長 λ に おける定数ス ケ
ー

リン グ

フ ァ クタ y （y ≠ 0）を用 い た G（λ）の 一
様 ス ケ

ー1丿ン グ

にお い て 、不変で ある。

証明

　G（λ）の 代 わ りに 1 ・G（2）を、式 （A9 ）1こ含 まれ て

いる Cl1
‘ii
、　 C．1・4 ］

、　 cy ’

に代入する 。 式 〔A ．9）の線形比

例 の 関係 によ D、式 （A．9）の 解 として 7 ・
照、 鮒 亀、

7 ・k
， が得られる。こ こ で LkN 、　 kv、　 kzは G（A）に

対応 して 得 ら れ て い る 解と す る。ス ケ ー1丿ン グ さ れ た

y・G（λ）と、対 応 す る 解 7 ・
綜 ！

f ・k
， 、 7 ・

馬 を式

（A 、10 ）に代入 し、 7 で 正 規化する こ とによ り、ス ケ

ー
リン グのな い 場合 に相 当する式 が得 られ、本特性

が証明される。

　 ／
＝0 におい て、式 （A9 ）は済次方程式となる こ と

から、 y ≠ 0 が仮定される。

［特性3］

　交点波長 は、 G（λ）のプラスとマ イナスの入れ換え

につ い て 不変で ある。

66L −
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証明

　特性 2の 証 明における γ と一7 の 関係から、本 特性

は刮［明される。

　特性4は、モ デル記述パ ラ メータ G（／）の 変動中心

とその周 りでの 対称変動構 造に関するものである。

こ こ で 変動中心 とは、σ（A）の 期待 平 均 で あ る。

［特性 4］

　σ（A ）＝const （→ Oand ≠ 0，
一
定値）は、全 て の

存 在 し得 る G（？．）の 変 動 申 心 で あ る。以 後 、こ の

con ．s’tを ω ノ噛 〕で表示する u

証明

　特性 3か ら、 G〔7，）と
一G （え）は、0一軸に つ い て対

称の 関係にあ り、0一軸につ い て の 変 動 の
一

対 をな し

て い る。そして こ の
一

対の 平均値は 0一軸上に存在す

る 。 よ っ て、こ の特性 が証明 される。

「牛寺
’1生5］

　G （1）＝const 　oに代表される G （A）＝const （∀ C
’onst

（≠ 0））に つ い て は、交点数は 4 であ ることが、特性2

と式 （A ．IO ）を使 用した数 値解の 数え上 げから示され

て い る。

［特性6］

　4交 点 波 長位 置 は、 G （7・）＝const 　o に対応 す る交

点 波長を中心として、不偏の 性質を持つ 。

証明

　式（A．7）は、最適化の 結果 得ら れた メ タメ リッ クブ

ラ ッ ク の 設計 形状 で ある ， メ タメリッ クプ ラ ッ クの 変

動 は a（λ）のみ に依 存し、こ の とぎ （J（1）＝eOnSt 　o は、

変動の 中心である （特性 4〕。 ここでの変動において

は、スケー
ル係数 7 の変動も含まれる。

　この とき、存在 し得るす べ て の 4交点メタメリッ ク

プ ラ ッ ク交 点 波 長 は、以 下 に 説 明 す る よ う に、

G 〔A）＝eonst 　o に対 する交 点 波長 を 中心 として 変 動

する。

　式（A9 ）か ら、行列形弍の 以下の 式が得 られる。

1晴糊 （2）

こ こ で

一・・f −！i屡i訓
式 （A．10 ）か ら、あ る ］つ の 交点波 長 ／ は、k．y ．k｝

．、kz

と G の 関数 であり、テ
ー

ラ
ー

展 開による 1次式として

以下の ように書くこ とが で きる。

A ＝H （kx ，
A’1・，

A・z ，
G）

　 室 M
，
桶 就 Y ＋ ｝、西 ＋ ｝Vzkz ＋ G

こ こ で

　 yv ・　 IVx
　）　 Iv，．　　 臓 　　展開係数

（3）

式 （2）の 左辺 の kx 、　 k
）
・、　 kzは、式 〔2）の 右 辺 に含

まれて い る G（？，）の線形和となっ て お り、こ の こ とか

ら、式 （3）は G（λ）の線形和 とな っ て い る。式 （3）の

G（／）の 変動 にお い て 、式 （3）の 左辺 の λ は、中心

極限 定理により正規 分布をな す 。 波長領 域にお けるR

サン プリン グ数を無限に増加させる こ とにより、式（3）

の右辺 に含まれる項数が無限 に増加され、漸近的に

中心 極限定理 が満たされる 。 式 （3）の G（ん）線 形和に

お い て 、そ の 変動 中 心 は e （／．）＝　cO；7，S’t　O に対 応する

波長 A であることから、G （A）＝con ．s’t　o に対する交

点 波 長 が 正 規 分 布 の 中 心 に 対 応 す る 。

G （Z）＝ 　const 　o に対す る 交点 波長周 りの 正 規分 布は、

交点波長位置 の 分布の 不偏性を示 して い る、，

　以 上 で 本特性が証明 された。

　次の特性 7は 3交点の場合に関するものであ り、前

述 の 4 交 点 の 議 論 に 基 づ く も の で あ る。

G （λ）
＝const 　o における4 交点波長を Zl

，
A2

，
Ar

， ，
λ4

（λ1 〈 A2 ＜ λ3 〈 24）とする （5 ．数値解析 参照）。 特性

7にお い て 対称とは、波長の短 い方から最 初に存在 し

て い る 5（1）の ピーク近傍を中心とした 訓λ）の 左右

対 称性 を指 す （図 ］（a ）〔b）参照 ）。 これ は 双λ）に つ

い て も 同様 で ある （対 称性 の 評 価 に つ い て は、5 ．数

値 解析参照 ）。

［特性7］

　G（」IL）＝const 　o に対応した λ1と あの中点には、不

偏 交点波長 が存在 する。

証明

一
一 一 一
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　双λ）と 7 （A）の そ れ ぞ れ は、 7・t と λ2 の 中点

A
“

（＝：（λ1 ＋ 」．2　）　，
’
　2）に つ いて 対 称 で あると仮 定 す ると

（5．数値解析参 照）、双λ）と 7（Z）以 下 の ように記述

でぎる 。

f（λ∂一王（ズ戸、

掴 一荊
一
 

互  一互〔ズ）一孟

互  一互の
一7、’

ここで

　 瓦・， ち　：定数

　 ／1，
A2 ：5 ．数値 解析参照

（4 ．a）

〔4b ）

〔5a ）

（5b ）

　　　　　（A1− 430・ m ．　A，　
・’469nnv（α El931），

　　　　　　7・1 − 430nm ，　A，
− 468 ・ m （CIE1964））

　ア（A）は波長 領域 ［λ1、．ち］で 直 線 とみ なぜ るも の

と仮 定すると（図 ］ 〔a）（b），5 ．数値解析参照 ）、 ズ

で以下 の式が成り立 つ 。

ア  一ア（ズ）
一
瓦

ア  ＝ア（λり＋ 瓦

こ こ で

　瓦 ．定 数

・　 （6．a ）

（6 ．b ）

　以 下 で 定 義 さ れ る G ＋

（）．1　），C
＋

（ろ）に 対 す る

λ1，あ交点波長 につ い て 成 り立 つ 式 （7 ．a ）（7　b）の 関

係 から議論 を始める。

陣 （λ、）・ 矧 λ1）・ ん
，
ヲ（兄1）｝・ σ

＋

  一〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7 ．a ）

　｛解   晦 ア固 晩 互（」・、）｝・ σ
＋

（λ、）− o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7 ．b）

こ こで

　G ＋

  沼
＋

（？・2）・− G （ズ）晦 ・亙 ＋ kz・4

付録で 説明して いるように、与えられた G（A）につ い

て、未定係：”kx 、ky、kz はメタメ 1丿ッ クブラッ クの 三

刺激 値条件 から
一

意 に解くこ とが で きる。また 、3 つ

の 交点 波長 からも kx 、碍、kzは一意 に解 くこ とが で

きる 。 すなわ ち、未知パ ラメ
ー

タ ICx、k｝
．、kz は、4

交点 波長 の 集 合 ｛λ1，／2 ，？・3 ，／4｝の 中か ら選 択された

3つ の 交点波長から
一

意に 解くこ とが で きる。 よ っ て 、

｛A［，λ3，Z4｝、1λ2・13，・そ4 ｝と｛λ1，・
12，λ3 ，

λ4 ｝［ま、　k
κ
、

碍、島 の解として 同
一

のもの を導ぎ出す。従っ て、式

（7a ）と〔7　b）は共通 の kx　．　lt｝．、kzの 値を持つ 。

　こ こ で 、2 つ の 波 長 」・1 と あ 上 に お け る 式（7 ．a ）

（7b ）の 左右 両辺 の それぞ れの 線形 和 を考える 。 こ

の 線形和におい て は、kl
￥
　s　ky、ICzの値はそのまま保

存され、式（4 ）（5 ）（6）を使用 する こ とにより、以 下

の式の変換がなされる。

　1｛い 〔衵 ＋触ア  ＋ z々 ・   ｝一（ノ

ー
〔列・ユ

・「帳巫 ：時 恥 ）・ ・蔀 非 σ
亠
  ］・2

　　−［恆 彫 1：1・ 短 睦：1
一虎

・
三の ｝・ σ〔」・

’
）＋・A・　．y ・再 ・i・

・．・ic］
’2

　　・［駆   ・研 小 … 剛 1曜 ｝
・
… 再 ・A’… ，」’・

　　一［｛磁 覗 〕
一
瓦：晒 ∫｛え・）畷 ・ 〔：z・）1 の｝1G （ff）

一
’「2

　　・［悔 陣 ・）・ 司 ・ 庄
・
▽〔・ ・）・ 似 7   ・ 訓 ・ c；（af）i2

　　−［回 ・り畑 1 ）・ ・網 ｝… の112
　　・1｛窟 げ）1 解 （A・

・．）・ ん
・

互（朔・ ・；〔の］
，2

　　−1姻 小 碓〔ズ〕
−tt）・ 鳶

・
・（ノ！l・ ・（ズ：i］〆・

　　十神 り夙 ア（ズ）・ 叉｝晩 牙〔fll｝・ 中升2

　　−［｛・・荊 ・回の 1
．
・・調 ｝1 σ〔耕 2

　　・［llcxi〔ズ）・ ・々アの・矧 の｝・中り1’2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8）
　　・｛擁 の一呵 ズ）・ 女

z7 〔ズ）｝・ c｝
’
（x）

　 　 ＝o

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ネ

式 （8）の 最終 式 は波 長 λ ＝（／1 ＋ λ2 ）！2 上 の も の で

あ り、こ の 波長におけるゼ 匚コク ロ ス 条件を、共通の

い 画 値下で・ 臣
＊

，G（・
・

膵 ，，・
1

  ト
｛・。

び 剛 ｝の パ ラ メ
ー

タセ ・ トに つ ・、て 満たす・

こ の セ ッ トに 含まれて い る σ
＋

〔A3），
G ＋

（14）は 、先の

G
＋

（／1），G
＋

（あ）の設 定 に基 づ き、　G
＋

（λ3）＝（］
＋

（14）
＝G ＋

（11）＝び （，a2）の 関係 を満たす もの で ある。こ

のパ ラメ ー
タ セ ッ トは、波長 バ，7，3 ，A4 にお ける3

交 点を実現 して い るもので あり、G は3 交点上 でそれ

ぞれ G （1
’

），
　G ＋

V3），
　（；

＋

（14）の 値をとる こ とが 条

件となっ て い る 。

　λ1とZ2上の 2つ の 不 偏性 をも っ た 交点 式 の相 （式

（8））は、また、不 偏の 交点 波長 を与 える。こ の こ と

は、2 つ の式（7．a ）と（7 ．b）を A に つ い ての 式（3 ）の

形 で 記述 したとき の 和 に つ い て 、さ らに 中心 極 限定

理が適用 され る ことから示すこ とが で き る 。

　以 上 で 本 特性 が 証明 された 。
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　ここまでは、（］（λ）の サン プル 点記述を行う場合に

つ い て 述 べ た。以下の 特性8、9は、 G（λ）の形状モ

デル記 述 を行 う場合に 関す る 。形状モ デ ル 記述 の 方

法としては、存在 可能なものが全て想定される 。

［特性8］

　G（λ）の 形状モ デル記述 におい て も、特性 6は成立

し、また 、交 点位置は不変である 。

証明

f・ （2）に含 gn て し、る項は愚 双λ）姻 △梔 立

成分分析（ICA）に よ っ て 波長領域 におい て 得 られる

級 ＞ O）個の 独立 成分 の 線形 和 によ っ て表現される 。

Σ J」（A）G （A）△7’と ．Σ
7（λ）G （λ）△／

に つ い て も 同様
λ∈ κ　 　 　 　 　 　 　 　 AER

である。この ことから式（3 ）の右辺は、互 い に確率的

に独立 な成分の 線形和 で表 現され、中心 掫限定理 か

ら、式 （3 ）の 左 辺 の Z が 正 規分布とな る 。波長 領 域

でのサ ン プリン グ数が無限に近づくに つ れ て 、形状記

述に関わるモ デルは、無数に存在するようにな り、こ

れに伴 い 、独 立 成 分 は 無数に 存在す る 。そ の 結 果 、

式 〔3）の 右辺 を表現 す る無数 の 独立 成 分により、式

（3 ）で 中心 極限定理 が成立 し、特性6 が成り立 つ 。

　式（3）は 1次式で あ D、 G（7，）の 微分条件を含まな

い こ とか ら、波長領 域での G （A）がサ ンプル点記述か

形状モ デル記 述かに依存 せず、式（3）に含まれ る係

数は不変 で ある。すなわち、分布の中心も 不変 で ある 。

［特性 9］

　 G（λ）の形 状 モ デル 記述に お い て も 、特性 7 は成

立す る。

証明

　形状モ デルが 含まれ て い て も式 （8 ）は成 立 し、ま

た、特性 8 の成立 により、式（3）の 和の 形式 で 計 算さ

れ る ，♂（＝（Zl＋ λ2 ）〆2）の正規分 布性が証明できる 。

　以 上、 G （A）の サンプル 点記述と形状モ デル 記述 、

すなわち存在し得る G（λ）全 て につ いての交 点波長に

関する議論により、特定の モ デル 、特定の デ
ー

タセ ッ

トに限定 されない
一

般性のある理論解析がなされた 。

5， 数値解析と考察

　前章で証 明した特性群により、無限に存在するメタ

メ リッ クブラ ッ クの交 点位 置に関する議論を、交点中

心 とそ の 周 り で の 対称分布 形状 （正規分 布 ）に関する

議論に落とし込 んだ 。 従っ て、交点波長の 正規分布

中心で ある G （λ）＝・　conSto に対応 する交点 波長 に つ

い て の み数値解析を設定し、交 点問題 の 解 を得る。

波 長領 域 で のサ ン プリン グの影響を極力減らすため

に、全 ての 計算 は 1硼 サ ン プ リン グ で 行 っ た。CiE

19312
’
視 野 とCiE　196410c “fi野 の 等 色 関 数

気λ），ア（λ），互（λ）を使 用 した。基 本的 には、380nm

か ら 780nntの 波 長 領域 を考 慮 し たが、過去 の 研 究に

おいて 使用されて い る場合もあ る400ttntか ら700nm の

波長 領域も合わ せ て 考慮 した 。 未知 パラメ
ー

タ ICx、

kyskzは 式 （A ．9）を 使用 して 求め、また、交 点波 長

は式 〔A10 ）を使 用 して 求 めた 。 式（4）〔5）に 設定さ

れた仮定すなわ ち対称性の仮定 における平均 誤差 は

2．38 ％ （CIE193D 、5 ．24 ％ （CIE］964 ）と算 定 さ

れた。こ れらの 誤差 は、十 分 に小さ い 値である とみ

な すことが で き る 。こ こ で 、平均誤 差 の算 出 にお い

て は、ズ を中心とする 歹（λ）の 左 右の平 均値 が、対

称性を構成するもの として、これ に対する絶対値誤

o露

oE

・・
グ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 波長 ／1
・rc］

図1 （a ）　等色関数 の 対称性 （CIE　1931 ）

1’

7＜．＼ ／

、

／冷 、
’
　 〆　　 ＼x

丶

　　　　　　　＼＼

1！：．

o

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 波長 ［rn ］

図 1（b） 等色 関 数 の 対称性 （CIE　1964 ）
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差の百 分率を7．毎に求 めた。 双λ）につ い て も 同様

にした。そ して 最終的 に 「何 1双 λ），
kz 烈λ）の 値

の 大き さ で 車み付け した ト
ー

タルな 平均 百分 率誤 差

を以下の 式 で求めた。

集
・あ響 鴇諾1÷il雛il笋の

　 （、，

こ こ で 、

　 λ
［
＝430

λ
，
− 469（α EI93 り，468 （CIL

’
1964）

　θ試λ）： y（λ）
’
の百分 率誤差

　ei （λ）： 可λ）：の 百 分率誤差

　 kx − 0・S49，　lk． − 0．605（CYE1931）

　 1・．、 ト0，449
，1矧 一 〇524 （α 圧1964 ）

　こ れらの結果 は、式 （4）（5）で設定 した対称性の 仮

定 の 妥 当 性 を 示 す も の で あ る。 図 1に お い て、

隔，λ2］区間 で 値 の 大 き い 凝λ）の 対 称 性 が 特 に

crE1931 で 高 く、　 r λ）も 含 めた 式 （8）にお い て 、

ト
ー

タル にこ の仮定 が有効に働い て い る 。 また、式 （6）

で設定 した直線性の 仮定の 誤差の百分率をlkyア（A）

で 重み 付けし、対称 性の 評価 とも合わぜ た平均百分

率 誤 差 （式 （10 ））は253 ％ （CIE ］931 ）、4 ．36 ％

（CIE1964 ）と小さ く、 ア（2）も含め た式 （8）におい

て 、これらの仮定 が妥当で あり有効に働い て い る 。

　　　 1 さ陣 の ・
， 的 ・

i
／Cl・ア（7・）e，の

・
匹1姻 ・

，（え）
転 歹

＝
・・ナ 　 1硫 囲 屠樋 ）・ 嗣 ・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （］0 ）

こ こ で 、

　θ
7 （z）： ア（λ）：の 百分率誤差

　矧一〇・914 〔α El931），0．953（α El964 ）

　 4交点における不偏交 点波長 は、特性5 に より求め

た。CIE　193 ］（［380mn，　780rzm］）を仮定 したときのメ

タメ リッ ク プラッ クとその交点波長 を図2 に示ず 、図2

におい て、4交 点波長は430tU’n．46C）nm 、537nm 、61tntn

で あり、kx ＝ 一 ．549、　 k｝
・；−0．914 、kz ＝−0．605 で

ある。こ れらは、特性 6、8から不 偏交点波 長 で あ る。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ホ

特性 7に基づき 、3交点における最 小 波長交 点 1 は

449 ．5ninと計 算 さ れる （図 ］（a ）zl1　，？2 ，ズ がS・j応 ）。

CIE ］964 （［380n 〃n，780nm ］）の 場合 につ い て も、図

2 に 合 わ せ て 示 して い る 。 4交 点 波 長 は、430 广〃η 、

468Fim、　51　3fzm、608nm で あり、この とき の ICx ＝− 0，447 、

lCF＝−0．953、kz ＝−O．524、3 交点 における最 小波長

A は449nJnと計算される（図 1（b）え1，
z12

，
1

”

が対応）。

　 CIE　193
’
1（［400nni，7（）OFtill］）の 場 合 を、図〔3に示 し

て い る。この とぎ の4交 点 は、430nm 、469nm 、537nm、

610nm であり、kx　＝　
・0，533、ky　＝

−O．923、kl ＝−0．608
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ボ

で あ る 。3交点に お ける最 小 波長 1 は、4495nm と計

算さ れ る。CIE1964 （［400nsn，　700nm ］）の 場 合も 図 3

に合 わせ て 示 して い る。4 交点は、430nηn 、468ttin．533．　nnr 、

607nniで k
λ
・＝

．O．434 、　ky ＝−0．960、　kz ＝・　一一〇．525 で あ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 キ

る 。 3交点 における最小波 長 λ は449nmt 計算される 。

　以 上は、本論文に お い て初めてな された理論 的ア

プ ロ
ー

チ に よっ て得られ た、不偏 交 点 波長 に関 する

結 果である 。

　 図2 （CIE193 ］）の 3 交点の 理 論 値 、449．57z〃 2 ‘冨

2， ：1、537nin、611nn7は、　 W ，　A ．　Thorntonの 結 vet
’
の

448n〃
・
1、537n 」n、612nmに、それぞ れ対応付けられる 。

同 様 に し て 図2 、3 に 示 した 他 の 結 果 も、W ．A，

ThOrntonらの結果と対 応付けるこ とが で きる。

　特 性 2によれば、強メ タマ ーと弱 メ タマ
ー

「まスケ
ー

へ
’

乂1

ぴ
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ー
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瓢
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図2 　数値解析に お けるメタメリッ ク ブラ ッ クと交点

（CIE　1931 ，1964 等色関数，［380nnz，780mn ］）．
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図3 　数値解析に お け るメ タメ リックブラックと交点（CIE

1931 ，1964 等色関数 ， ［400mn ．70〔〕iTl17］）．
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松代「まか　メ タマ
ー

交点波長 に 関する理論解析 」

リン グの 関係に ある こ とから、交点波長は不変で あ る

が、文 献 7）8）で は、設定 した モ デルの性質 に依 存し

て 、結果 がふ られたも の と考え る こ とがで き る。

　以 上 の数値 解析 結果 をまとめると、従来 研究 の実

験結果は、本論文の理論交点波長位置を、特定の モ デ

ルやデー
タセッ トで近似して いたもの で あると言える。

6 ， まとめ

　メタ マ
ー

交点 は波 長 領域 の 特定 の 波 長 位置 に ほ ぼ

一致する、とい う仮説に関する議論は古典的な もの

で あ るが、こ れま で に実験研究の みが存在して い た。

　本論文で は、こ の 仮説を理論的立 場から論 じた 。

2つ の 分光 ス ペ クトル 間のメタ マ
ー

と等価 なメタメリ

ッ クブラッ クの 設計を行う評価関数を設定 し、これか

ら出発 し、メタメ1丿ッ クブラ ッ クの
一

般 式を導出した。

こ れま で にも、メタメリッ クプラ ッ ク式は存在して い た

が、 G（λ）を分光ス ペ クトルとして、これからメタメリ

ッ クブラッ ク式を導 出して い た ために、 G 〔え）は0もし

くは正 の値をとるもの とな っ て い た ． この ことで、既

存の 式は存在し得る全て の メ タメ リ ックブ ラ ッ クを表

現する も の で はなか っ た 。

　 本 論文で は、メタメリッ クゾラ ッ クの
一

般式 を導出

し、こ れ に基 づき、交点 問題 の 議論 に必 要な幾 つ か

の 特性を証明した 。 まず、4 交点問題から出発し、次

にその 結果 に基づき、これまで の研 究で議 論 されて

い る3交 点 問題 につ い て 論じた。本論文 の
一

般 性 の

ある枠絹み に お い て 、特定の モ デル、特定の デ
ー

タ

セ ッ トに依存 しな い 不偏 的な結果を得 るこ とができた。

　 従来 研 究は、苫 うまで もな く重要 な結 果を与 え で

い るが、本論文は、理論解析を背景 とした説 明
li生に

寄 与するもの で ある。
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付録

　交 点問題 の 議論の ため に 、メタメ リッ クブラ ッ クの

一
般式の 導出を行う。

　波長 ／ 上 のメタメリッ クブ ラ ッ クの
一

般式は、評価

関 委げ 幅 の）を 最 適化する角e　・ ． b　（」L）で定 義され

る。ここで評価 関数 の最適化は、あるメタメリッ クプ

ラックの 設計指針に対応する 。 種々の評価関数 f
’
の

設 定 に対 応 して、種 々のメタメリッ クプラ ック の 設計

指 針が設定される。．f
’
の 記述にお い て は、ある関数

g（λ）を調整パラメ
ー

タとして 見ぜる こ とがで ぎ、こ の

と ぎ 四 よ 烈 騙 （Z））一小 ，，！，ω ， 9  （∀7，）

の 形式で記 述される。この評価 関数 ！は、以 下のよ

うに多項式表現 で きる。

　f（s，nh （7・），9 〔λ））≧ Σ％
占

川 ∫，〔F・）
’

9 〔λ）
丿

　　　　 （A、D
　 　 　 　 　 　 　 　 tt．i

’

こ こ で

　a ．， （i，．片 L2 ．
・・）：係数 （定数）

式（A．1）は 、2次の 多項式近似 により以 下の ように表

現される。

　ノ（Sjnh （λ），9 （z））＝ a ド Cl
：
　Smh 　（　？L ）†e」3・

’
nib （P．）

2
＋

　　硯、9 （λ）＋ ・1
，｛9の｝

2
＋ Cl6、ST（小 “め ω 　　　〔A　2）

こ こ で

　碗 一12 ，…，6）：係数 （定蚕鉛

。価関。 騾 醐 。をとると。 〔
　　ttf
　　　　　　　＿o
a・

ms ， の 〕、
 mb （λ）は最 適解として 解か れるが、こ れは g（Z）（も

しくは以下 に定義された G（7，））に依存したもの で あ る。

ここで最 適とは、メタメリックブラッ クが意 図した設計

仕様を満たす こ とと定義 される。　
〜y

　　　　　　　　　　 　　　　　　　　 は以 下 の よ
　　　　　　　　　　　　　　　a  、ろ （A）
うに計算 される。

　 畚〆
　　　 一・ 2 ＋ 2・莇 ω ＋ ‘1諷 え）a  め （λ）

　　　イ ・｛．、励 （え）
一σ（λ）｝

〔A3 ）

ここ で

　a ＝　2a1　←1．）関数 ブの正規化係数

σ（A）一 器 1≒姻

　Snl
／］（／）が メ タメ リッ クプラッ クであるとい う拘 束条

件下 で ・〆幅 鯨 9の）の ラ グラ ン ジ爛 数 は以

下の式 となる。

　 　 　 一〇

　 δん
人

　 　 ∂L
　　　

− o　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．5．c）
　 δ／f

）
・

　 　 ∂乙

　　　 ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．5d ）
　 ∂毳

∠

式 （A5 ．a ）は、次のように計算 される。

　　 6L 　 δF （P・）

　 ∂s。ib （7・）　δSnlb 〔え）

　　＝［痂 ω
一G 〔λ）：

　　　
一
恆亙（λ）・ 婦 （7・）・ ん・｝〔Z）｝・0

（A 、6）

式 （A ．6 ）か ら以下 の 式 （A7 ．a ） 1 （A ．7　b）を得る 。

　L ＝Σ ノ
．
〔s “ lb 〔A），9 （）・））八λ

　 　 　 AE ／t

　　　
−
｛触菩評

冗隔 ω △踊
・

、Σノの 隔 ・ ω △A

　　　　　l．k
∠ Σ 三〔λ）蜴 、〜，α ）△・貧

　　 　　　　 y．⊂ ノ〜　　　　　　 1

　　＝Σ F （i＞へA
　　 A ・ R 　　　　　　 　　　　　　 　 （A4 ）

式 （A4 ）か ら、ラグラ ン ジ ェ の 未定 乗数 問題
1
．

14
とし

て 、以下 の 関係が導かれる 。

　 　 ∂ム

　　　　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　（A ．5．a ）
　 LISmb （？・）

　 　 ∂L
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〔A ．5．b）

　 ∫
。治 の

一
怖 f （A）＋ k

｝
・i，（え）＋ 々z牙の ｝＋ c （A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （A7a ）

　 Gの
一一

｛k、国 λ｝＋ たrア（」・）＋ z々 互（7・）1＋   試 え）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〔A．7．b）

式 （A．7 ．a ）は メ タ メ リッ ク ブ ラ ッ グ の 一般式 で あ る 。

G（Z）を分光ス ペ クトルとした場合、 G（え）は、フ ァ ン

ダメ ン タルとメタメリッ クプ ラ ッ クに分解で き る こ とを

式 （ヘ ス b）は 示 して い る

．
5
。

　式（A ．7．a ）をX 、　 y、　 Zの 三 朿1」激値メタメリッ クブラッ

ク条件 （（A ．5 ．b） 1 （A5 ．c ）　 （A5d ））に代入すると、

以下 の 3つ の 式が得られ る。

　 Σ 「（え）  肋 〔？t ）△ F，
　 えミぽ

一Σ ・ 畔 即 ）・ ん
・アの ・ i・z ・ の ・ 曜 ｝へλ

〔A8 ）
　 　 ／．rR

　−k
。
c’！

］〕
晦 c！

2｝
晦 cP ）

・ c！
斗届

こ こで

T〔劫＝双功　〔κ 刺　激 f直 　に 　つ

rの　▽ω 　（）
’
　　　　　 〃

τ（λ）＝三くλ） （Z 　　　　 厂’

Cl
．
≡Σ　rV ．　）x

’
（？．）△ん

　 　 ．．厂’

［二 一 ：＝ ：］ 72

い

）

）

て
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交点波長に 関する 理論解析

（
’［：．一

Σr〔亦 （小 λ

c
’
E”＝Στの三圃△？．

clll一Στ（A）G
’
〔え）△ P．

う立場に立 ち、メタメリッ クブ ラ ッ クの
一

般式（A7 ．a ）

が 導 出された。こ こ で、 （；（λ）は分 光ス ペ クトル で あ

る必要 はな く、波 長 領域で の 関数
一

般として 定義さ

れる 。 C（A）が波長 領域 にお いて正 （も しくは0）の値

をとる 場合 に、 G （」．）は分光 ス ペ クトル に 相当す る v

12 ．．
G（λン　ー 　Srnb：λ；．　　kX 　l　D29了　kY＝−1356 　kZ＝．06363

式 鰯4リ
＋ κ

γ
cF ）一

釦C曾．
トC勢＝0

1
’

os ’．．

ん
．
c！

］）
略 C俳 艇 俳 ぐ翌

）
蝋）

t・．，C
’
．（・
］
’
）
・ 解 夕〕

吻 岬 ・ （到詛 〔A ．9 ）

k．y 、　 kv、　 kz の 値は線形式（八 9）を解くこ とで 、得

られる。

　式 （A ．7．a ）は、メタメリッ クプラ ックの
一

般式を記述

するも の で あるこ とを既に述べ たが、交点波長は、式

（A ．7 ．a ）におい て S
」
・
nb （λ）＝0 とする ことで 得 られた以

下の式から計算 される。

　kxr（7．）＋侍ア（小 沈河 λ）＋ G （1）＝O （A ．10 ）

式（A．10 ）におい て、CIEの標準等色 関数を仮定 する

と、4 つ の 交点がカウン トア ップされる。

　式 （A．7a ）の 導 出 に お い て 、　 G（P．）は 設定 さ れ た 評

価関数から得られたものであり、必 ずしも正の値 をと

る必 要はない。 G（え）が負の値をとるか否かにかかわ

らず 、三 刺激値につ い て の メタメリッ クブ ラ ッ ク条件

から、式（A．7 ．a ）における kN 、　 ky、　 kzの解 が得 られ

る 。 そ して、与え られた G （λ）に対応するメタメ リック

フ フ ッ クを定 式化する こ とが で きる （図A1 の 例参照）。

こ こ で 、G（λ）は参考文献 ］5 ） ］6）における分 光 ス

ペ クトル に相当するも の で ある こ とから、こ れ らの 参

考文 献 で は 0 ≦ G （A）条件を満たした上 で 、 G （λ）を
パラ メー

タとするメタメリッ クブラッ ク式が （A ．7．a ）と

同様の 形式 で 導かれて い る 。

　本論文で は 、設計意図を表 現する
一

般 形式の 評価

関 数 ズ か ら 出 発 し、（；（1）は必 ず しも正 の値 をとる

必要 のない 関数 で ある こ とを明らか にした。R行列は、

分光 ス ペ クトル G（λ）をフ ァンダメンタル成分とメタメ

1丿ッ ク プラ ッ ク成分 に分 解する こ とを目的として いる。

これに対して 、存在し得る全て の メタメリックブラ ック

を記述する こ とを要請する本論文で は、 σ（2）はメタ

メリッ クブラ ッ クの モ デル 記述パ ラ メータで あるとい

0604

・　　 ／

02
／

。
・（

一
口戸

400

一〇 4v
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図Al　 G（／）が負の値を持つ 場合の例，
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