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（昭和 26 年 11 月造船協会秋季講演会 に 於 て講演）

乱 流境界層に対す る
・
新解釈 と其 の 応用 （第 3報）

正 員 工 学士 笹 島 秀 雄
＊

　　　　　　　　　　 ANew 　 Considera仁正o 皿 for　Turbulent　 Boundary　 Layer

　　　　　　　　　　　　　　　　　 and 　its　Applications　（HI）

　　　　　　　　　　　　　 By　Hideo　Sasajima，　 Kogaleushi，　 Member

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Abstract

　The 　author 　 proposed 　 a　 new 　vo1
’ticity 　transfer　 theory 　 in　 the　 prev 正eus 　 paper ，　 and 　as 跚

application 　the 　fiow　in　circular 　pipe　 was 　calculated ．　The 　present　paper　is しhe　second 　application

of 　 the　theory 　for　 the 　flow　along 　 a　flat　 plate．

　Usually　the　velocity 　disヒribution 　along 　a　plane 　waU 　is　assvmed 　to　be　stmilar 　to　that 　in　a

circular 　pipe ，
　 but　the　author 　adopted 　here　a　different　one 　as 　foUQws．　

‘’Form 　of 　shearing 　stress

distribution　is　determined　by　the　boundary　conditions 　and 　is　independent 　on 　the　type 　of　boundary

layer，　 i．　e ．　 the　 1aminar　 or　 the　turbulent 　 ones
”
．

　The 　calculated 　 results 　 almost 　 coincide 　 with 　 the 　 formula　 by　Prandtl
，
　 and 　moreever ，　 the

solut 量on 　is　flex正bly　adaptable 　for　any 　cDndition 　of 　flows 　before 　the 　transltion 　point ，　 e ．　g．

for　an 　artific 正ally 　stimulated 　flow　in　the　 model 　experiment ．　 The 　thickness 　of 　laminar 　sゆ layer

is　 obtained 　 and 　this　 showes 　that　the 　hydrodynamically 　smQoth 　surface 　is　in且uenced 　 mainLy 　 by

the 　 velocity 　of　 plate　 and 　 scarcely 　by　Reynolds　number ．

緒 論

　署者ぱ 第二 報
；k
物こ 於て 新渦輸 送 理 論 を 発 表 し，其 の 応 用 例 と して 円管内の 乱 流 に 就 て 計算を行 つ た が 結果は 実

験 と極 め て よ い
一

致を示 した 。 そ の 際得られた 常数は 何れ も普遍的な もの と考え られ るの で ある が，本報は こ れ

等の 常数を其の ま ま 使用 して 平板 に 沿 う流れ の 計算を行つ た もの で あ る 。

　従来平板 の 計算 で は 乱流 の 速度分布が普遍性を もつ て い て 円管 の 分布 が 他 の 流れ に 対 して も成立する と仮定 し

て い る の で あ るが ，著者は 剪断応力分布 が 境界条件 に よ り定 ま る型を と り層流乱流の 種類に よ つ て は変ら ない と

仮定 して 速度分布が 円管 と 同一で あ る と 云 う従来同様の 結果を得た 。

　計 算の結果は 実験 とよ く
一致す るが 従来の 理論 に 比 して特に 異 る点は 遷移現象に就て 板の 先端 か ら 乱流が開始

された と 考え る Prandtl の 仮定 に 対 し，著者の 解法は 理 論的 に 正 し く計算 され上流 の 如 何 な る状 態 に もそ れ に

応じて 夫 々 個有 の 摩擦抵抗を 求 め得る こ と に 在 る。本研究は 遷移現象に よ り影響され る乱流域 の 事情 を 明か に な

し得た もの と 云え よ う。

1． 境界層内 の 剪断 応力分布に関す る仮定

　従来平板 に 沿 ラ流れ の 乱流境界層を解く場 合に は何れ も根本の 仮定 と して 円管内の 速度分布 が 其 の まま 平板 に

対して も成立つ と置 い て い る 。 結果か ら判断す ると こ の 仮定 ICよ る計算が 実験に 合 」の で あ るがら真実か らそ 」

遠 くは な い で あろ うが 方程式 の 上 で 見 る と矛盾が あ る 。 従来の 理 論で は Reynolds応力の 表現の 中 に 壁面 の種類

に よ り変 る 項は 含まれ て い な い か ら，速度分布が 与え ら れ る こ とは 剪断応力 が 定 ま る こ とで あ り円 管 も平 板 も直

線分布を す る こ とに な る 。
こ れは明か に 誤 りで ある。

　本報 に 於け る著者 の 計算 もや は り一個 の 仮定か ら 出発するの で あ る が，直接速度分布に 対 し て で は な く剪断応

力に 対して設け た もの で あ る 。 仮定 は 次 の 如 し。

　　
：K

大阪大学助教授

　　 s ＊ 　造船協会昭 和 26 年度 春 季 講 演 会に 於 て 発 表
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「一般に境界層内：こ於げ る剪断応力分布の 形は 境界条件に よ つ て定まる もの で流れが層流で あ る か 乱 1‘し：で あ る か

itよ つ て 鼠 影響され な い
。 」又 次 の 様 に 云 うこ と も出来 る 。 「流体の 乱動に 基く見掛け の 応力 ／IReynoLds応力♪分

．る
市 は粘…生に 依る応力と合して流体が 層流を なす場合 の 応力分布と相似で あ る 、」

　円管或：x 平行仮の 場含 に は剪断応力 の 直線分布なる型は 層流乱流を問わず成 立 し上 の 仮定 と矛盾 しな 1、t。 以 下

平板；二就て も 二 の 仮定が 余 り無理 で ない こ とを説明 し よ う。

　平仮 に 沿 うて 其 の 先端よ り X 軸，直角 ttC　y 軸を と り ， 剪断応力を τ とする と運動方程式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂v　　 ∂u 　　1　 ∂丁

　　　　　　　　　　　　　　　　
吻

葡
＋ ”

む
＝

7 万 　　　　　　　　　　　
： 1 ）

上式 を ！　 1，こ関 して 微分 し連続の 条件を用い る と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂ev 　　　δ，
u 　　 1　 ∂Lr

　　　　　　　　　　　　　　　　
『
  7 ＋ 〃

毎
＝

7alJ2　　　　　　　　　　　 L’ 丿

両式 と も層流乱流 を 問 わ ず成 立 し境 界条件 も亦同
一

で あ るか ら壁面及境界層の 外側 で は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1夛一・・ ；
“

：一 ・　　 （・）

　 　　境界層内部 の 詳 しい 事 は わ か らな い が U 及 り は 矍i面 か ら境 界

　 　　・…
一
艦 鞴 ・謝 … 考 構 ・ 形・ 多 少

　 　　複雑で も符号を 変え る こ とは なく ， （ユ）式の
’
左辺 の 両項 の 様

　 　　に 互違 い の 積を 考え る と何 れ も形 の よ く似 た 山 形 の 曲線と な

　 　　る。（若 し uv 何れ も y の 羃 の 項 で 表わ され る な ら は 完全 に

　 　　相似 で あ る。）一方 丁 も壁面 か ら 単調 に 減 少す る 筈 で あ るか

　 　　ら前記山形曲粽 の 差 も符号を変え る事は な く，や は り山形 の

　 　　醗 で 踊 と 考 え られ ・ れ紹 腿 た る．第 、 獸 c3）の 条
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σy

　 　　件を搬 叛 た もの を 搬 的 に 示 す ・1． の 頬 τ
が 層 流 彫 と

　　　　　　　　　第 1 図 　 　 　 　 ない か ら其の 積分曲線で あ る ・ は 非常 ；・ よ く似 六、 もの で あ る

ご とが 察せ られ る o

畿上 ・ 説・評 板蹴 ・行 ・ た の で あ ・ ・評 棚 外 ・ 駘 （・）式磯 給 ・ … も… 研 条件 ・ 一一・）

で あつ て 層流乱流に は 無関係 で あ る か ら，同様 の 説明 をす る こ とが 出来る 。 従つ て 著者 の 阪定 ぽ 境 界層：こ 就 て一

般 的に 成立する と 考 え て も大 ぎな誤 りは な い で あ ろ う。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2． 速 　度　分 　布

　著者 は 第二 報 に於て次の様な乱流境界層の 一般解を与えた。

　　　　　　　　1／1 静 跨 極 （宥ノ極 （｝ア・……｝1　　　 1

．
　1 ）

　　　　　　　　　　　　・i・
一一・好

！
綴

豊
吻　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫

但 し Yl ＝ 層流底層の 有効厚さ

　　 η
＝ y を 表 わす無次 元表示

　　 2〃プ（η）＝ 乱動粒子を 独立渦 と 見て こ の 渦 と 賑に 関する其 の 鏡際 との 聞の 距離。平板 で は ノ
γ

η、＝ 1

　　 g（η）＝y 方向の 乱動速度　v ・

’

を 与え るた め に 考え た　　　　　＿　　　　　　　　　＿＿一一＿ 　　　一

　　　　無次元函数 　 　 　 　 　 　 　 　 ／研 一 6．33 　 dl− 。，3951 　 。、
　＝：・．378

　　
ゐ（・）＝孵 勵 の 剪黼 扮 布を 与え 礁 次元函 　 a ・

一・・27・ ！a 、一
：・，・・8ia 、

一 ・．・65

諜 ＿
．． 壁。噸 。 。 無関黯 。。常 　 …

璽 1　 じ
　　　　数 で あ るが 正 櫓 こぱ R 数；こ よ り僅か乍ら変化す る と考えた方が よい 。 上表は R 数極 め て 大 な る時 の 値
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　　　　 を示す 。

　 i） 9（η）
o

　第二報に於ては g（η）を壁か らの 拘束なる仮定を設げて論 じ， 円管或は 平行板｝こ対 して ば 比較的実験に 合 う駮

な拮果を得 t の であるが ， こ れ は単に 偶然の
一致に 過ぎ な か つ た 様 で 本報 に 於て こ の 仮定を 取消す こ とに す る 。

仮定 1こ 従え ば 平板の 時に は g（η）＝1 とな るか ら乱動速度 Vot は

　　　v ・

’− B 〆1（y − y ・ラソ嗇僻一塾）
と な つ て 壁 の 近傍 を 除 ：ナば 略一定とな る。直接平板 に

就 て Vo
’

の 平均値を計測 した 例を知らな い が推定 せ し

め る 例をあげる こ とが 出来る 。 第 2 図 歇 平行楓
：：
に 於

け る 実験 で あるが 測定場所が 入 口 に 近 い た め 境 界層 の

厚さが薄 くて 独立 の 平板 と 見敏 し得 る場合の 結果で あ

る 。 測定 直は ul で あ るが 乱 れ が 等 方
．1生に 近 づ く性質

よ り V ・
t
に 対 して も壁 の 近 膀 を 除ぎ大差な い もの と 見

て よ か ろ う 。

　 こ の 例 iZ見 る様 ｝こ Vo
’

は 平板に 於て も決して 一定で

は な く g（η）の 算出に 関 す る第 二 報 の 仮定 の 誤 りで あ

る こ とが知られ る 。 それ故本報 に 於 て は Jr（η）は実験

よ り定め る べ き函数と改 め る。

’
tO

’
e8

厘 ℃6u

’04

’
02

工
五

●

江
　 oI

o 1
　冒 CtVt

第 2 図

2

1ゆ

o °8

　　竺
0 ち U

o’4

o’2

o

　扨 て 第 2 図 に 於 て 境 界層 の 外 と見 られ る部分に も ガ が 存在 して い る が こ れ は 流れ に 存在す る 乱れ：こ よ る もの

で問題 に しな くて もよ い 。又蠻 の 近傍 で は tS
「

よ りも Vot は幾分小さ くなる と思 わ れ る。こ れ等 の 事1青を考慮す

る と 9（η）は 次に 述べ る 飢η1 と よ く似 て い る こ とに気付 くで あ ろ う。 従 つ て F の 積分で は 両者が 互 ｝こ消含 つ

て 影響 が な くな る と 見 て も大 な る誤 ウは な い
。

　ii） h（η）

　第一章 D 仮定に よ り層流解が知れ て い る時 ：こ は h（’O）が 求め られ る 。 平楓 こ 対 して は BlasiLiSの 解か ら 計算 さ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ第3 図に 示す如 くな るが，大体 η
＝3 位 で h（η）＝・O と見歐

　 tp

　　　 　　し 得 る か ら以 後 の 計算 で は η
＝3 を 以 つ て 境界層厚 さ δに 対

　　　 　　　上述の こ とか ら g（η）≒ h（η）で あ るか ら

　　
・Z 　　　　　 ・　　 　　　　　　　 　　　　　　 （5 ）

　　　 　　速度 は 層流域 に 対 して

　　　　　　　　　第 3 図　　　　　　　　 乱流域 に 対 して は

　　　　　　　・ 一塾嫗 ・・妾
一
弓

一
舞 跨 （号∫一・・…・j！　 、，）

　　　　　　　　　・ヨ ＋・・＋ 穿＋雪
一
＋争

……　　　　　1
　境 界層外の 速度を U とすれ ば こ れ は （6）式 で η

＝3 とすれば得られ るが η1 は 極め て小 で あ るか ら其 の 自乗以

上 を無 院 し て

　　　　　　　　　　　　ひ 一 去（
　　　　　　　　3　 　 at
A ＋σ・ 1Q9

，「 3 ・・）　 　 　 　 …

＊ 　Karman ； Proc，41r1しern ．　Congr ．　App ．　Mech ．，　Cambridge ， 1934．
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簡単の た め に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　3　　 a．°
　 　 　 　 　 ［G］≡ A ＋ a ・1°9

，、

一一
ゴ・・

と置 くと　　　　　　　　　　　　　　　　　 i

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k　 　 u

　　　　　　　　　　　　　　　　τ
一
面 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 

’

と な り本式が Yl と η1 の 関 係 を与え る 。

　上 の 諸式は 何れも円管の 場合 と同一で y、lyの代りに η11η，　 tJ・1rの代 りに η、13と書 L・た に 過ぎない 。 即ち従

来 の 速度分布が円管と同
一

で あ る とする仮定に
一致 し た 訳 で あ る 。 異 る 所は 出発点を 剪断応力に 置い て 境界条件

を 満 足さ せ 円管 と は 応力分布 を異に しなが ら速度分布が一致 して い る 点で あ る 。

　然し乍ら こ の速度分布は決して 正 しい もの で ない こ とは （7）式を見れば容易ic知 られる。即ち δに 応ずる η を

大 ・すれ・ ・ … 驪 ・ ・大 ・ な ・不 合理 で … 諒 齢 歌 述・ 隙 ・舞孝か ・・ 外・ 層黼

に な るべ ぎ処 を無視 した た め で あつ て ，円管の 様 に 限 ら れ た 流路の 場 合 に は 問 題 に な ら な い が 流 体 が 無 隈 に 拡 つ

て い る平板に 於て δの 如きもの を論ずる場合に は量的に 問題 とな り得るで あろ う。 本報 で は抵抗を主眼 と して い

る k め 次章 に 述 べ る様 に 運動量方程式の み を条件式 と し て 計算 した の で あ るが ，若 し も 6を も詳 し く知 る た め に

は 速度分布に 適当な補正項を 入 れ y＝8 に 於け る条件を加え る等 の 手段が考え られる。

3．　 運動量方程式の 解

　上 の 諸式 に 入つ て い る未知数は Yl或ば η1 だ け で あ つ て こ れを定め るた め に 運動量方程式を 用 5。平板 に 対 し

て は

　　　　　　　　　　　　　　　　一 訃 ・u −
… dy 　 　 　 　 （・・

積分D 上 限ば 本来な らば 。。 とす る方 が よ い が 前述の 様 に 速度 の 表現 が 厳密 ｝二 正 し くは な い か ら適 当な 有限恒 で 置

きか え る 必 要 が あ る 。 こ こ で も ン
ニδ に 応 じて η ＝ 3 とす る。（8）の 積分を η に 換え ηL の 自乗以 上 を無視 して 次

の 様 1こ な る 。

　　　　　　　　… ・・妾｛畜骭 ・・講 ・署｝畧制 　 　 、、、
，

　　　　　　　　［・・t・・ii・3・ai2 （t− ・・ 1・9÷）
−
m （・・38・一・… 11・・÷）J

k の 1直は R 数が 小なる場合に は篋か 乍ら増大する と考え た 方が よ い か ら こ こ で も其の 影響 を考慮す る こ と に す

る 。 円管で は

　　　　　　　　　　　　　　　　（・
一
夢y5− ／亨

で あ るか ら 裾 r の代 りに η1／3 で置換えるもの と し ， 同様 の 考え方に 従 つ て

　　　　　　　　　　　　a エ
＝ at＿e − O．132η1，　　A ＝ Aっo − 0．043ηt

とする。 但 し al・．・，ん 。 は kn に 応ずる疸 で ある。 こ れ等を ［G1 及 ［M ］に 入．TI」簡単フ）為め 改め て al ・・，　 A・・。の

代 り に 夫 々 al，　A と 書けば

　　　　　　　　　　　　 A 　　　3 丶　　　　　　　　　 3

　　　　　　　　　　 ＝ al 　4．01十109 − 一
η乳

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 3

（9）の 値を使つ て （8）
t
の 微分を実行す る と

　　
＊
　造 船協会昭 和 25 年 度 春季 講 演 会 に 於 て 発 表

… 一・腸 ＋ 1・9
下 ノ

ー一
η・（… 69＋ … 321・9

π1

　　　　｛　 　 （… 3＋・・331 ・9 鼠）｝
［M ・・ 頭 耳

一・＋1・9 − ）・ ・1（・・52・一・・6811・・斎1
− ・婦・… ＋ 1・・

一 ・ n・r… 2− … 61・・翻

−
ー

（9 ）
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　　　素｛舟一夥ヨ｝一壽罫

　　　　… E ・a ・
・

〔
　〆 A
−
kil）

’

＋・2， 一・一・（会 ・）1・÷ （1・9 荒12

　　　　　　… ｛一… 6＋ ・・3÷ 蒸
．
（2，）

2

・（1・8・
一÷奇）1・9÷月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k
こ れ に （7）

t
を 入 れ ， 又 To ＝μ

一
「 な る こ とを考慮する と （8ア は 次 の 様 に な る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 YL’

　　　　　　　　　　　　　　　
−9−一（亨）

！

・耀
一・書昆

1

こ の 微分方程式を解 くと

　　　　　　 rk．^　
！

［R］　 　 　 　 u ：

　　
R ≡

一
ガ 汽

．
厂厂 辱ゴ

・R・≡ ・a ・
・［倫

’

一・倫 ・ … 綜 ・）1・9÷・（1・9 斜

　　　　　… ｛… 6− ・・3・畜÷（畜｝1・・÷

　　　　　… （乙÷ ・・9・）（1・9÷）
2

］＋ ηt × ・・ n …

　　　一・… ［・… ＋… 21・9÷・（1・・÷）
2

＋ ・・｛… ・・一 ・・421 ・9景… 43（1・・÷）
2

；］
　（10）式は R 数 と η1 と の 関係を示すもの で あ り積分常数 と共 に 後述する。

　局部摩擦抵抗並 に 其の 抵抗係数は

（10）

」

　 　 　 k　　 　 り　 　u ！

τ゜
＝
勹 、

r ＝
ρ le

鹽．
tδF

　　　　　　　　　　
α ・

＝

ずlr2（亡）「 司 ・

全抵抗及其 の 抵抗係数は

　　　　　　　D 一
ρ∫’（σ

一u ）udy − P
一
蓋叛

．
［M ］一ρ謳卜一一

歪

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 D 　 　　 k　 2　 　 　　 　 　　 　　 v

　　　　　　　
σア

＝

訴 5 ∵ 花 矼・・

（・
一
÷・・）

ー
r

ー
（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
u2a：

・
牆 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
凹

一 ・  ・＋
一
詞蒜揖！　　

（12’

　（12）式の 全抵抗D の 表現 は （8）よ り考 え る と 穣分常数が入 ワそ うで あ るが 其 の 1直：剥暫流・乱流 を間 わ ず 常 に 零

で あ る。こ の こ と は 境 界層 の 運動量厚さが連続 で あ る と 云 うの と1司意義で ，若 しも層流範囲で は零で乱流に な る

と或る1直をもつ 等 とすれ ば運動量厚さは 連続 で な くな る 。 従 栄 二 の 点に 関 し 疑念を 持 つ や に 見 え る 諭 文 もあ る

が
t！：，附 録 に 示 した 様 に （121 式の 隈1係 は 乱流 で も厳密に 成立 しな 1ナればな らぬ。

次 itt前1こ戻つ て （10）式の概
・
常数と η・ 蹴 て考え る 。

こ の 常数は R 数 と η・ と の 関係が 知れて E・iLば 決定 111

来 る もの で 、円管 の 場合嚇 に R 数 と y、1・ Cこ こ で は η、 に 相当丿
・爛 係が唯 …に 定 まるの で あ れ 1簫 i単で あ る が

平楓 こ 於て は そ うは 云 え ない
。
Karman も 1’

randtt も平板の R 数 と して UEtvを用 うれば円管 と同様の 関係が

成立す る と 仮定 し・て い る が そ う無理 な 仮 定で は な い で あろ う。 著者 ぽ こ の 仮定 を利用す る訳 で は な い が 大 体の 性

質と して 通常 の R 数な考え る場合に は η1 と の 関係が唯一で は な く，遷移点 の 位置や 遷移領域 の 変化或 は更に 板

の 先端を粗面 に す る とか 概乱 を 人工 的に 与え る等上流に 於け る状態 に 応じて 定ま るぺ きもの で あ る こ とが 察 せ ら

れ る 。 それ故 （10丿式の 常数を 定 め るに は 今一個上 流 の 条件を含む関係式を必要 とす るが，それに は （1211式を措

い て 他に は な い 。 結局 （10）と （12）の 両式で η1 と R 数の 関係を求 め それ か ら常数が 定 ま る と云 う順 序 に な る。

　従来の 理 論 ば こ の 辺 の 処 に 無 理 が あ る。普通遷移碩域 は な くて 遷移点 か ら直 ち に完全乱流に な る と 考え て い る

　　＊ 　例え ば Burgers （Proc ．11ntern ．　Congr．　App ．　Mech ．，　Delft，1924） は 〔6丿 或は （12）は 乱 動 逮 度 の

　　　 自乗 を 無 視 した近 似式 と 述 べ た 。
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が ，それならば遷移点に 於げ る運動量厚さ を層流に 連続な ら しめ る の が 正 し い の で あ る が ，Yl 或 は η1 を含まぬ

理 論で あ るた め R 数が大 で あれば左程で は な い が小さい 場合に は 速度分布 の 形 が 無理 に なるの で 遷 移点附近 で

は非常に 大 きな局部摩擦抵抗を生ずる結果 と なつ て 実験に 合は ない 。
こ の 矛盾を緩和する た め に 板の 先端から開

始 され た 乱流を仮定する の が普通で あ るが，こ れは 単な る方便に しか 過 ぎず理 論 的に は 意味が な い 。 著者の 方法

で は 理 論的に 無理 が な くて 上 流 の 如何 な る状態に も応 じ得る特長が あ る 。 只残 された 点は 遷移 領域 内 の 流れ の 状

態 と其 の 不 安定性 に あ り今黌の 研究に 侯た ね ば な ら ぬ 。

4． 計　算　結 　果

　　前章俵半 の 説明に よ 「）　 10　）丁式 の 積分常数 の 決定方法は 明か で あ る が，実際の 計算で は 理論通 り1・・＝ r？：
’
程式を駕い

　 て 行 くこ と は 困難で 近 似解 で 満足 しな け れば ならぬ 。 次 に 其 の 方法 を述べ る 。

　　最 初積分常物 こ圧意の 値を仮定 し η1 に EE？
“ の 直を 入 れ る こ とに よ り R 数が出 て 来 る か ら， こ れ と 積分常数乙

　 無関係；こ出 る．C
’

r　との 閣係を 画 く。　層流部分 をま

　　　　　　　　　　　　　　　　 C ’

∫
＝0．664∫〜

　エ〆空

　 なる こ とが 知れ て い るが ， 遷移 i｝．域の C ’

ノ は 不明で あ る から遷移開始点 の C ’

！ と完全乱流「撒台点の σ
’

ア との 間

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を 適 当な 曲線 で 結 ん だ もの で あ る と し て 置 こ う 。

　　 　　こ れ を積分す る こ と に よ ウ
ー

応乱流開始点迄 の

　　 　　Cア を 求 め る こ と が 禺来 る 。 扨 て R ・Cf な る量 を

　　 　　考え る とこ れ は 全抵抗に 比例す るか ら何処で も連

　　 　　続で あ るべ ぎで，乱流開始点で は 上流 か ら求 め た

　　 　　値 と 乱流 と して 求 め た 値 と が一致す る を 要 す る 。

　　 　　乱流と して は

　　 　　　R … 一・（
隔

）（14 畷 畠・13・

　　 　　とな るか ら η1 を 変数 と して 画 い て 置1ナば 上流 か

　　 　　ら出した R ・C∫ よ り第
一
近 似 の ηL が 得られ，従

　　 　　つ て （10）よ り積分常数が 計算 さ Jt
’
L る 。

二 れ が初 め

　　 　　に 仮定 した値 に 等 しくなる迄上 の 撰i作を繰返 せ ば

　　 　　よ い の で あ るが，実際 に は 第 二 近似位 で 十 分 で あ

　　 　　る D 第 4図 は RCr ，［皿 ］，［G］及 ［R ユを η1 に 対

　　 　　 して 画 い た もの で あ る。

　　　　　　　　　　　　　 3／n ，　 　 　 　 　 筋 図 は 遷移蹴 の C ’

r を直線 と叛 て勝手i・C

　　　　　　　　　　　　第 4 図　　　　　　　　　　　 撰 ん だ 匹樋 りの 場合に 就 て 計算 した 結 果 で あ る。

　　同図 A は C’r で ≧胴 さ れ る 点 ば 各場合二 応 じ て一本 の 線 に は 乗 ら ない こ とで あ ろ 5 。
こ の 現 象は 実験

；1：
に も現

　われ て い るが従来の 理論で は 出ない稍果である 。
R 数大なる部分 で Kempf 聯 の 実測 と 比 1陳して あ るが僅か に 著

　 者 の 方 が 大 き い
。

　　 同図：B は c ノ で 周知 の 式

　　　　　　　　　　　　　　　　 C ア ＝ 0．455（、log！eR ）
−e・5s　　　　　　　　　 ・

　 と比較する と や｝より僅か に 著者の 方 が 大 で あるが ， 第 2報 に 求 め た常数を其の まま使用 し， 平 阪の 実験か ら 出 し

　た もの で は 無 い こ と を思 う時著者 の 結 果も良好 と 云 い 得る で あ ろ ）。
R 数小 な る 部分 で は Prand し1 の

　　　　　　　　　　　　　　　　 Cr ＝ 0．455（logioR）
− 2．56＿AR −i

　 と 比較 して あ る が著者の 方 が 曲楾の 勾配が 大きい 。 尚人工 的 に1瓠乱を与え た実験で は R ≒ 3× 10s　ttc迄 は 大 俸 1

　 の 曲線に 乗るが ， こ れ とて も層移点 は R ＝・5× ユOl と した もの で 決 して 板 の 先端で は な く， それ よ り R 数が減少

　す る と C
ノ が急に 曲線をはずれるの は遷移点の 後退を物語るもの で ， こ の こ とは 攪乱を 筝え て も板の先端か ら乱

　 流 を 発 生 せ し め る こ と は 困難で あ る こ とを 示 し て い る 。

，　　　
＊

　Burgers ： Proc．11ntern ．　Congr ．　App．　Mech ．．　Delft，1924．

　　　 ＊＊ W ．R ．H ．10，1929，　 p ．p．234、239； 247〜253．
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図 　第 5 図σは 層流 底 層 り 有効 厚 さYl を示す 曲線 で ある。 　　 　　　　 　　　 　　 　 　 　 　y ・一 （7R
り ）（ ・ ＋÷・ ・） ÷ …　　 　　（ ・4 ・ 図より知 る様に！ t のR 数：こよる変 化 は 少な くR ＝ 10 」 とR＝1

とを 比べても高 々 2f 音 以 下 1 ・ r 一 過 ぎ ない 。 従つ て一 ・ 般 に 云われ て いる 様に表 面 の粗 度が 層 流 底 層を 超 えると

面 影響 が
現 わ れるも のと す れば ，板 の 上 流 と 下流 とで許し 得る粗度の差は少ないこ

とにな
る。これに 反し速度σの 影 響 は 重要で

つて 高 速になる 程それに 比侮 し て 表面 を 滑かに しな け れば なら ぬ 。膜型 実 験 に 当 嵌 め て云i と 表 面 仕ヒ の 程 度 は 関 係

度で論ずるよりも 速 度． 比 の方 を 重 要 視 すべき である ．例 えばFroude 則に従 う実 験 を行 う 場合縮率 を 1

と す れ ば 関 係 粗 度 か ら考 え る 漠型の 仕上は 非常 に 高級 な るを 要しそ 5 に感じ られ るが ， 実 はR 数 で 1 ：

00 で あ る か ら 其の影響 は21 部こ 達せ ず ， 速度

1：10である か
ら 全体 としては 1 0 ！ 25 倍以上も模型の方が粗度が高 くてもよいと云う逆の結果・ になる。この事柄は別 に新しいものでは

くPrandtt及Schlichttng ’「tが粗面板の 抵抗係数を求 めている
， 滑 面 とUK7v ； c 。 nst ．（ K は 粗 面

の
突 起 高さ ）の Cr 曲 線が 略 平 行で あ るこ と から も 察 せら れ る

で ある 。 然る に従来 層 流 底 層 の厚さ が 不明で あ つ た ためか境界 層の厚さδ に比例 す るか の 如 き 観念 が存在 し，

の 前方程滑か ・ に する 必 要 があ ると書かれた教科書 があ る が誤 りでは ないに しても重点 の 置 き処 を 失 し て い

と云 え よう。 　第5 図Dは境界層厚さδ並に排除厚さδ

  ｦ す
。

　 　 　 　 　 　 …蓋 一（餅・ 号 炉 尉 　　　1 　　 　
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しも速度分布が 正 しければ δ・ も当然連続 に な る筈 で あ るが・図を見る と遷 移領城 の 1直が 層流液よ i） も大 に な つ

t　 1）小に なつ た りして 無理 がある 。 蓋 し η1 が大なる程速愛分布の 不 正確さ1よ増すもの と考え られ る が図もこれ

を裏書き して い る よ うで あ る。

結　　’ 論

　第 2報の新渦輸送 理論の応用の第 2 の例と して平板の乱流境界層を論じよ く実験に 一致す る結果を得たが ， 従

来 の 理論 と 異る点は 次 の 如 し。

　i） 境界層内の 剪断応力分布は層流乱流を問わず境界条件 に よ り定まる形を と る と 仮定して 速度分布が円管と

　　同様で あ る こ とを 示 し た 。

　ii） 運動量方程式の 解を求 め るの に 乱流が板の 先端か ら始ま る等の 仮定を用い ず理 論 的 に 正 し く解 い た 。

iii）　局部摩擦抵抗は遷移状態の 変化に よ る影響を受けて R 数に よつ て唯一に定まるもの で は ない 。
iv） 全摩擦抵抗係数に 及 ぼす上流の 影響 は Prandtl の 仮定に よ る 結果 よ bも梢急で あ る 。 著者の 方法に ょ れ

　　ば 上流の 任意の 状態に 応 じて理 論的に 正 し く求め る こ とが出来る 。

　v ）　層流底層の 厚さを求め て 流体力学的滑面 は R 数に よ つ て は 余 り変らず主 と して 速度 に 影響され る こ と を

　　示 し た。こ の 厚 さ は 今緩粗面 の 研 究 に は 種 々 の 便宜 を 与え るで あ ろ う。

　本報の 研究は 平板？遷移現象に よ り影響され る乱流境界層 の 事 清を明か に し得 k が・遷移現象其の もの は 未解

決で あつ て 殊に その 不安定
II
生に 関 して は 今後 の 研究 に 俟た ねばならない 。尚本報 は 文部省科学研究費に よ る もの

で あ る こ と を附記する 。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 丶

　附　 　　録

　層流乱流を 問わ ず（12）の 成 立する証 明 を 行 うが こ の 方法は Karman の 運動量方程式の 別 の 証明 と も見 られ る 。

　平板が定常速度 U な る流体の 中に 置か れ た もの と し ， あ る時刻 に 板 の 先端 か ら無限上流の あ る断面 ab と板

　　　　　　　　　　　　　　　　の 「則面 の あ る断面 AB との 間に あ る流体を考え る 。 単位時間後 に は こ の 流体

　 　　　 は a
’b’

と ACD との 間 に 存在す るが ， 以前の 状態との 間 の 勢力の 差 は板が仕

’
」

a

0
ー

B

第 6 図

　　　　　　　亙一÷伽 一
・
一
め

・
縄 吻 一÷ん

A 点を 板 の 先端か ら測つ て X と し X 迄の 板の 抵抗を D とする と単位時間に な した仕事は UD で あ るか ら

　　　　　　　UD
一亙＋意＝ 号が（cr− ・ ）・＋デ＋ σ・一

・
一 7・

｝吻

事 を して い ない か ら熱 と なつ て 散逸 した 勢力 で あ る 。 こ の 散逸勢力 を H と

か くと H は abb
’

a
’

a と ABDCA との間の運動勢力の 差で 計算され る。 流

体の 乱動速度を q と しそ の x 及 y 方 向の 分速度 を 夫 々 ut 及 vt とすれば

　　　　E ・ 号［σ
2

唐
一
々（・ ＋・

t
）・＋… ｝u・dy］

とな るがその平均値を と る と ti「 の 入 る項は 消えて n’：
及 il’1 の み が 残 るか ら

　　　　互一 号［ひ
・

ρ4y一唐
・＋互

・）吻 ］
　次 に 上 と反対に 静止流体中を板が速度 U で X 負の 方向に進行す る もの と

すれ ば，周囲 の流体運動は前項 の 場合 に 一U を 加えた の み で H の 大きさ は

同
一

で あ る
。

ab と AB と の 間の 流体 は 単位時間後に は の と A ’C ’B の 間 に

来るが ，こ の 二 つ の 状態の 間 の 勢力の 差 は運動勢力の 差 とH との 和 で あ つ て

板が抵抗に 抗つ て 為 した仕事 に よつ て 供給され た もの で あ る 。 運動勢力 の 差

を E とす る と こ れは 前項同様 に abb
’
a

’
a と 孟 βDC 滝 間 の 差 に 引 な お して 考

え る こ とが 出来るが，前者の もつ 勢力は 流体が 静止す るか ら零 で あつ て

　　　　　　　　　　　ね
　　　　　　　　　　　 ｛（ひ一の

2十が｝za　dy

　　　　　　　　　　　　・ P − P窮σ一のゆ

積分の 上 限は OQ の 代 りに δ と して もよ い
。 乱動を二 次元 と して取扱つ たが，三 次元 と して も結果に 影響は な い 。

　上 の 証i明に 見 る様 に こ の 関係 は 層流乱流を問わ ず又途 中で 流れ の 状態が 如 何 な る もの で あろ う と成 立 す る 。
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