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（昭和27年11月造船協会秋季講演会に 於 て 講演）

乱 流 に つ い て
　　　　　’

正 員 理 学博士 片 岡 正 治
”

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 On 　 Turbulent　 Flow

　　　　　　　　　　　　 By 　 Masaharu　Kataoka，　 Rig¢ kuhakushi，　 Member

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Abstract

　Proble皿 son 　turbulent　fLow　were 　mostfy 　discussed　using 　the　equations 　of 且uid 　motion 　i皿 stationary

state 　expressed 　in　terms 　of 　mean 　velocity ，　because　it　is　diMcult　to　so監ve 　the 　equations 　of 　fluid

motlon 　in　unstationary 　state ．　 The　author 　fotrnd　that　 we 　can 　solve 　the 　equations 　of 且uid 　m 。t1on

in　unstationary 　state ，　if　 we 　modify 　and 　gene ．raLi2e 　the　Navier−St〔｝ke ’

s　equatio 聡 as 　given　in　the

aut 血or
’
s　paper 　 read 　 at　the　 meeti 且g　of　applied 　 mechan 正cs 　last　 autumn ．

　Chief　results 　 of　the　 solution 　 for　 the　 case 　of　turbuLent 　flow　and 　the　transition　from 　lam 正nar

to　turbulent 且ow 　 are 　as　foHowings ．

　1．　 The　ratio 　of　frequencγ of　harmonics　of 　the　variation 　 of 　 ve 工oc 正ty　 in　 a　 turbulent 且ow 、to

　　tha 亡 of　 fundamentaL　one 　is　not 　 integer　 but　 a　 ratle 　 of 　 the 　 zere 　 of 　 the 　 2nd 　 kind　 Bessers

　 　 function　 of 　 zero 　 order 　 to　 the　 smallest 　 one ．

　 2．　 The 　 frequency　 iロcreases 　 to　a　 fixed　 value 　 from 　the 　point 　of 七ransition 　and 　the　decreases　as

　　 the　 velocity 　 increases．

　 3．　 The 　thickness　of　bound缸ry　layer・decteases　from　laminar　 flow　 to　 the 　 point　 of　 transition

　　and 　then 　 increases　 as 　the 　 velocity 　increases ．　 After 　the 　 boundary 　 layer　 becomes　 completely

　　 turbulent ，　the 　thick口ess 　decreases．

　 4．　 The 　 velocity 　distributien　takes　 the　 form 　 Qf　 m ．ixed　 type 　 of 　 lamniar 　 and 　 turbulent 　 flow

　　 between 　 the　 point　of　 transition　 and 　turbulent 　 flow ．

　5．　 The 　instabihty　 of 　the 　point　of　transition 　 relates 　to　the　increment 　 of 七he 　y−component 　of

　　 velocity 　v　and 　 the　 limit　 of　 this　 increment　 determines　 the 　 hmit　 of　 the　 variation 　 of 　 the

　　 point　 of 　 transition ．　 This 　change 　 of 　 v 　 seems 　the 　 erigin 　 of 　turbu1en 七 fbw ，

1． 緒 言

　乱流の 現象tcつ い て は 実験的に 微小変動 の 測定 と い う実験的困難 の ため 正確な結果を得る．こ とが難 か し く理論

酌に は Navier−S．t。kes の 流体運動方程式の 解法が得 られてい ない 現在 で は 断幾多の 問題が残されて い る 。 時間

的変動 を考慮に 入 れ て Navier−Stokes の 流体運動方程式を解くこ と は 難 か し い の で 大部分が平均速度 を とつ て

定常状態の 流体運動方程式を取扱 つ て い る。 Dryden の 乱流に よる球 の 臨界抵抗係数の 研究に基き Karman が

高圧 風の 実験結果 と普通風洞 の 実験結果 との 差異 を 乱流 の 影響 で あ る と して か ら現在の 理論が 示 す予 想に 反す る

実験結果 の 説 明 に よ く乱流 の 影響 が 利 用 され る よ うに な つ た。叉 Dryden の 有効 レ イ ノ ル ズ数の 思想に 基き齎

レ イ ノ ル ヅ数 に 於ける実験結果 を得 るた め 乱流格子が利用 され る 。 最近 水槽主任者会議で も乱流に よ る平板 の 摩

擦抵抗係 の 変化 の 研 究 が 取 り上 げ られ て い る 。 著言 の 風洞実験 に 於け る経験 で は 時 々 こ の 考え方 で は説明出来な

い 結果に なるもの が あつ た 。 そ こ で 理論的研究 の 必要が痛感された の と終戦後実験的研究を行 うこ とが 出来なく

なつ た の と で 流体運動方程式 の 検討 を 初め た 。 その 結果 Navier−St。kes の 流体運動方程式 を解 くの に 従来は 仮

定に よ り簡単化の 方向に あつ た の に 反 し
一

般化する必要 の ある こ とが分つ た 。 又時間的変動 の あ る場合に は粘［生

項を出す時 の 原点 の 運動に よ る 力を加 え て 考えな け れ ば い け ない こ と と な つ た。その 結果昨秋 の 第 1 回応用 力学

連合講演会に 於 け る講演 の よ うに 流れ に 平行に置 か れた 平板の 乱流の 場合が時間的変動を考慮に 入れ て解けた 。

そ の後睡 々 の マ ッ
ハ数の場合及びそ の中間の 場合を計算 して速度零か ら無限大まで の 結果が 得 られ た 。 そ Q 中 に

　
＊

　明 治 大 学 工 学 部 教 授
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は従来考え られ て い た こ と と異 る結果IC到違 したもの や新 しく分つ て来た事柄が あつ た 。 平板の 摩擦抵抗係数 に

関 して は昨秋 の 当協会講演会に 報告した 。 こ こ で は乱流境界層及び層流か ら乱流へ の 遷移 に つ い て述べ た い と 思

5 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2． 乱 流 境 界 層

　総 て の 量を零 デ メ ン シ ョ ン で 表 わ し 夛 を境界層 の 厚 さ，
．
Y を 境界層の厚さの 時間的変動，　 M をマ ッ

ハ 数，

1〜 を レ イ ノ ル ズ数，yt を平板後縁に於ける境界層の厚さ， γ を平板の表面の状態及び流体の性質 に よつ て定ま

る定数とすれば M ；yl の 場合 ．

　　　　　　　　　　　　　　　 葦＝ 181x4（1十 γ）
− ll唖　R − 1！4　x （1＋vyA （ユ十 Y ）

．と なる。

　　∫e（x ），Yo（x ）を零階第
一

種及び第；腫の
’
　Bessel函数 と し aft，　 Utn を定数 とすれ ば

　　　　・r蠹［酬 （・＋ ・）・ 祠
一

｛・ ・J♂［（… ）・… ］・∫・［（・＋ ・圃 ｝1｛… ’

・匸（・＋ ・）・ ・ ］

　　　　　・ Y・［（・＋・）・ ・ ］｝Y・［（・＋・）… x ］］・・ （・＋ 7）a ・・1・

と なる。

x ・ を平板舶 っ tm 度が 櫞 か ら漸次減少 して 零 とな る 平板 上 の 点・殖 恥 ジρ黥 とす れ ば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 α n ＝ Xn ノ｛（1十ツ）α nX ・圭

と な り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ：。≦ βm ≦ 1

．とすれば an は

　　　　齋 … ［・・［（・＋7）・
・β・ ］

一
｛・

・ J・

’

［（・＋・）・
・］・∫・［（・＋7）・ ・ ］｝1｛c・… ’

［（・＋ 7）a ・］

　　　　　・ Y ・［（・＋ ・・）・ ・ ］｝・Y ・匚（・＋ 7）・ ・“3・ ］］一 一・1（・β・ ） m ・　… 2
・・…・一・・

で 定 め られ る 。

％，V を m ，　y 方向の 分速度 と し

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 η　＝yl9

とすれば

　　　　 u ＝4η2（1− 3η212
十 η

4一
η
el4

），

　　　　 v ＝213（1十7）雪x
−

（s
一
γ）！4

η
3
（1− 9ηa

／5十 9η1‘t7一η
6i3）（1− 3　Y ）

と なる。

　　 これ か ら分る こ と ば 境界層内の 各点に 於ける速度 の 変動 は 境 界層 の 厚さの 変動 に よ るもの で そ の 変動の 各調

波 の 振動数の 基本調波 の 振動数 に対す る比 は 整数で は な く零階第 二 種 の Besse1 函数 の 零 の 比 に な る こ とで あ
る
　 。 振動数 の こ の 関係が従来考 え られ て い る とこ ろ と異 る 点 で あ り実験結果 の解析に際 し注意す る 必要があるe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂u

又 X 方 向の分速度の 分布は y の 偶数べ きの 項か ら成 り立つ て い る 。 こ れは 流体運動方程式の左辺 に
吾

一
の項

　　　　　　　b2u
が あり右辺 に

研
頒 醐 る た め に 起る の で纖 嚇 間的変動 を考え る ときに 蟷 Fこ そ うな る ・

こ の 場合は 境

界層外 の 流 れ は
一

様な流 れ と して あ る の で 乱流 境 界層の 場合丈け で あ るが 層流境界層 の 場合 で も境 界層外 の 流れ

に 時閻的変動が あ る場 合に は こ の よ うな分布を考え なけ れ ば い け ない 。 従つ て 乱流の 影響は 層流境界層 の 場合 に

著し く乱流境界層の 場合 に は 余 り影響の ない こ と が想像され る 。 勿論共振に よ り乱流境界層の 厚 さの 増す こ と は

考え られ るが こ れ は γ の 変化 と して 現わ れ 速度分布は変化 しな い 。

　 p，p，　a を密度 ，粘性係数及び音速 ，　 p。，　Po，　dn を漂準状 態 に 於け る密度，粘 ll生係数及び音速 L を平板の 長さ と

し

　　　　　　　　　　　　 A ＝
ρoae1Po ，　　　 1（言ρaPo 乙1（ρoae ”）

とす れ ば

　　　　　　　　　　　　Xo ＝2一曝tSK4t ｛5（1＋ソ）｝，　　R ＝18t！5（1−←7）
『11fi

（AK ）
4！s；1〜3

となる。

　 粘性の 影響は温度 ， 圧力の外に長さに よつ て変化する 。 こ れ らの影響は K に よつ て表 わ され る。 Froude の
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実験結果の長さの影響は こ の K を取 り入 れ る こ と に よつ て説明が 出来るa

　上 の u 式 で η が小 さくなれば第 1項以外の 項 は 省略 出来る 。 こ の 場合 の y の 値を Ys とすれ ば Ys の 内を

一つ の境界層 と考えるこ とが出来 る。 こ れを亜境界層とする。 亜境界層内 で は Y に よる影響は 省略出来る の で

定常 な 流れ と考え る。然る と きは W を 亜境界層境 界 に 於け る 速度 と し ηs
＝y／ys とすれば　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 i

　　　　　　　　　　　　，Ys≡＝41！s
（1十7）

− 1！3
　x （t ＋v｝ノ4，　　　 u ＝2zσηs（1一ηs12 ）

と な る 。 上 の 仮定 か ら

　　　　　　　　　　　　w ＝＝4Ys2／92＝4／3・2s／6
（1十 7）

− LI6R −
「！s

と な る 。

　上の結果は Xo ≦ x ≦1 に対 し成立する もの で 0≦ x ≦ Xo に対 して は

　　　　　　　　ξ＝ xfxe ，　S ＝ 5 ξ3（1− 2ξ3
＋ 2ξs一ξ

9
＋ ξ

【215 ）；

　　　　　　　　S’＝151xe9（1− 4ξ3−←6ξf− 4
』
ξ
9
＋ξL2），　F ＝ S’

ξ一2（1−←7）s（1− 4】r）1（3　xoξ）
と すれ ば

　　　　　　　　 Y ＝ Σ　anJ ・［（1＋ γ）an 　X ］sin （1＋7）atnt16，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ”1

　　　　　　　　 u ＝ 1− S【1− 4 η
2
（1− 3 η

2
／2十 t 一

η
6t4

）｝

　　　　　　　　v ＝Yl（moξ）（1＋vソ4
η｛S

’

（1一η
2
＋3η

‘／5一η
617）− F／（3iξ）η

2
（1− 9 η

±15＋ 9ηf17一η
613

）｝（1＋ Y）

と なる 。 又亜境界層内で は

　　　　　　　　 u 冨1− 5｛1− 2w ηs（1− 112η8）｝

と なる 。

こ れ で Blasius の 層流境界層理論 の 前縁 に 於け る無理 が 取除か れた 。

3． 層流か ら乱流へ の 遷移

　 こ れ か ら以下で は 簡単の ため Xo≦ x ≦ 1 の 場合丈けを考え る こ と とする 。

　M ＝ YI3i2の 場合は

　　　　　　　　　　　　　　　 雪＝ 2！tS
（1十7）

− i／S　R 一v3　x （t＋ v）tS
，

　　　　　　　　　　　　　　　 u ＝ 3η（1一η十 η
2／3）

　　　　　　　　　　　　　　　 R ＝ 22t3（1十 7）
− 1／s（AK ）

2tS＝R2

と な る。こ れ は 層流境界層 の 場 合で あ る 。

　 こ の レイ ノ ル ズ数よりレ イ ノ ル ズ数が大きくな る と境界層の 厚さは 先ず薄くな り層流 か ら乱流 へ の 遷移点 に 至

る と それ か ら先は 反対に 厚 くな り後縁の 方か ら漸次乱流境 界層がか ぶ さつ て来る 。

　　　　ε
・

＝ R／R ・，
ε
・
＝RIR ・，εs

’ ＝R ，1R3，　E，
＝ （R、

− R）ノ（R 、
− R、），

§3
’

（R − R2）1（R 、
− R 、）

．

と すれば R2 と Rs と の 間で は

　　　　　　　　　　　　Xe ＝ 2−4tS■esi3K1Esl ｛s（1 ＋ v）｝＋ 軸 ”｛SCI ＋ v）｝

と な る。 R ：，E
’

を層流 か ら乱流 へ の 遷移点 に対する V イ ノ ル ズ数とすれば Rz か ら R ：
・，3

’

の 間 で は

　　　　　　　　　　　　　　　 暫＝ 22t3＋ω 2（1”’tg）（1十 7）
一

レ3　R ゴ
1！吻 （叶 Yソ 3

、

　　　　　　　　　　　　　　　　u ＝3 η（lr η十η
t
／3）

．と なる。 但 α 2 は M ＝ yi2の 場合 か ら M ＝ 　yls12の場合に移る際に定め られ る定数であ る。

　Xl を層流境界層の 上 に か ぶ さつ て来る乱流境界層が 層流境 界層 と交わ る点を表わ すもの と す れば R2，3t よ り

大 きい レ イ ノ ル ズ数 で は Xo ≦ X ≦ Xt に 対 し

　　　　　　　　　　　　Y＝2 ！t3＋ at2！（1
− ltea）（1＋ 7）

一1／3
　R2−v3　x （1＋ yソ3 ＝ 洳，

　　　　　　　　　　　　u ＝ 3η（1一η
一トη

213
），

　　　　　　　　　　　　v ＝ （1十 7）
−li3＋ Ot2 ’

（1
−’ltee）（1十 7）

｝t！SR2 − lt3x −
（2
−
1り！3

η
3
（1− 4ηノ3十 η

2t2
）

と なるe

　Rt，3’
で Op が前の 場合の 9 と等しくなければ い けない か ら

　　　　　　　　α！
t

＝ Ct2　R2，3 ’

（憑 ，3一 R2）1［R2（Rs− R2，ゴ）｝

と な る。
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Ml ≦ x ≦ 1 に 対 して は

　　　　　　　　雪・＝18t！4（1→−7）
− 1！4 』？3

− 1／4
（x − Xo

「

）
1イ4 （1十 Y ），

　　　　　　　　Y謁 砺 ノ・［（1＋7）qma（x
一

x・

’

）］si・ （1＋ γ）醐 6・ 鰤
一・・ ノ｛（1＋γ）（

XI− X ・
’

）｝・

　　　　　　　　u ＝4η2
（1− 3η

2
／2十η

4一
η
Qt4

），

　　　　　　　　v ＝ 2／3（1十 〇r）181！4（1十っ！）
Tlt41

〜sMl ／4（x − Xo
「

）
一（3一γ）i4η

s
（1− 9η

2t5→一・9が，7一η『〆3）（ユー3Y ）・

とな る 。 但 an は Xl≦ βm ≦ 1 に対し

認鰡 繭 ［（1＋ γ）Ct・ （β・
− x ・

t
）ユ＝＝｝11｛（3（β・

− x。

’

）Lm ＝ 1・　2・　3・……・n で 定 め られ る ・

　 Xo＝δX ・ とすれば Xl で 二 つ の境界層 の 厚 さが等 しい こ とか ら

　 Xl＝2 −°「こ（1＋v）−12晩 ’
（1
−L’Es ）’（1 ＋ Y）36！（1＋ y＞（ユ÷7）

1ノ（1÷ y）（1一δ）SR24・X（1＋ ソ）R3』sノ（1＋ γ） とな る。

　R2，3
「

に対して は Xl ＝1 で あ るか ら

　　　　A2＝ct2
’

十 5ノユ2− ｛61093十 10g（1十 7）十3（1十7）工og （1一δ）十410g 　R2− 3工og 　Re｝！（121092 ）

と すれ ば R2，♂＝α2
’1A2　Rs とな る 。

　 A2＞α 2
！

，
　 a2

’IA2　Rs＞ R2 で あ る か ら

　　　　　　　　1− 25广｛3（1＋γ）｝
−3 − 2’（1＋γ）（1→一ッ）

−11｛s（1＋γ）｝1〜2 −4’｛ヨ（1 ＋ Y）｝1〜31！（1＋ γ）
＜ δ，

　　　　　　　　1− 25厂｛3（1 ＋ v ）｝＋ taa ’（1−Ues）’（1＋ v）3 − 2i（z＋ v）（1十 ッ）
−1’｛（3（z＋v）｝R2 − 4’｛3（1＋v）｝1〜3　tt（1＋y）＞8

と な る 。

　x1・＝Xo に 対す る v イ ノ ル ズ数を 鳥 ，3 と し

　　　　　　　　B2rcA2− （ユ十7）！9，　　a2 ＝＝5（1一トγ）十7109 　K ！1　og 　2，

　　　　　　　　 ai ＝180　B2（1〜s− R2）− 5（1十 7）Ra十 （51〜B− 12R2 ）log　Kflog
’
2，

　　　　　　　　 a ・　
＝　180　at2

’R2（R3 − R2） と すれt，＊

　　　　　　　　　　　　R ・，・＝（
− al ＋晦 ・

＋ 4 ・、a 。）！（2・、） とな る 。

　x 、 に 於て 二 つ の 境界層 の 境界に 於 け る v が等 しい と い う条件 か ら他 の 場合 で は δ が 定 ま る の で あ る が こ の

場合 で は 乱流境界層の v が 大き過ぎ て層流境界層 の v と等 しい と置けば δ が負 と な り仮定 に反す る こ と とな

るの で両方 の v を等 しい と 置けない 。 そ こ で 上 に 得 られ た範囲内の 値 を δ に 与え る。こ れ は遷移点が一定 で な

い と い う実験的事実 と
一致する 。 又 Ml で V が大きくな る こ と が乱流境界層の 振動 の 原因 を なすもの と 考 え ら

れ
う

・

　Yp≧ y　 ICS“して は

　　　　　　　　万＝ 雪p ！雪＝ 2St2＋ ω 2ノ
〈1
−liSs）3『1！2（1一ト7）

−
1！12−R31ksc （1＋ γ）！3（x − Xot ）

一
（1＋ γ〉ノ4

，

　　　　　　　　万i＝− 3万4（2− 8 万
2
十 5万壬），　　万2＝一寿2

（4十 工8nO　− 601蓉t十35 万6
），

　　　　　　　　蕚3＝一
巧

強

（18− 40否2十 2iヲ4），　　η
’

＝ y1U．　p

とすれば

　　　　　　　　u ＝万1 η
t一矛2η

广2十万3ny
「s

と なる 。

　R2，s ≦ R ≦ R3 に 対 して は 完全 に乱流境界層 とな り

　　　　　　　　シ＝181／42314 ω 3（1
−E3 ）（1十 7）

−
1！壬R3− 1〆4x （五＋Y）！4（1十 】r），

　　　　・
謂 1

α ・［ノ・［（1＋ nl ）・測
一

｛・洲 （・＋・）・・］＋・・［（・＋ ・）剛 ｛酬 ［（・＋ ・）・ 司

　　　　　　・ Y ・［（・＋ ・）a ・ ］｝Y・［（1＋or）劇 ］… （・＋ 7）c… f・， ・ ・
一 蝋 （・＋ ・鳳

　　　　 ％ ＝ 4η
2
（1− 3η

2
！2十 η

4
十 η

e〆4），

　　　　 v ＝ 　213（1一トγ）18v423 ！4abs（1
一

εs）s2（1一ト7）
− 114R3 『1／4

　x
−

〔3『γ）／4
η
3
（1
− 9η

215 十 9η
生17一η

613）（1− 3　Y ）

と な り亜境界層 で は

　　　　　　　　　　　　2／s＝41！32 ω 8 （工
一ea）（1十7）

−
t／Sl 〜3

− ltSx （1＋ γ）／4，

　　　　　　　　　　　　w ＝＝4！3．26ie＋ ata （1
一

ε3＞厂2 （1十 〇r）
− 1！6Rs ．−at6，

　　　　　　　　　　　　u ＝ 2w η8 （1一ユ12ηs ）

と な る。
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上 の 結果の 示す よ 5　ee　RL・，3
「

≦ R ≦ Rt，3 で は 境界層内の 速度分布 は 混合型とな り今 日 まで に 得られ た 理論的の

もの と異る。 実験結果と理論値 との 比較 に 際 し注意しなければい けない 。

　乱流境界層内 の 速度変動の 振動数は遷移点 か ら段 々 大きくな り R ・，3 か らは漸次小さ くな る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂eu

追記上記の激 で は粘性項を lbV（x・　Y・t）
舮

と したの で速齢 布が実験と一致しない 点があつ たが粘

腕 ・証 （：・・y・t）嵜｝・す・ば実験 と よ・一致す 轍 分布 一 ト （レ ・・… 得・れ ・他・ ・

．れ に 従つ て修正され るが結論の 大部分は その 燼使用出来る．
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