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（昭和 38年 11月造船協会秋季講演会 に お い て 講演）

薄い 帯 板 の 面 内塑性曲げに つ い て

正員　辻 勇
＊

On 　the　Plastic　Bending 　of 　a　Thin 　Strip　in　its　Plane

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 By 　Isamu 　 Tuzi，　 Member

Summary

　The 　problem　of 　pure　bending 　of 　a　thin　strip 圭n 　its　plane　is耄reated 　as 　one 　of 　 generalized　plane
stress　for　a 　strainhardening 　rigid 　plastic　 materiaL 　The　 method 　 is　 based 　upon 　the 　 deformation

theory 　of 　plasticity，　 and 　the　material 　is　assumed 　to　follow 七he　yield　condition 　of 　von 　Mises，　 The
solut三〇 n 　can 　be　obtained 　solving 　a　basic　non −linear　differential　equation 　nu 皿 ericaUy ．　Especially
for　 the 　 rigid 　perfectly 　 plastic　 material ，　 a　 heuristic　 solution 　 is　found　 in　 closed 　 form ．　 Some

numerical 　results 　are 　presented　and 　an 　approximate 　expressiQns 　for　stress 　and 　strain 　distributiens

are 　der圭ved ．　These 　results 　are 　compared 　wi しh　experimental 　 measurements ．

　Consequently
，　 it　is　shown 　that 　the 　effect 　of 　 any 　 strainhardening 　 character 三stic 　 on 　 the　 strain

distribution　is　very 　sma11 ，　 but　is　large　 on 　the 　stress 　 distribution　and 　 the 　 foregoing　analysis 　 is

useful 　for　practical 　purpose ，

1　 緒 言

　船体を構成す る部材 の 中に は 薄い 帯板 を その 面内に 塑性的 に 曲げ て成型す る 物が 少な くない が ，
こ の よ うな条

材 の 曲げ加工 で は そ の 加 工 法 や 成型限度 が しば しば 問題とな る の で あ っ て ， こ の た め に曲げ 加 工時に お け る 部材

の 応力や 歪 の 状態を明らか に す る必要があ る こ とは い う まで もない 。 こ の よ うな 問題に 関す る 基礎的研究と し て

本論文で は 矩形断面 を有す る薄 い 板が板面内に 働 く曲げモ ーメ ン トに よ り塑性的に 曲げられ る場合を取 り扱 う。

板 の 厚 さ は 他 の 寸法 に 比 し て 十分小な る もの とすれ ば 厚さ方向 の 応力を無視して 一
般化 された平面応力問題 とみ

なす事が で ぎる 。 こ の よ うな問題 に つ い て これ ま で に 遂次近以法に よ る解
1）や線型の 降伏条件を用 い た 解

2）・
3） が

得られ て い るが，これ らは い ずれ も材料 の 加 工 硬化を無視 し た 完全剛塑性体に関す る もの で あ る 。 最近，H ．　Li−

ppmann4 ）に よ り断面 の 変形を考慮 し適当な加工 硬化法則を導入 した 解が ，
　 von 　Mises の 降伏条件 お よび Tresca

の 降伏条件を塑性ポ テ ン シ ャ ル と した歪増分理 論を用 い て 電子計算機に よ り求 め られ て お り，現状 で は 最 も妥当

な 理 論的立 場 に もとつ い た 解 で あ る と考 え られ るけれ ど もほ と ん ど全面的に 数値解法 に よ らねぽならず計算精度

を増すため に は 膨大な計算 を 必 要 とす る難点が あ る 。

　こ の 論文 で は 以上 の こ とを考慮し実用的に 十分な近似 の 範囲 に お い て 塑性曲げの 進行 に 伴 う歪 お よび 応 力 の 分

布，断面形状 の 変化 ，中立 軸 の 移 動等 を 明 らか に す る 目的で ven 　Mises の 降伏条件を採用 した 場合の 全歪 理 論

に よ る解析 を 行な い 実験結果 との 比 較考察を行な っ た 。

2　基礎仮定並 びに基礎関係式

2・1 基 礎 仮 定

　以 下 に お い て は 記述 を 簡単 に す る た め に 帯板を 梁，板厚を梁幅，板幅を梁高と 呼ぶ こ とに す る 。

　（1 ） 最初幅 Wo ，高 さ to で あ っ た矩形断面梁が端面 に 働 く
一

様な曲げモ ーメ ン トM に よ っ て Fig，1 に 示
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　す状態に 曲げられ る もの と し
＊，梁 は 十分長 く歪お よび応力は その 長 さ方向に

一様 に 分布す るもの とす る 。 従

っ て あ る変形の 状態に 対 して 求め ん とす る諸量 は す べ て 曲率中心 0 か らの 距離 r の み の 関数 とし て 表 わ され る
。

また Fig．1 に 示す如 く曲げ られ た 状態 で の 内，外面 お よ び 中立 面 （伸び な しの 面） の 曲率半径を れれ そ れ a ，　b，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ρ， 梁高を t
， 任意の 位置 に お ける梁幅を W ．応力 お よ

欄
HqH

　 　 　 　 　 　 σ

Fig．1　Geometry　of 　Bent　 Strip　by　End
　　　Couples．

び 歪 を σ，e で 表わ しそ の 半径方向，円周方向，お よび

幅方向の 成分 に は r，θ，2 な る添字 を 附す る こ と とす る
。

　（2） 梁幅は他の 寸法 に 比 べ て 小 で ，幅方 向の 応力成

分は 無視 で き る もの とす る 。

　（3 ）　曲げモ ーメ ン ト M は断面全体が 塑性域 とな る

如 く十分大な る もの と し歪 の 弾性成分を無視す る。 即ち

材 料 は 剛 塑性体 で あ る と仮 定 す る 。

　（4）　塑性変形 は体積不 変の もとに 生 じ，全変形過程

を通じて材料は 等方性を保つ もの とみ なす。 また 部材の

塑性座 屈，局部収縮，破壌 等は 考慮 しな い 。

　 2・2　釣合方程式

　仮定 （1）に よ っ て 半径方向応力 ar お よび 円周方向応力 σθ は 主応力と な るか ら，　 Fig．1 に お い て 中心角 dα ，

半径 麓 お よ び r ＋ dr　eeよ っ て 切 り取 られ る微小扇形部分に 働 ら く力の 半径方向成分の 総和を求 め ， こ れ を 0 に

等しい とお い て 2 次以上 の 微小 量 を省略し整理 す れ ば次 の よ うな 釣合 方程式が 得 られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鰾鮮
” （σe＝ σ

・L 　 　 　 　 　 　 （、）

　 2・3　歪iの定義式

　最初 lj
。 な る長さで あ っ た 微小要素が変形 の あ る 段階 に お い て fjに な っ た とすれ ば 全歪 理 論で は こ の 状態 に

お け る歪 は 次式 で 定 義せ られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
一 鴫 ） ・帰 ・ 　 　 　 　 …

　（2 ）式は い わ ゆ る対数歪 の 定義式で あ っ て これ が 成立す る条件は また 全歪理論 が 正当性 を持 つ 条件 で もある。

以 下 で は 歪 成 分 ε
」 は 対数 歪 を表 わ し，通常 の 工 学歪成分 は ej で 表 わ す こ とに すれ ぽ 両者 の 間 に は 次 の 関係

が ある
。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ej　＝ln （1十 εj）　　（ゴ＝r ，θ，9）　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3 ）

（2 ）式を各歪 成分 に ？い て 書 き下 せ ぽ こ の 場 合次 の よ うに な る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・尸 1・（÷）　 　 　 　 　 （・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　er− ・・C銑）　 　 　 、　 （・ ＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　es − 1・C洗）　 　 　 　 　 （・・

これ らの 式 は，ま た 変形の 幾何学的考察 か ら歪増分の 積分と し て 直接導 くこ と もで きる 。

　2・4　加工 硬化を考慮 Lた 降伏条件

　本論文で は 材料 の 降伏条件 と し て von 　Mises の 条件を 用 い 次 の よ 5 に 等 価応 力 σeq お よ び 等価歪 ε eq を 定 義

す る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σeg
＝＠

2一
σ

，
σe＋diea）

1／2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　舜 吾（・r2 ・ 細 ）
1／2

弾 性歪を 無視 し た こ と に よ っ て 塑性歪は 全歪 とな り体積
一

定 の 条件 は 次 の よ うに 表 わ せ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　er十εθ十eg ＝ e

（7 ）

（8 ）

（9）

＊　全 歪 理 論 に 従が い 剛 塑 性 体 に 関す る 停留 原理を 用 い れ ば ，

方向の 歪 は 直線分布を す る こ と が 導 か れ る
5）。

こ の 場 合 梁 の 横断 面 は 平 面 の ま ま で 回 転 し 円 周
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　さて σeq と eea との間に は単軸引張試験に お け る真応力 と塑性歪 の関係に等しい関数関係が 成 り立 つ もの と

考 え こ れ を 近似的に 次式で 表わ す 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 σ
、q

＝ σ
、＋λε

、qM 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （10）

但 し ae は 材料 の 初期降伏値 を，λ お よび m は 加工硬化特性を表わす材料常数 で 1≧ m ≧ 0 とす る。

　 2・5　応 カー歪 閥係式

　全歪理 論で は 塑性歪と偏差応力 との 間 に 1対 1の対応関係がある と考え る 。 こ の 関係を通常の 主応 力 ， 主歪成

分を用 い て 衷わ せ ぱ 次 の よ うに な る 。

　　　　　　　　　　　　　　  ｛  、。1  一

．（

ε9

σ r十σe）
一 去屠 　 　 　 ・…

（U ）式 に は 体積
一

定 の 条件 が 暗に 含 まれ て い る 。

　 2・6　基礎方程式

　 （6 ）式を用 い て （1 ）式か ら w を 消去 し ，得られ た 関係式か ら次 に （4 ），（11）式を 用い て ε1 を 消玄すれ ば 次

の よ うな基礎方程式が得 られ る 。

　　　　　　　　　　　　　籌 撃 ・引 繕 ・帰 ）｝　 　 　 （・2）

く12）式を降伏条件（7）式と連立 させ て解くこ とがさ しあた っ て の 聞題で ある 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　基礎方程式の 解法

　 3・i　基礎微分方程式

　 こ こ で 以 下 の 解析 に 便 な る如く次の よ うな 無次元化 を 行な う。

　　　　　　　　　　　÷
一 ・ 咢

一 ・ 讒一π 」

語
一ie

・ ÷ − X

と お けぽ降伏条件（7 ）式，応力歪関係式（11）お よび 基礎方程式（12）は 次 の よ うに 書き改 め られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 aeq ＝（R2 − RO 十  2
）
112

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 er 　　　　 εe　　　　　 εe 　　　　 ε eq

　　　　　　　　　　　　　　 2R 一  　　2   一R 　・一（R 十 6レ）　　2Ueq

　　　　　　　　　　　　　　農一 

蚕
R

・ 嘘 ，鴇
よ く知 られ て い る如くθを パ ラ メ

ー
タ
ー

とし て

　　　　　　　　　　　　　　　　・ 一 浄 ・
S・・ θ一

÷

　　　　　　　　　　　　　　　　・一瀞 ・
s・・ θ＋ ÷

と おけば降伏条件（14）式は恒等的に満足され る 。 さ らに 又

　　　　　　　　　　　　　　　　　O ＋ R　・　20
，q
・sin　e

等 々 の 関係 が 成立す る 。 （15）式 と（18）式 の 最初 の 関係を用い れば

．とな り（10）式 と（19）式に よ っ て ， 無次元化した 等価応力 σ
¢q は 次の よ うに 表わ され る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　 aeq ・＝ 1＋ λ
一
　　　 π

：kee 係を代入 して 若干 の 整理 を行えば，結局 θ と X との 関係 を 表わ す次 の 微分方程 式 が得ウれ る 。

　　　　　　　｛　 ・1・・｝

　　　　　　　臨 ｝
晒 ゜S

劉
・・
− 1・ （十）− e・ q

’c・s（・一一
影）

　　　　｛… （ ）1
一

（13）

（14）

（15）

（16）

（17丿

（18）

（19）

（20）

そ こ で （16）式に ま ず（18）式の 関係を代入 し ， さ らに （17）の 第 1 式お よび （20）式を X に 関 し て微分 し て 得られ
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　 　 　 　 　 　 dθ

　　　　　　
dズ

x ・［・・s2（θ一詈睡 詈耀 告）｝｛
争     （θ

一
晉）｝］

　　　　　　　　　　　　　殊．。δ≒ザ
　　　　　　

た だ し  

葺
儲導

定め られ る 。 すなわち（17）式に よ っ て境界条件は 次 の よ うに な る 。

　　　　　　　　　　　　壕：鵬 ；；：：訓
・≦詈備 足す・ ・ うに 獸 れ ・・

　3・2　ヨP力nコ匚硬イヒ材

　加 工硬化 は ない もの と し（20）式に て λ　＝e と お けば （21）式は 次 の よ うに簡単に な る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　亨

　　　　　　　　　　　　　、。 　 　 ・・s （・
一
÷）

穿一
  … （・一÷）

（21）

（21）式を 解 くに 当っ て 必 要な 境界条件 は梁 の 内，外面 r ・＝a お よび r ・ b に お い て Vr ＝0 とな る べ ぎ こ とか ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（22）

（・2）式 ・ R ，
・e ・ 鰐 ・齢 耀 式・考慮す孀 全 領 域 ・ ・ ≦ ・で 鮒 れ ・ な ・ず従 ・ て ・・ 変域・ 一暑・ ≦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

　　　　　　　　　　　　緬 舟 響細
・擁紺矯 嘱・ 一 一 一 一 一 … ・ ・

に な る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　ピ豆

　　　　　　　　　　　　　　　c。s （，≒）
”” X 一

呻
一
詈）＝c

　 　
（24）

た だ し C は積分常数で 境界条件 は aeq＝1 とお けば （22）式 が その ま ま 成立 す る 。 従 っ て 積分常数 C は 次 の 如 く

決 まる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　争 （
−1．）一・一一亨1・  　 　

’

・…

よ っ て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　嘘12＝一’”（f ）｝　　　 （26・

な る 閖係が得 られ る 。 これ は塑性曲げ理 論で 良く知 られ て い る 関係 で あ る 。 （24）式 に （25）式を代入す れ ば

　　　　　　　　　　　　1・X −・QS（θ＿
2互

　　　 6 ）・｛ゐ… （・
一
晉）− 1・（÷）｝　 　 ・27）

とな りこ れか ら X と θ の 関係が完全 に 決まる 。
X ＝1 即 ち中立 面 の 位置 に 相当す る θ の 値 は （27）式で lnX ＝ O

N 工工
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… ば ・詈 ・ （
一・）

・ S・n
−1
｛穿1・（1）｝・n・ とな ・ e ・ 可鰍 域 … ＝1 ・ … ar ・ 連毓 ・

か ら n ＝ O お よ び n ＝ − 1 が こ れ らを 満足す る もの で あ る こ とが分 る 。 よ っ て θ の 変域 は 次式 で 与 えられ る 。

　　　　　　　　lll‡ 掌濛諺 毎）｝｝　 （28）

一般 に θ は X ＝1 に て 不 連続 とな り ae もまた こ の 点で 不連続 とな る 。 こ れは 平面応力状態に お け る Mises の

楕 Flを 考えれぽ明 らか な こ とで あ る 。 　　　　　　　　　　　　、

　3・3　線型硬化材

　線型硬化材と考え て λキ0，隅 諾1 とお けば （21）式は 次の よ うに な るO

de 　　
争 ｛寸！

詈1｝欄
颪

斡 署極 圃 纛 ）｝｛焦 鬆｛才郭
ψ 翻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）

こ の 場合 （29）式 の 解は 数値積分法 に よ っ て 求め な けれ ば な らな い 。 （29）式に て X → 1 な る 極限を 考えれ ば

　　　　　　　　　　　　　　　　　1、。 翌 ∫ 弾（・墨
　　　　　　　　　　　　　　　　　

上 → 14x

　 ・… （θ塁　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）
・・ … s（θ＿．笙一

　　　 6 ）・ ・ な… 5隻… で X − ・ ・ 対・す ・ ・ ・ ・・・… 存・す ・ ・

・た （22）式・ よ・ぽ X ・r ÷ お ・び ・ − 1 に て … （・一号）一 ・
，

・・s（・一晉）＝ 　 ・ ・ で あ ・か ・
− N ・c

（21）式は 両度界面 に お い て 次 の よ うに な る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　農一撃 　　　　　　　　　（・・）

こ れを 積分 し て （22）式 の 境界条件を 満足す る よ うに積分常数 を 決定すれば

　　　　　　　　　　　　　　X − ÷ に て ・一   1・（aノρ）
一訓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （31）

　　　　　　　　　　　　　　・ − 1一に て ・− 1争・備 ・詈
と な る D （31）式は （21）式 の 両境界面近鰐 に お け る第一近似解で あるo

　 （29）式 の 数値積分は Milne の 方法
6） に よ っ た が こ の 方法で は境界値の ほ か に X に 関 して 等間隔に 配 置 され た

3 っ の 出発値 を 必要とす る 。 こ れ は （31）式を 第
一

近似解と して Picard の 反復代入法を用 い れば，い くら で も正

融 値韜 易畩 定す 欝 で ・ … て
一

つ ・ 境界呼 一一
・

θ一一
暮・）・上 述 ・ 方法 ・ 定 ・ ・ ・…

発値を用 い て Mi］ne の 方法 に よ り積分 を 進行す れ ば，こ の 場合に は す で に 説明 し た 如 く x ＝1 に 対応 し て あ る θ

．
の 有限確定値 θ， を 数値的に求め る こ と がで き る 。 し か し こ の 点で θ は不 連続 とな る の で X ・・1 に お い て 新 し

い 境界値 θe を 決定しな けれ ばな らな い 。 即 ち θ の 可 能 な 変域内に お い て X ＝1 に お け る σr の 連続条件 sin

（峠 ）一・i・（e・
一
詈）・齪 す … な ・・ 敏 定 ・ （X − 1，・一・・）を改め て 境界齔 ・て積分 ・進行・…

　 　 　 π 　　 　　 　 　　 　 　　b　 　　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　　 　 　 b
≦ θ≦

ず
・対応 して 1≦ x ≦

万
と な る よ うf・一プiの x 磯 界値 x − 7 を 求 め る事が で きる ・ こ の よ うに して

　 　 　 　 a 　 　 　 　 b
求 め た

万
お よび

万
は ，後 に 述べ る数値計算の 結果に よ っ て 明 ら か に な る こ とで あ るが 常 に 数値計 算 の 誤 差 の

範囲内で （26）式の 関係 を満足 して い る こ と が 知られ た 。 従 っ て 実際の 計算を 行な う場合 に は ある与え られ た変形

状吟 対 し て （26）式 ・ ・号・ 定 ・ （・弓 ・一一一9・〉・ ・び （・ 弓 ・一詈）をそれ 獺 界値 ・・ て
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積分計算を行なえば良い の で ある 。

　 3・4　指数硬イヒ材

　 こ の 場 合 は 1 ＞ m ＞ 0，Aキ 0 で あ っ て （21）式を そ の ま ま数値積分す る必要があ る 。 しか し（21）式で X → 1 と

・ … 極限・考… 鷄繋一 描 ・一・蹴 ・ ・囎 ・不定 ・孀 ・ れ 1・指鞭 化材 ・みなす

と eeq→0 な る極限 に お い て 加工 硬 化曲線の 切線係数が じ 。 に な る とい う特異性に もとつ くこ とで あ る 。 し か し こ

の 場合に も（26）式の 関係が成立する もの として 3・3で 述べ た数値積分 の 手法をその まま用 い ，X ＝・1 に 十分近 い

所で計算を止 め れば実際問題 と し て 解 を 得 る妨 げ に は な らな い 。 即 ち 指数硬 化材 で et　X ＝1 に 限 りな く近づ くに

っ れ て θ，従 っ て ar は不定 とな る の で あ るが X ・・1 の 極め て 近傍を除外して X 〜θ の 関係を求 め これ か ら ar

を計算 し て 得 られ た値を結ぶ 曲線を X ＝ 1 まで 極 く僅か 延長すれば X ＝1 に お け る ar の 値は事実上
一

致する。

従 っ て 実際問題 とし て は 加 工 硬 化 の 特性い か ん に か か わ らず（26）式 の 関係は
一

般的に 成立 つ もの と考え て 良い の

で あ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　曲げに よる変形の 解析

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r
前節に お い て 応力状態を規定す るパ ラ メ 門タ P θ と変形後 の 場所を規定す る変数．X ＝＝

万
との 関係は 基礎徴分方

程式（21）を解い て 求め られ ，非加工 硬化材に つ い て は 解析的に 導 か れ る 関係（26）式 が 他 の 硬化特性を有す る材料

に 対 して も
一般的に適用 され る こ とを明らか に した 。 （26）式 は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷ 一 （・ ＋
一
毳う

一1t！

　　　　　　　 （32）

と書くこ と がで きるか ら以後の 解析で は変形状態を 規定す る変数 と して変形後の 梁高 t と内面 の 曲率半径 a との

比 t！a を用 い る 。
tfa を 与えれば（32）式よ り直ち に alρ が定ま るか ら前述の 如く x と θの 関係が全領域 に対し

て 決定され，従 っ て （20）式よ り任意の 点 X に 対する σ eq の 値が定ま り， （17）式 よ り無次元化 され た 応力，　 R ，0

の 値 が定ま る 。 応カー歪関係式 （15）を （18），（19）式を使 っ て 書 き改 め れば

　　　　　　　　　　　　　一
εr　　　　　　εe　　　　 一

εg　　　　　　 InX

　　　　　　　　　　　
”

1
’

．

’

（・＋詈厂c・ s（・壽戸
θ 守

一 （・
一笥　 　

（33）

とな りこ れ に よ っ て 任意 の 点 X に お け る歪成分 の 値 がす べ て 求め られ る 。 通常 の 工 学 歪 に 換 算す る に は （3 ）式

の 関係を使 えぽ 良い 。

　変形後の 梁高 t は 未知 で ある が こ れ は 次 の よ うに して 求め られ る。 変形前の 梁の 単位長 さ当りの 体積を Vo と

す れ ば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vo＝ Woto　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）

である 。 また変形後 の それ を γ とすれ ば

　　　　　　　　　　　　　　　・イ
リ

・ ・  ・・ 一
・か ・（÷）dr 　 　 　 （・35）

で あ る 。 体積 不変の 仮定に よ っ て γ ・＝ 　Vo で あ り，（9 ）式 の 関係を使えば

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 b　　　　　　　　　　　　　　　　 b

　　　　　　　　　　　　　　　砦一心 一 イ1− 　 　 　 ・361

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ρ　　　　　　　　　　　　　　　　 P

とな る 。 さ らに （36）式を （32）式 を 用い て 変形すれば

　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　 t！a

　　　　　　　　　　　　　　　　
ら

・・＋ 砌 嵯 f− 　 　 　 ・…

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ρ

とな りこ れ に よ っ て任意 の 変形状態 吻 に 対 して 梁高 tを計算す る こ と が で きる 。

　 曲げ モ ーメ ン トは 次式で 与えられ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　M − ∬岬 ・・ … ・か ・・… dr 　 　 　 　 ・…

実際の 計算に 便利 な よ うに （38）式 を 無次元 化す れば
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 淫 ＝ゑ

　　　　　　　　　　　　義
一 （

一is．）
2

（
一
？
一
）
2

（・＋
一
盞
一
）姶

・一

　 　・39・

と な る 。 （36），（37），（39）式 の 右辺 の 計算 は 図式積分 また は数値積分 に よ らね ば な らな い 。以 下 に 述 べ る数 値計

算で は Simpson の 方法 に よ っ た 。 な お こ こで は モ ーメ ン トの み を考えて い る か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F −∬岬 ・ 一・ 　 　 　 　 　 （・・）

とな るべ き事は 明 らか で （40）式 は 数値計算結果 の check に 用 い られ る 。

5　数値計算結果とそ の 考察

5−t　材料常数の 決定

基礎微分方程式の 積分 を行な うた め に は 加工 硬 化特性を表わ す材料常数 ％，λ，狒 等の 値を決定す る 必 要 が あ

る 。 方程式 の 解 に 直接関係す るの は m と λ掌 一
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ae

の 二 つ で あ る。 Fig．2 は 通常 の 構造用圧延鋼板

（板厚 15mm ） よ り試料 を 切 り出 し 920℃ で
一

時

閻焼鈍 せ る後 ， 直径約 10　mm
， 平行部の 長 さ約

50mm の 丸棒試験片 に 仕上 げ引張試験を 行 な っ て

真応力と塑性歪 の 関係を求 め た もの で ある 。 図中

の 実線は 指 数硬 化材 とみ な し て m ・・O．43
，

λ＝

6ユ．6kglmm2 ，　 ae＝19．okg ！mm2 と した 場合，鎖

線は線型硬 化材と み な し て m ＝ 1
，

λ＝ 61．6kg！m

m2 ，　 ae ＝ 34．9kg ！mm2 と し た揚合 の 加 工 硬化 曲

線を 示 して い る。 指数硬化材 とみ な し こ の よ うな

耕料常数値を採れば塑性歪 の 小さい 範囲 を除い て

＿　 λ

　 　

丁則 旦E　

σ

　 　 　 　 　 　 　 TR 区邑 PLAS了IC ε丁RA」N ε

Fig ．2　Strain−Hardening　Characteristics

　　　 （0．2％ CMild 　Steel　Tensile　Test）

比較的良く実験結果を 近似し得る こ とが分 る 。 以下 の 計算で は こ れらの 値 を 使用 した 。

　5・2 指数硬化材 とみ な した 場合

　aeq と ε
eq の 間に 単純引張試験で 示され た よ うな指数硬化関係 が 成 り立 つ もの と して 計算した結果に つ い て 述

ぺ る。 数値計算は t1σ・＝o．1
，
0．3；o．5 お よび Le の 4 つ の 場合 に つ い て 行な っ た 。　 Fi9、3 は 円周方向の 工 学

辛

30似

　 al

Eli　
ai

　 O

■o．iLO

．1

・σ3

　 　 o　　　　　　　　　　　 a5 　　　　　　　　　　　 1・o
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 γ

卩
¢

Fig．3　Distributien　of 　Circumferential　St・

　 　 　 rain 　 on 　 Bent 　 Cross　 Section

on

at

εrψ＆。

一a）

　 　 切
　 　 　 O　 　　 　　 　　 　　 　　 a5 　　 　　 　　 　　 　　 　 t・O

　　　　　　　　　　　苧
Fig．4　Distribution　 of 　Radial ＆ Lateral　Strain
　 　 　 on 　Bent　 Cross　 Section．

一
、、」黜覧、’・彪・
、　　　　、、、　見　　、
『、≧・こもマ「噛，，1噂

、　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　、

　　　■
　　　島一一一運 r

　　　　こ
『幽一一丶．『『、　　　　　　　　　　　、曁　　　　　　　　　　　　　「驢、　　　　　　　　　　　　
辱、　、 、、　　、　　　　　　　　　　　　　　「　h　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1

　 　 　
、、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

1、「1　　　　　、　　　　　　、　　　　　　　、
　　　　　　　

、丶、　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　、、　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　、、魑「、

歪 奪θ の，Fig．4 は半径方向お よび 幅方向 の 工 学歪 Er，　et の 横断上 の 分布を示 し た もの で 横軸に 変形後 の 横断 面
　 　 　 　 　 　 　 　 　 r− a

上 の 位置を示す変数　t　を と っ て い る。 真歪で 考えれぽ 内，外面 r ＝a お よ び r ＝b に お け る εθ は 絶対値等

し く符号反 対 で εr，　Sg の 値は 対応す る 点 の εθ の 符号を 逆 に した もの の 112 に 等 しい 。 これ は （26）お よび （33）式
よ り明 らか な こ と で あ る 。

Er と Ez の 分布の 相違は変形 の 増大 と共 に 著 し く な る 。
　 Fig・5 お よび Fig ．6 は  
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Fig，5　Distribution　 of 　Non −dimensionalized

　 　 　C玉rcumferential 　 Stress　on 　Bent　 Cross
　 　 　Section．

0go

．2

爆

鯔
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重
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Fig，6　Distribution　 of 　Non −dimensionalized
　　　Radial　Stress　 on 　Bent 　Cross　Section，

お よ び R の 横断面上 の 分布 を 図 示 し た もの で ある 。

Fig．5 に よれば 曲げの 進行に 伴 っ て 中立面の 近傍で は 除

荷を生ずる こ とが明らか で ，従 っ て こ の 近傍 で は応力比

が複雑 に 変わ り全歪理論 の 仮定が 厳 密 に は 成 り立 た な く

な る こ とが 分 る 。 しか し中立面の 移動量 は 比較的少な い

の で ， この 近傍 に お け る解は その 妥当性を欠 くとし て も

全体の 応力分布に 及ぼす影響は さ ほ ど大 きくは ない と考

え て良い で あ ろ う。

　Fig・7 は 半径 方向の 歪分布を積分 して 求 め た 梁 高の

変化率 鞭 … g… 中輌 ・ 位鴫   ・ず

れ も横軸に 曲率 to／a を と っ て 表わ した もの で あ る 。 こ

光一
jE；
’

　　　　　　　　　　A

Fig．7　Height 　Change 　during　Bending

f−aへ
　 ぱ

丸

0 aZ

　　
Ofke ’ q81 ρ

Fig．8　Change　in　Position　of　Neutral　Axis

　　　dur量ng 　Bending．

れ ら の 図か ら曲げ の 進行に 伴 っ て 梁高は 僅 か で は あ るけ れ ど も次 第 に 滅少 し ， 最初中央面に あ っ た中立面 は 次第

に 内方に 移動す る こ と が知 られ る 。

　Fig．9 は 無次元化 した曲げ モ ーメ ン ト と 曲率

の 関係を 示すも の で 図の 実線は 指数硬化材と して

計算 した 結果 で ある 。 参考 まで に 非硬化材 と し て

計算 した 結果 が 点線 で 記入 して あ る。 い ず れ の 場

合 に も teta＝0 に 対して良く知 られ て い る よ うに

・
煮 一 ゐ・… 指飆 匕材・ ・変形 ・ 硼

に お け る 曲げ モ ーメ ン トの 増加が著しい が ，
tora

の 値が ほ ぼ 1の 程度 に達すれば曲げモ ーメ ン トは

ほ ぼ一定とな り，さ らに 変形が大 となれ ば漸次減

少 して 最大値 を 有す る点 の あ る こ とが 考 え ら れ

　 　　 憾

　団
o ◎

礁

舩

0

に 一一卩
E×卩日ε糊 革 瀕 嘸 剛 賄

　 楠o　　　　　 ∂

o　　　　　　　　　　 α5 島 1ρ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

Fig．9　Relation　between 　Bending 　 Moment 　and

　　　Curvature．

る 。 もちろん こ の 曲線 の 形状 は 加工硬化特性の い か ん に よ っ て当然異な り得る もの で ある 。 非硬化材で は 曲げ の

進行 に 伴 っ て 曲げ モ ーメ ン トは一
様 に 減少 し常 に 不安定平衡状態 に あ る こ と が 分 る 。 こ れ は 曲げ の 進行 に 伴 っ て

梁高 が減少す る 事 に よ る も の で あ る 。

　5・3 加工 硬 化 特性 の 影 響
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Fig．10　Effect　of　Strain−Hardening　Characteristic　on θ〜X 　Re1ation．　 t／a ＝O．5

Fig．11　Effect　of 　Strain−Hardening 　Characteristic
　　　 on　Strain　Distribution　t／a ＝O．5

　加 工 硬化 の 特性 い か ん が応 力 や 歪分布 に 及ぼ す

影響 は （21）式 の 解 で あ る θ と X の 関係に よ っ て

決まる こ とで あ る。 そ こで この 影響を 調 べ る た め

に
一

例 と して t！a ＝O．5 の 場合に つ い て 非硬 化 材

線型硬化材 ， お よ び指数硬化材 とみ な した場合 の

計算を行な い ，そ の 結 果を Fig．10 に 示 した 。

Milne の 方法 に よ る積分 の きざ み Vt　dX ＝ 　O・　02 と

し た が X ＝1 の 近傍 で は さ らに細か くす る 必要が

あ り，こ の よ うな場合 に は Runge −Kutta 法を 併

用 した 。 図か ら 明ら か な如く θ と X の 関係 は X
　 α　　　　　　 b
＝
7 お よび X ＝

i の 近傍で は三 者共 e2　V9
’
同
一

で あ

るが ，
X ＝1 に 近づ くに つ れ て そ の 相違が 大とな

り指数硬化材で は 既 に 説 明 した 如 く X→1 な る に

つ れ て θは 不定 とな る 。 また 前述 の 境界面 近傍 に

お け る近似解（31）式 を 図示すれ ば Fig ．10 の 非硬

化材の 場合 の 曲線 （図中点線）とほ ぼ完全 に一
致

す … れ は （・・脚 ・ て ・一晋《 ・ と考 え れ ば

（31）式 の 関係が 導 か れ る こ と か らも当然予測 され

得 る こ とで あ る 。
Fig ・11 は Fig ・10 の 関係を 用

い て 歪分布 を 計算 し図示 した もの で あ る 。 こ こ で

は 縦軸 に X を，横軸に 工 学歪 を と っ て 指数硬化

材 に 対す る 結果を 実線 で ，線型 硬 化材 お よび 非硬

化材 に 対す る値を それ ぞれ × 印お よ び ○印で 記入

し た が X ＝1 の 近傍を除けぽ三 者の 値は ほ とん ど

同
一

で 図上 で は そ の 相違 を 判別 し 難 い 程 度 で あ
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る 。 これ は
一定の 変形状態を考え れば円周方向歪 の 分布は加工 硬化特性に 無関係に 決 まり，こ の 事実 の ため tlc　ee

とθの 値か ら定 ま る i。 ，乾 の 分布 の 相違は 非常 に 小 さ くな る こ とを 示 し て い る。
これ か ら加 工 硬化特性の い か ん

が歪分布に 及ぼす影響は 極 め て 小さく事実上無視 で きる程度で ある と結論す る事がで き よ う。 しか し当然予測 さ

れ る事で は あ る が こ れ が 応力分布に 及ぼす影響 は 可 な り著しい 。
Fig・12 は こ の 場合の 応力分布を計算 し比較し

た もの で あ る 。 円周方向 の 無次元化応力  の分布形状 は そ れぞれ の 場合 の 加工硬化曲繍 こ ほ ぼ近い もの とな る 。

な お 5−1 で 求め た 材料常数値を用 い ，指数硬化材と線型硬化材に つ い て実際の 応力値を比較すれば応力 の 高い 点

で は両者は ほ ぼ同一の 値とな る。 従 っ て 線型硬化材 とみ な し て も こ の よ うな 点 で は 可 な り良 い 近似 が 得 られ る こ

とが分る 。 非硬化材 の 応力分布は従来良く知 られ て い る もの と
1・s）ほ ぼ同

一
の 傾向を示 して い る 。

R

輔

鮒

つ 3
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Fig．！2　Effect　of 　Strain−Hardening 　Characteristic　on　Non −dimensionalized　Stress

　　　 Distribution．　 t／a ＝O．5

6　近 　　似　　解　　法

　前節で 明らか に した如く歪分布あ る い は 断面形状 の 変化 を 求 め るた め に は 非硬化材 と仮定 し て も可な り良い 近

似 が得られ る の で あっ て，か か る場合 セこ は基礎微分方程式の 解析的 な解が 得られ て い る の で 計算 は 非常 に簡単に

な る 。 しか し応力分布 若 し くは曲げモ ーメ ン F を求 め よ うとすれ ば 材料 の 加工 硬化特準を で きる だ け忠実に 考

慮す る必要があ りこ の た め に は相当面倒な数値計算を必要 とす る 。 そ こ で 本節で は材料の 加工 硬化特性を考慮に

入れ て しか も数値計算 の 過程 を省略で きる近似解法を考え る こ とに す る 。 前節で また 基礎微分方程式 の 第
一

近似

解 である （31）式 の 関係が有用である こ とを述 べ た 。 こ れに よれば X ・ ・ 1 の 近傍 で は θ と X の 関係 は 基礎微分方

程式 を 数値的 に 解い た もの と可な り異な っ た もの とな るけれ ど も， もと もとこ の 近傍 で は 厳密な数値解法 に よ る

もの とい え ども若 干 の 矛 盾 が 生 じて 来 るの で あ っ て ，歪 お よび応力の 最大値 は 内外面に 生ずる こ とを考えれ ぽ こ

の 点で 境界条件を満足 し て い る（31）式の 関係を用 い て 計算を進め る こ とに よ っ て ほ ぼ妥当な結果 が 得られ るで あ

ろ うこ とは 容 易 に 想像 され る 。

　そ こ で

　　　　　　　　　　　　　ll建瓢 鐸1二灘：｝　　  

とお けば こ れ と （31）式を 用 い て 次の よ うな関係が得 られ る ウ

　　　　　　　　　　　　　　　　：翻二蠶　1
N 工工

一Eleotronio 　Library 　



The Society of Naval Architects of Japan

NII-Electronic Library Service

The 　Sooiety 　of 　Naval 　Arohiteots 　of 　Japan

薄い 帯板

’
の 面 内 塑性曲 げ に つ い て

　　　　　　　　　　　　　　　… （θ＋晉）一 ・ （去… Z4 鵬 ・）

　　　　　　　　　　　　　　　… （θ＋号）一土（去・・s・」 爭・in・）

　　　　　　　　　　　　　　　・… 一土（∠豆，inZ＋
1

。。

　2　　　　 2 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 b　　 　　　　 　　　 　　 a

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ρ　 　 　　 　　 　　 　　 　 　 P

目の 関係を用 い れ ば εeq は次の よ うに書 くこ とが で きる 。

　　　　　　　　　　　　・ ・
一燈 ・ だ ・ f−9＞［1・（÷）「

よ っ て

、 　 　 ら 一・＋・（we6，

X
．

i
）
m

とな る 。

　　　　　　　　　　　　　R 吐 ゐ｛・＋7（
1i
鬯

　　　　　　　　　　　　　＠吐 六｛・＋7（
」器 　　　
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（42）

た だ し （42）式の 複号は 1≦ X≦
一に対して 十 ，

1≧ X ≧
一に対して一

を採 る もの とす る 。 （33）式 と（42）式 の 2番

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝ 1n（÷）　　　　 （43）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（44）

（44）式を（17）式に代入 し（42）式の 関係 を使え ば応力成分は一括し て 次の よ うに 表わ せ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll憶 ＿ ｝　　 働

teだ し（45）式の 複号は （42）式の 規約に 従う。 歪成分は （33）式に （42）式の 関係 を代入 すれ ぽ 次の よ うに 表わ せ る e

　　　　　　　　　　　　　　　　 εe
＝・1nX

　　　　　　　　　　　　　　　　・
・
一一圭（1− 〆喜t・nZ ）・1・x

　　　　　　　　　　　　　　　　・
・　一・　

一
去（1＋v5tmZ ）・1・ X

よ っ て （36）．（37）式よ り次の よ 5な関係が得られ る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 り

　　　　　　　　　　　　　　智一 な ｛1
『

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 t　　 　　 t／a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 to　
　
　　（1一トtla）1／2，（ら1ρ）

　　　　　　　　　　　　　　　　÷一÷｛（÷）
S！2

そ÷）り
曲げ モ ーメ ン トは （39）式 に 以上 の 結果を代入 し て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 b

　　　　　　煮 一
ゾ÷（÷ア！窪 ［ ｛1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ρ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛・＋7（
li
豐

・xp … （・
一
ゾ ・ t・nZ ）・1・ ・｝・・

（46）

（47）

（48）

変形が 小 さ く従 っ て ltanZ｝《1とみ な せ ば（47＞式は さ らに簡単化せ られ既に 知 られ て い る次 の よ うな関係
7）を得 る 。

（・ ） ・ x 叶
一

（1＋〆 ・tmZ ）・1・ ・｝｝

　　　　　　　　　）
m

｝（… ＋ゾ 9 ・・sz ）x・X
．

（49）

（50）

と表わ され る。 （50）式 の 複号も（42）式の 規約に 従 う。 変形が小さ ければ断面の 変形は無視され ar も小 さい と考

え られ るか ら単純理論 の 仮定がその ま ま成 り立つ もの とす る と曲げモ ーメ ン トは
．
次式で与え られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　勉 岬
・

瓜齠

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 te

・ 関係を 用 ・ ・ （・・）式 ・ 齢 絎 ・ ・ 冲 立面・ 中央面 ・
一
致す ・ ・ と・考… 慘

一
一

、 （fitflF）＋1
用い る と

　　　　　　　　　　　　　　　　 M 　　　l　　 　　　 T

　　　　　　　　　　　　　　　轍 「
■

＋

互（・＋m ）

’

（雫・ ・）
m

（51）

た だ し εo は 最外周 の 歪 を表わ し こ の 場合 eo＝
一
万

で あ り，　a は 中央 面 の 上下で σ冨土 （σe 十λlelm）で ある 。 こ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　なる 関係を

（52）
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Fig。13　Comparison 　of　Exact　and 　Approximate　Soluti6ns　for　Non −

　　　 d量mensionalized 　Stress　Distribution．　 t／a　 ：O、5

ち
τ

Fig．14　Relation　between 　Bending 　Moment 　and 　Curvature．　 Comparison　of
　　　 Results　 of 　Various　Theoi ・ies　and 　Experiments 、

とな る 。

　Fig．13 は 以上 で 述べ た近似解法 に よ
』
る応力分布 の 計算結果を t！a ＝＝ O・5 の 場合に つ い て 図示 した もの で ，図

中 の 実線は 厳密解を点線 は 近似解を 示 して い る。 予期 せ る如 く両者 lt　XF1 の 近傍 を 除外すれ ば ほ ぼ良好 な一
致

を 示 し て い る 。 歪分布が 十分な 近似度を有す る こ と は 近似解 を 導い た 過程を 考えれ ば 言及する 必要は ない 。
Fig．

14 は 近似解法に よ る 曲げモ ーメ ン トと曲率 の 関係を厳密解と比較した もの で ，鎖線 は （50）式点線は （52）式 に ょ

る もの である。 近似解法に よ る結果は 曲率が 小 さい 間は 厳密解とほ とん ど一致す る が変形 が 進む に つ れ て そ の 相

違は 次第 に 大き くな り図 の 範囲内で は最大約 10％ 程度大な る値を示す 。 単純理 論 に よ る値は 曲率が小さ い 範囲

で や や 大 きな曲げモ ーメ ン トを 与え る が 図の 範囲内
．
で は 大差 の な い 結果が 得 られ る こ とが 分 る 。

7　軟鋼帯板の面 内純 曲げ試験

　以上 の 解析の 妥当性を 検討 す るた め に は 実験結果 と の 比較考察が 必要となるが ， こ の よ うな 目的に 対 して 有用

な実験結果 は こ れ まで ほ とん ど得 られ て い な い 。
こ れ は 軸力を伴わ ぬ 状態で 大きな 曲げ変形を与え る こ とが 普通
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の 試験 装 置 で は 困難 で あ る こ と，薄い 帯板 を その 面内に 塑性的に 曲げ よ う とす れ ば 圧 縮側 に 局部座屈 ， 引張側 に

局部収縮等を生じ易ぐ一様に大きな変形を与えるこ とが か な り困難で あ る こ と，塑性歪 の 正確な測定が か な り難

しい こ とな どの 理由に よ る もの と思わ れ る 。 そ こ で 以上 の 点を考慮 し て 行な っ た 実験 の 概略に つ い て 簡単 に説 開

す る 。

Fig，15　Bending 　Apparatus 　 used 　for　Testing ，

　曲げ試験装置の 概略は Fig．15 に 示す如きもの で あ っ て 試験片は そ の 両端をそれぞれ 2 つ の 滑車を 内臓 す る

試験片支持装置 に ボ ル トを 介 して 結合され，こ の 滑車に は 図に 示 す如 く S字型 に ワ イ ヤ
ーV 一プが か け られ て い

る 。 手動ジ ャ ッ キ に よ っ て ワ イ ヤ ーに は張力が加 k られ ， こ れ に よっ て 試験片の 両端 に は 常に 曲げ モ ーメ ン トの

み ヵミ加わ る 。 張力は 電気抵抗線式張力計 に よ っ て 1〕・5％ 以下の 誤差 で 測定 され，モ ーメ ン トァ
ーム も試験片 の 形

状が決まれ ば種々 の 異な っ た 変形状態 に 対応 し て あらか じめ 十分正 確に 求 め られ るか ら， こ の よ うな方法 に よ る

モ ーメ v トの 測定誤差は 最大 1 ％ 以下で あ る と考えられ る 。 曲率は 1／IOOO　mm ま で 直読で きる ダイ ヤ ル ゲージ

を利用 した簡単な曲率計 に よ っ て 測定した 。 求 め得る最小曲率は ほ et
’
　IO”s（mm

“1
）で あ る 。 装置 は 常に 試験片 の

面内に の み 外力 が 加わ る よ うに 試験 の 都度調整された の は もち ろ ん である が，さ らに 面外の 不 測な変形を抑制す

るた め に試験片支持装置を両面か ら厚 さ 15mm の 鋼板で は さみ そ の 間に 十分な 量 の グ リー一ス を充嗔 した 。 従 っ て

試験片支持装置は 両拘束板の 間を自由 に 移動す る こ と がで きて こ の 間の 摩擦は ほ と ん ど聞題 に な ら な い 。 試験片

は材質，焼鈍条件共に先に 引張試験を行な っ た もの と全 く同一で 平行部断面 は 約 50 × 10mm
， 平行部の 長 さは約

100mm で あり，平行部の 断面寸法 は 特に
一

様とな る よ うに 注意して仕上げた 。 実験の 再現性と異なっ た変形状態、

に 対す る測定を 行な うた め 以上 の 如 き試験片を 5 枚作製した 。 歪の 計測は電気抵抗線歪計 （共和電業製 LE−1 ゲ

ージ 長 18mm ）と Photo−grid 法を併用 した 。 歪計は 主 として 歪 の 小さい 所で の 測定と Phote−9rid 法に よ る歪
．

測定の check の た め に 用 い られ た 。
　 Photo−grid の 格子間隔 は 1mm で 変形後に こ の 間隔 の 変化を 1／1000　mm

まで 測定 して Ee，　er を 求め た 。 板厚方向の 平均歪 E｝は 1／1000　mm ま で 測定 で き るポ イ ン ト マ イ ク ロ メ ータ

ー・で試験前後の 板厚を 測定し求 め た もの で ある 。 な お 予備試験 に よ っ て Spring −back の た め の 曲率変化 は 除荷

直前 の モ ーメ ン トま で弾性的 に 負荷した と考 えた 場合得 られ る もの とほ ぼ同等とみ な して も 差 し支え な い こ とhS

知られたの で ，以後に 記す曲率は す べ て 全曲率か ら以上 の 如 くして 求め た弾性曲率を差 し引い た 残留曲率で ある Q，

8　実験結 果 とそ の 考察

　 こ こ で 述 ぺ る もの は 予備試験を除 くほ ぼ同
一

形状 ， 寸法 の 4 枚の 試験片に 竝す る実験結果 であっ て便宜上 これ．

等を Test　No・1〜4 と呼ぶ こ とに す る 。　No ・1 は tola　・・　O・　123 お よび 0・225 の 状態 に お い て 2 回 完 全 に 除荷
．

せ る後再 負荷を 行 な っ た が ，他の 試験片は い ずれ も除荷を 含 ま な い 単純な負荷過程 の もとに 最終変形状態 に 至 ら．

しめ た 。 ま た No・1 お よび No．3 は 最終変形状態に お い て試験片の 圧縮側に か な り明瞭な座屈状変 形 を 生 じ

た 。
Fig・14 に は No ・1 か ら NQ ．4 ま で の 試験 に よ っ て 得 られ た 曲げモ ーメ ン ト と 曲率に 関す る 実験点が 記入

され て い る。 加 工 硬 化 曲線 の 近似度や 以上述 べ た 事実を考慮すれ ば実験値は 理論曲線とか な り良く一致し比較的

再現性の あ る もの で あっ て ， 近似解法 に よ る結果 も妥当なもの とい う こ とが で ぎる 。 単純理論で は変形 の 小 さい
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Fig，16　Variation　of 　Extreme 　Circumferential
　　　 Strain　during 　Bending

場合に 過大な モ ーメ ン トを与え る こ と も図 か ら明らか で

ある。 F三g．16 は 梁 の 内外面 に お け る 円周方向歪 ee と

曲率 to！a の 関係を示 した もの で 図中 の 曲線は 理論 に よ

る もの で あ る。 図 で tofaが約 0．18 とな る状態を境 と

し て これ よ り小さ い 歪 は 電気抵抗線歪計に よ る もの，大

な る場合は Photo −grid 法に よ る もの で あ る。
　No．1 お

よび No．3 の 最終状態を 除け ば 何れ の 計測結果 も理論

値と良く
一

致 して い る 。
Fig・17 は

一
例 と して No ．4 の

最終変形状me　tola＝ 　o．　312 に お け る 各歪 成 分 の 分布を示

した もの で δe・巨r は Photo−grid の 間隔 を ，
　 ia は 板厚

を それ ぞれ 1／1000mm まで 測定 し て 求め た もの で ある。

Photo−grid 法 に よ る 計測 で は こ の 場 合最大弾性歪 の 程

度の 測定誤差は 免か れ ず， こ の こ とを考えれば 歪θ は 理

論値と良く一致した 値が得 られ て い る とい え る 。 しか し

Er と 戞 は 詳細 に 見れば，試験片の 圧縮側で は 一
応 そ

れ ぞ れ の 実験値 が理論値 に 近 い 値を示 して い る の に もか

か わ らず，引張側で は 哥 の 計測値は 醍 の 理論値に ε。

の 計測値は 葦
γ の 理 論値 に 近 い 分 布 を 示 し て お り，両歪

の 絶対値を比較 した 場合 の 大小関係 は理論と実験 とで 全

く逆の 関係を示 して い る こ と に 気付 く。 こ の よ うな傾向

は 変形 の 大 きな 場 合 に は 他 の 試験片の 測定結果 に も見 ら

れ た 。 従 っ て か か る 理論 と実験 の 相違は 本質的 に は こ こ

　　　　　 で 取 り扱 っ た 全歪理 論の 仮定 に 基 づ く問

Fig ．17　Comparison 　 of 　Measured　 and 　Theoretical　Strain
　　　 Distribution．　Test　No ．4　tola＝o．312

即

」と一 aH

Ω鴨

の

Fig ，18　Comparison 　 of 　 Measured 　 and 　 Theo ・

　　　 retical 　Height 　Change　 during 　 Bending

題 で あ る と考え られ るけれ ども，試み に

Fig．17 に 示 す変形状態 に お け る 板厚 の

変化率 W ／wo に つ い て 本理論に よ る結果と

Lippmann の 歪増分理論に よ る もの
1）とを

比較し た とこ ろ で は ，両者 は ほ と ん ど一
致

し特に い ず れ の 解が こ こ で 得 た 実験値に よ

り良く合 うとい う傾 向は 見出せ なか っ た 。

変形 の 小 さ い 状 態で は 高 と Ee の 相違 は

事実上無視 され る程度で ある。

　Fig．18　は 梁高 の 減少率と曲率 と の 関

係を示 した もの で あ っ て 本理論 に よ る解と

前述 の 歪増分 理 論 に よ る解が 記入 せ られ て

い る 。 梁高の 減少 は 実験 の 範囲内で は 極 め

て 少な く，試験片 の 表面 の 僅か な凹 凸 さ え

も測定結果 に か な り影響す る の で 計測値は 十分正確なも

の と は い い 難い が 実験値が本理論 に よ る 値 よ りも大き

くな っ て い る こ と は こ の 図 か ら 明らか で あ る 。
こ れ は

Fig ．　 17 に っ い て 述 べ た如 く ir の 計測値 の 絶対値が 理

論に よ るそれ よ りも大体 に お い て 小 とな っ て い る こ とを

考 え る な らば 凡 そ 予想 され る こ とで あ る 。 歪 増分理論 に

よれば 梁高 の 減少 は 本理 論 に よる もの よ り少な くな る よ

うで ，こ こ で 得た 実験結果 は ほ ぼ 両理 論 の 申間の 値 とな

っ て い る こ とが 分 る 。 以 上 の 事実を 要約すれ ば こ こ で 行
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な っ た実験の 範囲内で は，全歪理識 こ よる解析の 結果は か な り良く実験事実を表わ して い る とい う事が で ぎ よ う。

9　結 言

　本論文 で は薄 い 帯板を そ の 両端 に 加わ る 曲げモ
ーメ ン トの み に よ っ て 板面内 に 塑性的 に 曲げ る 問題 を 取 り 上

げ，適当な加工 硬化特性を有す る剛塑性体 と仮定 し von 　Mises の 降伏条件に よ り全歪理論を用 い て 解析 し， ま

た これ に 関する実験を行な っ て得 られた結果 の 比較考察を行な っ た 。

　理論解析に よ っ て 得た結果 の 大要 は 次 の 如 くで ある 。

　（1）　全歪理論に 従えぽ問題は 基礎微分方程式（21）を 数値的に 解くこ とに よ っ て 解決し，特に 加工 硬化を 無視

すれば解析的 な解が得られ る。

　（2）　曲げ られた状態 に お け る伸び な しの 面 と内外面 の 曲率半径 の 間に は 加工 硬化 の 特性 い か ん に か か わ らず

実質的に （26）式 の 関係が 成 り立つ
。

　（3） 加工硬化特性 の い か ん が歪あ るい は 断面形状に 及ぼす影響は 極め て 小 さ く事実上無視で きる 程 度 で あ

る 。

　（4） 応力お よび 歪の 分布を直接的に 求 め る近似解法を導き ， その 結果 は中立面の 近傍を除けばほ ぼ妥当な も

の で ある こ とを明らか に した 。

　 また 上述の 解析結果を実験事実と比較して 次 の よ うな こ と を 明 らか に し た 。

　 （5 ）　曲げモ ーメ
’
ン トと曲率 の 間に は 両者に つ い て 比較的良好な

一
致 が 見 られた 。

　（6 ） 円周方向歪 の 分布，お よびそ の 最外周 に お ける値と曲率と の関係に つ い て は実験値は 理論解析の結果と

良 く
一致す る e

　（7 ） 半径方向歪 お よび 幅方向歪 の 分布 に 関 して は変形が 大きくな るに つ れ て 理論値と実験値との 間 の 相違 が

著 し くな る傾向がある 。 しか し こ こ で 行な っ た 実験 の 範囲内で は か か る矛盾が あ る と し て も実用上 大 きな問題と

は ならない 程度で ある 。

　以上本論夊 で は 表題 の 問題を全歪理 論に よ っ て解析して ， 実用上 の 問題に は 十分有用な解が得 られ る こ とを明

らか に し た 。 また こ こ で は純曲げ の 場合の み を取 り扱 っ た が 以上 の 解析は 形式的 に は 軸力を併せ 有す る曲げ の 問

題 に も拡張す る こ とが で ぎ る。 しか し以上 の 結論が こ の よ うな 問題に 全歪理論を適用す る こ との 理論的妥当性を

保証す る もの で は ない こ とを特に附言 して お きた い 。

　最後 に こ の 問題 に 対 して 終姶有益 な ご討論を 頂 い た栖原二 郎教授な らび に 実験の 計画，遂行に 熱 心 に 協力 して

くれた山口喜久次君の 労 に 対 し深 く謝意を表す る。

　 な お 本研究の
一

部 は 昭和 37 年度文部省科学研究費の 援助に よ っ て行な わ れ た t とを 附記す る。
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