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エ ネ ル ギ ー 法 に よ る有孔 矩形板 の

応 力集中に 関す る研 究
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On 　the 　Application　of 　the 　Energy 　Method　to　the　Stress　Concentration

　　　　Problems 　of 　 a　Rectangular 　Plate　 with 　 a 　Circular　Hole

　　　　　　　　　　　　By 　Yoshio　Ando，漉 仰 西2γ　　　　　 Kunihiro　Iida，　 Member

　　　　　　　　　　　　　 Tadahiko 　Kawai ，ルrember　　　 Genki　Yagawa ，漉 俄 うεア

Summary

　Stress　concentration 　problems 　of　thin 　elast 三c　plates　are 　one 　of 　the　classical 　problems 　in　the　theory

of　elasticity ，　 a 豆d　s正nce 　E．　 Goursat’

s　work 　on 　the　complex 　variable 　rep アesentation 　of　stress 　func・

tions　in　plane 　 elasticity 　problems ，　much 　 work 　has　bee鳳 done 　all 　over 　the 　world
，
　 and 　Muskhelishvilli

and 　others 　have 　established 　the　unified 　theory　on 　the 　tWo （翠mensional 　clasticity 　problems 。

　Unfortunately，　however，　the　exisiting 　theoretical　solutions 　obtained 　along 　 this　lihe　are 　quite

limited　 for　 the　 practical 　 purpose 　 and 　 t臨e　 development 　 of 　the 　more 　 practical　method 　of 　 analysis

is　de丘nitely 　 anticipated ．　 One 　 of 　 the　 authors 　 believes　 that　the　 energy 　 methods 　 wiil 　 provide　 the

altemative 　procedure 　powerful 　 enough 　to　treat　the　more 　practical　 problems 　 although 　 actually 　 no

atte 職 pt　along 　this　line　has 　been　 made ．

　In　this　paper ，．the
・負rst　e 琵ort 孟s　made 　on 　the　stress 　analysis 　of　a　perforated　rectangular 　plate，

the　result 　of　which まs　found　consistent 　with 　the 　famous 　Howland ’
s　solution 　on 　the　perforated　plate

strip 　Problem 　 and 　some 　test　 results ．

1．　 ま　 え　が　 き

　二 次元応力集中 の 問題 は弾性学に お け る古典的問題 の 一つ で あ り，E ．　Goursat の 応力関数の 導入以来，世界

各国で活発な研究が行なわれ，N ．1．　 Muskhelishvilliを中心 と して壮麓な二 次元弾性論がす で に 展開され て い

る こ と は 周知 の 通 りで あ る が
，

こ の よ 5な方法で解析し得る問題 の 範囲 は 極限され て お り，工学上実際に遭遇す

る問題 の 有限板 の 解析 に は ほ と ん どそ の 応用が不 可能で あ る と言 つ て も過言 で は な い 。 そ の 簡単な一例は複連結

領域 の 応力解析 問題で ある。た と えば中央に 円孔 を有す る 矩形板の 引張 りの 問題 を従来 の 方法に よつ て 研究 し よ

うと す る と有孔矩形板 の 内部領域 を単位円 に 写像す る関数 が 陽に 求め られ な い た め 折角 の 解析的方法 も最終的 に

は 数値解法 に よつ て 近似解を求 め る よ うな こ とに な り， そ の 複雑さの た め に あ ま り見通しの 良い 結果が得 られ な

い の が 現状 で あ る 。 こ の よ うなわ けで，工 学上重要な応力集中係数の デ ータ を集積す る た め に ，こ れ に 代 わ るべ

き有力な実用解析法 の 開発 が 望 まれて い る
。

　 よ く知 られた エ ネ ル ギ ー
法 は 構造力学 の ほ とん ど あ らゆ る 分野で広く使用 さ れ，構造解析の た め の 手段 と して

．
の 量要性は疑 う余地 が な い が ，宋 だ こ の 方法を用い て応力集中問題 の 解析を試 み た 例 は 著者等 の 知 る限 りに お い

て は 皆無に 等 しい 。そ の 理 由 の
一つ は ，た と え ば 前述 の 有孔矩形板の 場合 ， 円孔周辺 の 応力集中状態を十分表現
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し得る変位関数を求め る こ とが きわめ て 困難で あ るか らで あろ う。 著者 の
一

人 は か ね て よ り，
エ ネ ル ギー法に よ

る 二 次 元 応力 場 の 解析 に つ い て 研 究 し て ぎ た が
1｝12 ），そ の 成果 を 基 に して 最近，上 述 の 問 題 を研究 し ， 有名な

Howland の 解
s） や 実験値と比較して 十分妥当性の あ る解を求め る こ と が で きた 。 すなわ ち R ．　C ．　J．　 Howland

の 示 した理論解は 中央に 円孔を有する帯板を無限遠 に おい て一様な引張 り荷重を与えた場合 の 円孔周辺 の 応力状

態 を研究 し た もの で あつ て 矩形板が 細長 く，荷重辺 の 距離の 影響が無視で きる範囲 に あ れ ば実用 上 差支え な い こ

．と は St・Venant の 原理 の 示す通 りで あ るが ， この よ うな仮定が成立 しな い 比較的 ， 幅一
長比が 1 に 近い 矩形板

の 場合に は 荷重辺境界条件の 影響が無視で きな くな る。
こ の よ うな矩形板内の 応力分布を精密に求め る

’
こ とは 従

．来 の 方法 で は 前に 述べ た よ うな理由で 不可能 に 近 く，そ の よ うな 研究報告は ほ と ん ど 見当 らな い の が 現 状で あ

る 。 しか しなが ら二 次元弾性論に よ り複連結領域 に おけ る Goursat の 応力関数 の 解析的表示は つ ね に 可能で あ

り，それ らの 式を用 い て 複連結領域 の 平板内 の 変位関数の
一般式を後で述べ る よ うに導 くこ とが で きる 。 こ の よ

うに し て有孔矩形板の 一般的変位関数が求め られれば仮想仕事 の 原理を用 い て，こ れ らの 未知係数の 満足すべ ぎ

欄 係式 と して 連立一次方程式が得 られ ，
これを解 くこ とに よつ て

， 未知係数が定 まり， した が つ て 平板内部 の 変

位 ，歪，応 力分布が 決定 され る こ と に な る 。

　 以上 の 方法 に よつ て 著者等 は有孔矩形板の 応力分布を数値解析し，さらに 実験結果との 比較を行なつ た 。 以下

・に その 概要を記す 。

Ut，y ：直交 座標

r，o ：極座標
魂 ，b，ro ：板 の 長さ， 幅 お よ び 円孔半径

．a ：tm
−1立

　 　 　 　 a

、ξ ：鉱

、11
竃，r2 ： 外力お よび 変位が与 え られた 境界

・S ： 弾性体二 次元領域

．U
，
V ： X

， 写 方向の 変位成分

傍，V ： 境界 r2 上 に 与 え た 変 位成 分

冨ε卸 ％ γ剛
： 歪成分

ntx，　av，τxv ： 応力成分

．XvYv ： 境界 「 1 上に 与えた外力成分

T ：単位長 さあた りの引張力

．E ： ヤ ン グ係数

2，　 記 号

G ： 剪断弾性係数

V ； ボア ソ ン 比

　 　 3− v
だ 　ニ

　
　　 1十ン

A ，B ：複素定数

ん 。晦 η。，β劬 。。。：連立 方程 式未知数

OP（の ， ψ（の ： 複素応力関数

Bn ； ベ ル ヌ イ の 数

lu
，

甥
ψ

nti
， ち，　 mv ，　 nv ，1，魏 ，　 n ： 係数

n ！： n （n − 1）（n − 2）… 3・2・1

nl ！： n （n − 2）（n
− 4）一・4・2　（n 　： イ禺数）

　　 n （n
− 2）（n

− 4）一・3・1　（n 　： 奇数）

（甥 ）顧 振 r
’
1（1， m

，
　n ）： 面積分値

J（1，
m

，
　 n ＞； 線積分腹

3　二 次元応力問 題の 変分法に よ る 近 似解析

　 二 次元応力聞題 に 対す る仮想仕事 の 原理 とそれに 基 づ く変分法 の 直接解法 に つ い て 簡単 に 説明す る 。 本論文 に

：お い て変位はすべ て微小で あ る と 仮定 し ， 物体力は 働か ない もの とする。 以上 の 仮定の もとに お い て 仮想仕事 の

源 理は 次式の ご と く与え られ る。

　　　　　　　　从（a・6・x ・ a
・6・・＋… δ… ）・・dy一五  ＋v… ）・r − ・

　．こ こ に 二 重穣分 は 考 え て い る物体全面積 S に つ い て 行 な い ，線積分は ，外力 Xv ，

堺 r1 に つ い て行 な うもの とす る
。

1仮想変位と仮想張の 関係は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂δu　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂δv　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂δu　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂δv

　　　　　　　　
δe・

ニ
ー
面

・δ肪
可

・δγげ 「爾
＋
万

で 与え られ る 。 次 に 変位関数 U ，V の 近似式 と して 次式を仮定す る 。

（1 ）

Yv が 与 えられて い る 境

（2 ）
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　148　　　　 　　　　　 　　 造 船協会 論 交 集 第 122号

　　　　　　　　　　　：1：灘 ：：麟 1；｝　　　 …

　 こ こ に Ue ，　 v
。 は境界 厂 2 上 で Ue ＝ a ，”o

＝ ガ と お ぎ，
　 Un 　 Vr （γ＝1

，
2

，
3

，
…

，　n ）｝よ境界 rz 上で Ur ＝　O，

VT ＝ O（r ＝ 　 1，2，．3，

…
，n ）で あ る 互 い に 線形独立 な関数 と な る よ うに えらぶ 。 た だ し ti，　 ilは境界 V2 上 で与え

られた幾何学的境界条件で あ る e

（3）式 の 変分を考え る と

　　　　　　　　　　　壕謙；：｝　 　 …

と な る。 （4 ）式 を （2 ＞式 に 代入 し さらに （1）式 に 代 入 して

　　　　　　　象肌 （磯
・＋ ％鋤 ・− f．XvUrdrユ・・

　　　　　　　　・［瓜 ・磯 … 器）d ・
−f． ，

・
・
”

・
db ユ・b・｝一… 　 　 　 　 ）

を得 る 。 した が つ て δar　 llbrの 任意性か ら

　　　　　　　从際 ・磯 ）ds一膳 州
　　　　　　　伽 駆 黜

；瀦劉τ1，r　 　
‘6 ＞

とな る。 歪成分は （3）式よ り

　　　　　　　繋毳購 ）｝　 （・ 〉

した が つ て応力成 分 は

纛1三講蕪鱗｛｝ （・）

とな る 。 （8）式を （6 ＞式 に 代入す る こ とに よ り， 未知数 a
。，　 br（r ＝ 1，2，3，　… ，　n ）に 関 す る 2n 元連立 一次

・
．

方程式を 得 る。こ れを解 くこ とに よ り ar ，　 b
，

の 値が決定 し （3 ）式 よ り変位 に 関す る近似多項式が得られ，ざ

らに （7 ）式 よ り歪成分が （8 ）式 よ り応力成 分 が 求 め られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　仮定変位関数につ い て

　前節 で 述 べ た よ 5な 変分法に よ る 直接解法 に お い て は 仮定変位関数 （3 ）式を ど の よ うに 導入 す るか が解の 精 ：

度上非常に 問題 に な る 。 仮想仕事 の 原 理 （1 ）式 を 用 い た 場合 の 変位成分に 課せ ら れ る 必要条件は 境界 r2 上

で 幾何学的境界条件を満た して い る こ とで あ る が ，
こ こ で は境界がす べ て 応力 で与え られ る （す な わ ち 全境界 が ．

r
，）と仮定 して 解析す る 。

Fig・1 の よ うな 中心 に 円孔を有す る矩形板を考え る 。 板の 長 さを a
， 幅を b ， 円孔，

半径 ・t　r
。 とす ・。円孔 ・ 幟 願 ・ し・ 座標 ・一・睦 航 尉 參に お い ・ 単位長 さ当 り ・ な ・一鰍

張力が外力 ・ し・tS＊，・ y 一 土静 ・ び 円孑L周辺 は 舳 境界で あ ・ ・す・ ・
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Fig．1
i

Coerdinate　System 　for　Plate
with 　 a　Hole

駕

　 つ ぎに 複素応力関数 q（a ）， ψ（の を導入す る
。 自由円

孔を有する無限板が遠方に お い て 一様応力 を 受 け る場 合

、ρ複素応力関数 90（2）・ψo（z ）は

；；篇聯 瞬 ｝…

で 表 わ され る 。 こ こ に A ，B は遠方の 応力成分 に よつ て

与えられる複素定数で あ る。

　つ ぎに ，円輪領域 で 1 価止則な関数は Laurent級数

に 展開 で きる とい う定理 を 用 い て 矩形境界 に 対す る （9 ）

式 の修正項 と し て，

　　　　　　　　　　　　　　　　ll：：：：：菱よ：：｝
を導入す る 4＞

。 した が つ て （9）式お よび （10）式よ り本問題 に 対す る 複素応力関数 と して

　　　　　　　　　　　　　　　　器蹤蹴 謝
を仮定す る

。 変位と複素応力関数と の 関係式 は

　　　　　　　　　　　　・
一伽 売［・ 爾 一伽

’

（a）＋gbi（・）｝］
で 与え られ るか ら，（12）式の 右辺 に （11）式を代入 して

　　　　　　　　・ 吻 崙 ［一… （・一・）・＋
2

聖
2
κ

翠 ＋
2
噐

2 − Zi’1｝t，

・

‘

］

　　　　　　　　　　　　＋毒 梦，。［・蘭 一
｛齲 ・例 ＋ 恥

か ・
｝］

（10）

（11）

（12）

（13）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 3− v
とな る ・

こ こ に ” ＝

1＋ 。
　　　　　　　　　　　　 で あ る 。

　Ut　v は それぞれ （13）式 の 右辺 の 実数部，虚数部に よつ て 表 わ され る の で 2 ＝＝ x十 iy，　i ＝ x− iy とお い て 計算

すれ ば U ，V の 一般表 示 式 と して 形式的に

　　　　　　　　　　　　：1：：1∫1：：：：勲｝　　　
’
一 ・・4）

と書く こ とが で き るQ こ こ に 恥 Mu
，　 nu お よび lv，　 mv ，

”
v は それぞれ u お よび v に 関す る 0 または正 の

整数 で あ る。 また Fig・1 の よ うな領域 お よび 境界条件 の 場合に は ，　 U は X 軸 に 関 して 対称 ，
　 V は y 軸 に 関

し て 対称で ある か ら mu ．　nv は 奇数，  ，　 Mv は 偶数の み を考え れ ば よ い 。

5　数　値　餅　算

　（14）式で 仮定 された変位関数を用 い て （6）式 に よ る多元連立方程式 を導 く。 （14）式 を （7）式に代入 し歪

成分を求め ， さ らに （8）式 よ り応力成分を求 め て （6 ）式 に 代入する と，

　　　　　　　　∬ 、9・ ［Σ Σ Σ馬 ＿

吻 ヅ
2 ら

lti　mca ” ％

）
餐挈靆 罫

帥 轡

　　　　　　　　　＋
喫顯

・
職

（Mv − 21v）
鴛罫鬢鵜ぎ

馳 ＋ ”

yM”
”1

］

　　　　　　　　　・ 陣
〉
『21za（’））

禦鍔考薨差，弊
ω 薩゚鞄 ω

一
脚

判

　　　　　　　　・・［騾 覊幅
（n ”

− 2xの

欝 ジ鐸誓
” 噂

一1
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・ ［　　　 （、，・＋y・
）
・・、， 、・ ・

一
孫 （鐸譯嬲 4r − ・

・顯 溺 一

解

膿舞婬
一w ’s2］

　　（n “ r
− 21鸚 （r））xMu 【ア｝ynw 【7 ，

＋ 1
十 ”“ くr）xMutr

｝
＋ a

！ノ
nu 〔r ］

Tl

］｝dS

（i5）

・ffs｛・［羽 罸孀
（nt’

− 21t’）
僻緋肇￥

鯵噂
齢1

＋Σ Σ Σ Bi，m ，。，
　 tv　mv η v

［×

（nt，
− 21v）炉 暫＋ lyUt ＃十” vXPt

・”1ymv ＋ 2

＋
、葺、［顯 昇

B 厭

　　　　　　　　　　 ＠
2
十y2）

呂・ ＋ 1

（n ”c・’
”21t’（’））幽

器等罅 翌
ω 幽   轡 工

＋ 2

］
　　　　　　　　　 （Mv − 2’

η）xn ・ym・ † 1
十tnvxn ・ ＋ 2ym ・

− 1

（x2 十y2）
；v＋ 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　（xa 十 y2）
lv【r ，

＋ ！

　　　　　　　　
一
加 拶鬻諤、

dr − ・

　　　　　　　　　こ こ に r・＝ 1，2，3，… ，n で あ る。

（15）式 お よ び （16）式 が 求 め よ う と す る連立

＋ ・

顯 黔 一

（Mu
− 21のxm ・÷

》
・十甥 zaX

肌・
− 1ynv ＋ 2

　　　　　　　（xa ÷ y2ソ… ］
・［

（つnv【γ）
− 21v‘ゲ））Pt

” v 吻 叫 鞠 幽 〕
＋ 2y 酬

］｝・・

一一Zk方程式 で あ り， 元数は 2n で あ るか らこ れを

解 くこ と に よ り 2n 個 の 未知数 Aiutr
）mu ｛r ）nu （r ］

お よび BVvCr
）mv （r ）nv （r｝（r・＝ 1，2，3，… ，n ）が 求め

られ （3）式 よ り変位 u ，v が 級数で 近似的に 決

定 され る 。

　以 上 の 解析に 基づ い て 数値計算を行なつ た 。 使

用 し た電子計算機は ，東京大学計算 セ ン タ
ー
所属

の HITAC 　5020　E で あ る 。 板の 外形状は 正 方形

（a ・　b）・ し ξ・ 争一 … ，… ，。・・，… お ・

び 0．5 の 場合 の 計算を 行 な つ た 。

START

INPUT 肝 PROPER η ES　酬 D
DIMEN ＄IONs 　 OF 　 PLAT 匸

［慢PU丁　OF　田 SPL 配 EMEN τ　TR 畝し FUNにTION

LlNE 　AND 　SURFAOE 　　IN正 GR4TION

匹 CISION　　併 　　C   FFICIENT　　M βTRI×

CAしCULA 丁10N　　眸 　　ROOTS　OF 　LIN 匸AR
S｝MU 」丁姻 EOUS 　　 匚OUATIQNS

C《 LCULATION 　併 　S丁RA 【N　　FROMD ‘SP し ACE 鬧 匸NT

眦 CULA τ1  　　OF 　　STRESS 　　FRO 踊 STR 画IN

OU〒断 　　併 　　S了RESs 　ANO 　STRAIND β τRl 断 K〕闇

ENDFig

．2　Flow　Chart
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　仮定変位関数の 項数は u ，
v それぞれ 18 項 ， 合計 36 項 で あ る。 計算流れ図を Fig・、2に 示す。

　Fig．3Tvc　y

軸上 の X 方向応力 ax の 分布を ξ を パ ラ メ タ
ー

に して 示す 。 た だ し応力お よび座標軸は 無次元化 し て た て 軸
’

に σ xf　T，よ こ 軸に 2y ！b を とつ て い る 。 円 孔縁の 応力が 最 大値を 示 し，それを 結 ん だ の が応力集中率曲線 で あ

る Q 点線で 示 した の は ，
R ．C．J．’Hewland に よ る帯板の 理論応力集中率曲線

3） で あ る 。
　Fig，4 に 円孔周辺上 の

円周方向応力 a θ の 分布を ξ を パ ラ メ タ
ー

に して 示 す 。
Tab！e　 1 に 各 ξ に 関 して 本理論 お よ び Howland に

よ る帯 板に 対 す る応力集 中率を 表 示 す る6

Table ．1Theoretical 　Stress　Concentratien　F ζctor 　on 　the 　Edge

Boundary　of 　 a　Circular　Hole　in　 a　 Square　 Plate

Hole 　Dia ，　 to　Width 　Ratio ξ　 　 O．1　 　 　 0，2　 　 　 　 　 　 　 　 　 03 　　　　　 04

3・ca・・ 1 ・・エ71613 ・8763　 t　 4・57・5

　 　 　 　 　 3r14　　　　　　　3．36　　　　　　　3．74

05

Present　Theory

翻 譚
d ’sS °’“t’°nf °「

　 13・・3

5．86164

，32

6　実 験

　前節 で 述 べ た 数値計算結果を チ ェ ッ ク す る た め ，直径 が それぞれ 150，90 お よび 30mrn の 円孔を申央 に 加

工 した 試験片 3 枚を 製作 し，引張荷重 を 加 え て 弾 性歪 分布 の 測定 を 行 な つ た 。 試験片は Fig．5 に 示 す よ うに

25mm 厚さ の SS　41 材か ら，長 さ 650mmX 幅 300mm に 削 り出 した 。 な お 中央の 長さ 300mm の 部分 は 板

厚 7mm に 切削加工 し，こ の 部分を試験部 と した。 歪分布測定 の ため Fig・5 に例示する位置 の表裏面に ， 単軸，

二 軸，三 軸抵抗線歪計 （昭和測器社製 F −2，FC −2 お よ び FR −2）を 接着 した 。 歪 分 布測定 に 先立 ち弾 性 限 以 下

の な らし荷重を数回加えた 後，1，2，3，4ten 菽重時 の 弾性歪分布を計測 した 。 測定 され た y 軸上 の x 方向応

力分布 ax，お よび 円孔周辺 上 の 円周方向応力 σe の 分布を，それぞれ Fig ．6 お よ び Fig．7に 示す 。 なお Fig・6

お よ び Fig．7 に お い て ，た て 軸 に は ， 各応力を荷重境界 の 単位長 さ 当 りの 平均荷重 で 割つ て 無次元化 し た も の

を と り，よ こ 軸に は，それぞれ Fig・3 お よ び Fig ・4 の 場合 と 同じ座標系を と つ た 。

　さて ，前節 の 数値解析 の 境界条件 は 応力 で与え る方式で あ り，一方本定験 は板厚遷移部 の 形状か ら，境界条件

は 変位
一

様に 近 い と 考え られ る の で
， 応カー様境界条件 で の 解析結果 を 直接実験値 と比 較す る こ と は で きな い 。
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そ こ で 試験部 と 引張板 と の 境界部 に お い て 測定 された荷

重方向癒力 σ x の 分布を多項式近似 し て こ れを数値計算

の 境界応力値と して フ ィ
ードバ ッ ク させ る とい う方法を

とつ た 。

　 こ の よ うに し て 数値計算 し た 曲線を Fig ．6 お よ び

Fig．7 に併記 した 。
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琴105
　 Io
　　 ロ川ox ／o ；　 90uge

鼠1；1窒。鶤 ，。GOuge

咤一DI°  lc
τ h8ck轟9SS
　叭msIde

　L ε  愉

　　mmOrq

・or　Hdg
　m 隅

Ps【¢ GLo 叩

No．17500 o．5　−．150　　　Lヒ．「
go　　齟一　 0　 5「一　．一一一馳 2　　了

N 》、3
．一一覧’．一
　，，

1
’一
卩レ 500 　 1

To ”ndsModul
じs ε　　 221

、OOO

Fig，5　Details　 of 　Specimen

PD［ssα 甫5　n　fio

　 O3

60

　 　
−

　　CALCULATED 　STR 匚SS　OS 「R旧 ロTI鯛

　 　 　 　 醐 団 　O国　MEmSURED 　 VNtEs 　 OF
5．0　　　　　　　 80W− DAFr　STRESS

　　　　＼ 　　　 1
‘°

　　　　 ＼ 　　　1

3n

：o

1．o
丶

心 ＼
L

li黝鸞

ム

△

△

O　　　　 OI 　　　 e．2　　　 0．5　　　 09 　　　 05 　　　 0．6　　　 0．7　　　 0．3　　　 0、9　　　 ，b

Fig．6Transvers 多　D 圭stributions 　of　I』 ng 圭tudinaL

Stressσx

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Society of Naval Architects of Japan

NII-Electronic Library Service

The 　Sooiety 　of 　Naval 　Arohiteots 　of 　Japan

152 造 船 協 会 論 文 集 第 122号

お よび τxu の値は無視で きる程微小で あつ た の で 計算上 考

慮 しなか つ た 。
Fig．6 お よ び Fig ，7 か らあきらか な よ うに

実験値 と 計算値 と は か な り よい一致を示 して お り，
こ れ よ り

本理論計算の 妥当性が 立証され て い る と 考えられ る
。

　なお実験に お い て ， 有限寸法の短形板の 荷重境界 に境界応

カ
ー

様 の 荷重を与え る こ とは か な り困難で あ り， もし試み る

とすれ ば，多数点荷重 と し， 各荷重点 に おける荷重を
一
様と

する よ うな装置を用 い なければな らな い で あろ う。

7．　 結 言

　 二 次元弾性論 は す で に 学問的体系 が 確立され て い る が，そ

の 適用 し得 る問題 の 範囲は限定され て お り， 実際の 工学的問

題を取扱う場合非常に 困難な場合が多い
。 そ の よ うな欠陥を

補 い ，しか も一般的 な 実用解析法 と して エ ネ ル ギー法 に よ る

二 次元 応力場 の 数値解法を提案 し，有孔矩形板の
一様引張 り

（応力形境界値問題） の 解析を行ない ， 本解析の 宥効性を確

認す る こ と が で きた 。 本研究 で 提案 した エ ネ ル ギ ー
法 に 基づ

く数値解法は 同 じ流れを汲む マ ト リク ス 法と ともに将来の発

展 が 大 い に 期待され る 方法 で あ る と思 わ れ る 。
エ ネ ル ギー

法

に よ る 解析に お い て 重要な こ と は ，仮定変位関数 と し て
， 実

際の 変位の 状態を最も適確に 表 わ し得る よ うな級数を導入 し
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Fig ．7　Peripherical　 Distriウ1」tig旦 s

　　　 of　Tangential　Stressσθ

なければな らな い こ とで あ つ て ， 本論文で は 円孔中心 に お け る特異性を変位級数 に 含 ませ る こ と に よ つ て 解決

した。 本報に よ る と，一様応力境界条件に対す る応力集中率は予想 し た 通 り，
R ・C，J．　 Howland に よ る帯板に

対する解弍 りもか な り高目に な る こ とが判つ た 。 換霽すれば，円孔 を有する構造部材の 周辺応力条件が一様分布

で しか も着力点 が 有限位置 に あ る 場合 に は ，Howland の 解 は か な り低 目す ぎ る値を与え る こ とに な る 。 また 当

然 の こ とな が ら円孔直径が板幅に 比較 して 大 に な る程 ， そ の 影響も増大す る こ と が わか つ た 。 実験 の 測定値 と そ

れ に 対応す る数値計算値とは か な りよい一致 を 示 した 。
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Appendix 「積分計算に つ い て」

　本文 （15）式お よび （16）式 に お い て Atu
（，）

mu
｛r）ttti（， j お よび Bl

。 〈r ］mv 〔r ｝nu ｛r ） （r ＝1，2，3，… ，n ）の 係数は，

領 域 s に お け る x ，y の 関数 の 面積分，外力項 は 境界 r ， 上 に お け る 線積分 の 形 に な つ て い る 。 以 下 に そ れ

らの 積分漸化式お よび 数値解法 に つ い て 記す 。 まず面積分 に つ い て は ，

　　　　　　　　　　　・（1，
・ ・n ）一从石鐸 ）

rd ・dy　　　　　　　　 （・ ）

とお く。 こ こ に s は Fig．1 で 示 した 領域 で あ る 。 対称性 よ り積分は 5 の 第 1象限 の み を 実行・し，それを 4

倍 すれ ば全面積に 対す る 積分値が得られる。

　　　　　　　　　　　 X ＝＝rCOS θ
，　y ＝ 　 r　sin θ

と極座標表示を行な うと，（1 ）式 は

　　　　　　　J（1・m ・n ）＝ 从
c

萼鑑聖尹
θ
羸 θ　　　　　　　　 ・　 、 ．．　（2 ）
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となる。 線積分に つ い て は ，

　　　　　　　　　　　∫（1… n ）一 ム（諱鵠・
・… 　 　 　 　 　 　 ）

・お く． 以下 ［・］，［・ ］，圓 に お ・ ・価 齢 圖 ．臨 い て翻 分 の 講 式を示す ． な斌 中嘩 鯛 数

お

譜
対

舞！禦 鬻翁蝉
に よ

マ獅　　　　　　　　 tt

　（2 ）式をまず r に つ い て積分すれば

　　　　　　　・（J・・m ・
・n ）・＝＝

、1．着 ．、fe・・s … i・ ・n θ［ヲ纛 ＿ ］，

de 　 　 　 （・）

と な る o こ こ に ［∫（r ）］r は r に 関する 積分範囲を rl ≦ r ≦ r2 とす る と きf（r2）一∫（r1 ）を あ らわ す。
α ＝

・・r ・

音け れ ば ・ 躙 す ・ 翻 翻 ・，

　　　　　　　畿 鵠 驫 ；｝　 　 …

で あ る。 した が つ て （4 ）式 は

　　　　　　　・（1… n ）＝＝
，ト 謡。．2

−
［ 

2卜 冊

丁・・s2e
−n −2・… n

・ e・・de

　　　　　　　　・（新 轡 だ
2C

・ sm ・・S・n ・・−m −2… e

　　　　　　　　−
（
17
  ）r 副 ・一 ・　　

』

　　　　 （・ ・

と変形され る 。
一方公式 に よ り

　　　　　　　　
n ／2

・・・… s醐 θ一 豊膿 監
1里 ・

詈　 　 　 　 （・・　　　　　　　∫
で あ る 。 次 に t＝　tan　e と 置換すれ ば

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 dt　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 tS
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 COS20 ＝　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 dθ＝　 　 　 　 　 　 　 sin2 　e＝ ；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8 ＞
　　　　　　　　　　　 1十 t2’　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1十t2’　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　1十 t2

した が つ て

、　 ∬・・…
−n−・θ… nn … θぞ

α胃晦

（

　tn
　　　　　　dt　　　　　　　　　　　　　　　 （91十 t2）

1 ）

・ な… た t・… n（
E ＿θ
2 ）・ 齦 弛 ・・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − dt
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 sin2 θ＝　 　 　 　 　 　 　 cos2 　e＝　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 dθ＝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （10）
　　　　　　　　　　　 1十 t2’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1十 t2’　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　1−i−t2

した が つ て

　　　　　　　∬罐 ・・副 一 … θ一1r（9
”．）．f

、、轟）
rdt 　　　　 q・・

と な る。
こ こ で

　　　　　　　　　　　J・（e・．g）一 ＝f（、葺・
）idl　　　　　　　　　　 （・2）

と お くと

　　　　f
・（… 4）一∫（、轟）。

　　　　　　　薫［
（2q − 3）！！（g− i

’− 1）！　　　　　　　t

（2q − 2i− 1）！！（q− 1）！　　2t（t2十 1）q
．t

　　　　　　　　＋
（2q − 3）！L ．1

軸
一

・ ‘

（q− 1）！　　　29−1 ］

　　　　　　　一
（

認
！

躑 （，1舞瑞 ，

・
，t（，

、ま、）a
．t｝・歩 剛 ］1

．
　

t

　 （・3・
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と な り （13）式お よ び

　　　　　　　∬
・（P＋2

・
・q）・＝ ＝

云’1圭響翕…1罸
1
−

（ρ讐i老旱3）
T・・（あ の

な る 漸化式を用 い る と lo（♪，の が順次求め られ る 。 ゆえに （6）式 より

　　　　・σ・綱 一

、1．fl＿ ，［ 
2卜
  ・ ・）・一駒 ＋（

2b

）

　　　　　・
、，．嵩 ．、（÷）

21 “m ’” ’2
（摺 冖

接呈編
1）旦 ・・

と な る 。

　［II］ 21− m − n − 1　＝ 1 の場合

　こ の 場合 は r に 関す る積分が対数と な る。 （2 ）式 よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 cosm 　ti　sin 処 e
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 drdθ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 γ

と な る 。
r に関 して積分すれば

積分範囲は ［1 ］ の 場合 と 同様 で あ るか ら

踊

  （峭 司

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r ／2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 cosm θ．sinn θ　・dθ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 cos θ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 sin θ

と計算され る。 三角関数の 公式 よ り m ， n が偶数の とき

　　　　　　　・… θ一
，霑1 （一・）量

＋ t

　　　　　　　…

引 誉（
甥

　茜）e・s・m − ・・）e・s（嘉）日
cos （Pθ）の 展開公式 よ り

　　　　　　　　　　　… （pe）一 盞（
一・）

・醫 ＋ ・

対数関数の公式よ り

　　　　　　　　　　　1・9 ・・S θ一 一盞
解 己

（

粽
βZθ弛

　　　　　　　1・9 … e − 1・9 … θ 一一爵
墾

呷1
（1隷 β古θ

2 乞

（7），（19），（20），（21）お よび （22）式を （18）式に代入 し て 計算す る と
、

　　　　・（J，・ ・n ）− 41・9（，｝
。）

（m ・器筆ll51川
莠

　　　　　・ ・ガ巓 ［齧（
螂

t ）｛盞・一・…
（”

葛ll）
”

＋

蝦 嘉）

　　　　1（ち嬲 ）＝疏

・（・綱 一 五鵬 咽 … ［1・9 ・］…

・（1， m ， n ）一 ・∬・・s咽 ・
・ θ・（1・・云

一1・9 … θ）・θ

　　　　・・∬
／2

・・S ・ ・副 （1・9去
一1・・ 血 ・）・θ

　　　　一41・・（
　12ro

）∫

　　　　一・ガ・・s叨 ・s翩 ・9（ ）・θ

　　　　一・∬
幺

c・s… 血 ・ θ4 ・9（ ）・θ

　　　　　　蔭　（t ）囃 娼 券釧

で あ る 。 こ こ に Bt は ベ ル ヌ イの 数 で ある。 （21）式に お い て sin θ漏cos θ と置換 して

（14）

（15＞

（16＞

（17＞

（18＞

（19＞

（20＞

（21）

（22）
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・

［慧・
一・・

” ‘

（i）｛盞・→ μ 講貿
輝

刊 ｝・s（夢）1
　　　　　・ ［象

22か 【（
詈譜

θ2L1
・・ a］de

　 　 　 　 　 　 　 セ 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　ね

　　　　　
＋ 4厂 歯 讎）｛盞（一・）s・

＠

義翁龕
）’d

＋ ・｝・S（9．）1
　　　　　

・

［慧・一・・’
”

（
甥

i）｛盞・一・…
（

靨 塩 ｝・告馴
　　　　　・［欝 鴇 響

尾
一1・・b］dθ 　 　 　 　 　 　 ・…

とな り， 特に a ＝ b の場合は θ に関して さ らに積分を行な つ て

　　　　・（聯 ）− 41・9（、；Te）
（”

囃 舞青
1）！！・詈

　　　　　・ 癌 蠱【嘉津 器帚
・B ・

｛・
一・・｝

・ 」
・・一・・靱

　　　　　・（
仞

　1）G）（一・）・
（軅 一2

編｛邃識 罕結
2ト 2’）” ・（1｝・）

2htSp “ ’

　　　　　磯津 齶
・Bk
｛・＋・一… ＋ i

｝（ ）（塾）・一…
、、、、i・（：liZl；；2k2＋

，）
2a；。 、，（晉門

番

　　　　　・轟津 綜
・Bk
｛・・ ・一・・… ｝G）（

觚

1一
甥

2 ）・一・）・・
、、，、覊 。 、、（晉附

1

　　　　　
・ W WIk・ll，；

2

，t・

’

・

，

？，
’n

（嘉X菱）（訓 　 　 　 　 　・24・

とな る 。

　［III］　1＝ O の場合

　（1）式 よ り

　　　　　　　　　　　　・（… ，　n ）一　ffsxMyn　dxdy 　 　 　 　 　 　 　 （25）

（25）式 に お い て は 原点が 特異点に な つ て い な い か ら矩形領域 の 積分 か ら円領域 の 積分を差引けば よ い 。 した が

つ て

　　　　・（一 ）一 ∫驚∫：」，・… d・dy−1r∫  唖 ・sm ・・懈 ・・θ

　　　　　　　　一

（

　　　 4m

→−1）＠十1）
・（9）

m “ 1

（9）
”＋且

一（鋭

  羈
）！L・・・・・・

・
・ … e

　 　 （・6）

とな る o

　［IV］　外力仕事項 の積分漸化式

驪 板の 欄 す る辺 ・ ・ 一±詈に お い て x 方向一
様応力が働 い て い る け れ ば （・）蘇 お い 嬾 頒 r ・

　 は

　　　　　　　　　　　　… 　・9（1・［　s 音）　 　 　 　 　 　 　 （27＞

で 与 え られ る
。 本文 （15）式 よ り線積分項 の 被積分関数は一般に

　　　　　　　　　　　　　 xMyn

　　　　　　　　　　　　 （x2 十 y2）a

の 形 で あ りこ こ に 1＝ O，1，2，… ；伽 ＝ 1，3，5，… ；n ＝・O，2，4，… で ある 。
1キ 0 の 場合，漸化式 と し て
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　　　　　　　　　　∫σ・軅 ）一 ∫＠馨 ）
・
dr

　　　　　　　　　　　　　　一謡瀞
… 旭   ・）

一
、（．｝． 、）

「
・
て篝器 1

　　　　　　お よび　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．

　　　　　　　　　　ノ（1… n ）一 …撫華、理 ノ（1・・m ・・n − 2）＋ ．，z撫 f冨鞴垢　 ．

　　　　　　を用 い ，さらに

　　　　　　　　　　　　　∫諱夢、纛吋 　 ，　　 ．

　　　　　　
で あ

囃 諜 轡
醸 恥 1 囎 鰯 時計方「atlt’

””s ° （

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 b　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 b

　　　　　　　　　
− ［身 講 …嗅 ・［亭

・
… 聯 ・

・ ←
塑］擁
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　　　　　　　　　　　　　∫（・・
m

・ ・）一 ∫mmynab
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［蒲
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・

　　　　　　で あ る か ら
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