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（昭和 44・年 11 月 日 本造船学 会 秋季 講演会 に お い て 講演）

平板 の 幾何学 的非 線形問題 の 一 解 法 （1）

正員 川 井 忠 彦
＊

正 員 大 坪 英 臣
＊＊

AMethod 　of 　SQIution　of 　the　Geometrically　Nonlinear 　Problems 　of　Elastic　Plates （1）

　　　　　　　　　　　　　 By 　Tadahiko 　Kawai ，乃（ember 　　Hideomi　 Otsubo，　 Member

Summary

　Since　the 　famQus 　paper　on　the　postbuckling 　behavior　of　an 　elastic 　rectangular 　plate　was 　pubhshed
by　von 　K 訌rman ，　 much 　 work 　has　been　done　on 　the 　various 　geometrically　nonlinear 　problems 　such

as 　large　deflection，　 postbuckling，　 snap −through 　and 　dynamic 　stability 　of　elastic 　plates　due　to　lateraL

as 　well 　as　inplane　loadings．　Most 　of 　these 　studies 　are 　based　on 　the　Energy　lnethod 　proposed 　by

E。Trefftz，　 K ．　Marguerre　and 　others 　in　which 　solution 　can 　be　found　by　the 　stationary 　cQndition 　of

the 　total　potential 　energy 　of 　a　given　plate　 whose 　 de且ectiQn 　 is　 assumed 　 in　 the　 form　 of 　 known

functional 　series　with 　unknQwn 　 coe 丘1cients，　Numerical 　calculation 　in　this　method ，　however ，
　is　so

laborious　that 　problems 　of 　simple 　plate　 shapes ，　boundary 　conditions 　as 　 well 　as 　loading　conditions

were 　 only 　 considered 　before　hig卜 speed 　 digital　 computers 　became　available ．

　Apractical 　method 　of 　solution 　on 　the 　general　nonlinea τ problem 　of 　elas むic　plates 　with 　arbitrary

shape ，　 boundary 　and 　loading　conditions 　is　proposed 　in　this　paper　by　extending 　the 　method 　proposed

hy　K ．　Marguerre ，　 E，　Trefftz　 and 　 others ，

　Displacement 　functions　used 　are 　 constructed 　by 　combined 　use 　of　the　 finite　 element 　 method 　 and

Rayleigh−Ritz’s　procedure ，

雀　 緒 言

　平板 の 座屈後の 挙動問題 ， あ る い は平板が 横荷重 を うけ て 大 きく撓む問題，あ る い は 初期撓み を有する平板の

飛 び移 り問題等 を調べ るに は，有限変形理論 に よ ら なければ な らな い 。
Th ．　v．　K6rman が 圧縮荷重を受け る矩形

板 の座屈後 の 挙動 に つ い て有名な論文を発表 して 以来，平板 の 大橈 み問題 に つ い て 数多 くの優 れ た 論 文が 発表 さ

れ ，『
z
板 の 幾何学的非線形問題 に 関す る 研究が著し く進展を遂げた こ とは 周知 の 通 りであ る 。 しか しなが ら，こ

れ まで の 研究 は ほ と ん ど が，解析 し易 い 形状の 平板 （例えば 矩形板 な ど ）で 簡単 な荷重条件と境界条件下 の 問題

に 集中 され て い た とい つ て 過言 で は な く，また 従来 こ の 問題 は 解析が複雑なた め ，静変形，熱 応 力，座屈，飛移
り，非線形 振 動 と 個 々 別 々 に 取扱 わ れ て 来 て お り，統

一
的 な理 論的考察 は な され て い な い よ うで あ る 。

　そ こ で 署者等 は，K ．　Marguerre ，　E．　Trefftz そ の 他 の 攝案した方法を拡張し，有限要素法 に よ る数値解析法を

用 い る こ とに よ り形状，荷重分布 境界条件が任意に 与え られ る 平板の 各種大繞 み 問題 の 実用 的解析 法 を 提 案
し，本報告 に お い て は そ の 諸問題 に 対す る解析法の

一
般的 な説明を し，次報以下 に 個 々 の 問題 に 対す る適用結果

を報告す る 次第 で あ る 。

2　記号 及 び エ ネル ギに 関する記法

A　 記 　　　　　号

　と くに 説明 の な い もの は ，

一
般 の 工 学的記号法に 従 う。

　V ： 板の 体積，論文中 の 三 重積分は この 7 に 関 して

　　 行 な お れ る。

S ； 板 の 中央面 ， 論文中の 二 重積分 は こ の 5 に 関 し

　　て 行 な わ れ る 。

＊
　東 京 大 学 生 産 技 術 研 究 所

＊＊

　東京大 学大 学院 工 学系
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C ： 平板の 周辺境界の 板厚中央線

Cl ：力学的境界 の 中央線

C2 ：幾何学的境界 の 中央線

h ：板厚

E ； ヤ ン グ 率

レ ：ボ ア ソ ン 比

・ ・ 曲げ剛性 D −

、2ぎ竺阿

U ， V ， ル ： X ， 創， 9 方向の 変位

w （o） ：初期撓 み

日本造船学会論文集 第 126号

C ＝ ・ C1十 Cs exx ，　evv ，2 物 ：平板 の 歪成分

　　　　勉
一嘉＋÷僻摂 肇一

exxo ，勉 。，2 勉 o
： 中央面 の 歪成分

　　　癖 籌†÷（夥罫一

ε〔o），εv
（o）．γxy 〔o） ：初 期歪

Nx，　Nv，　Nxv ：面内力成分

F （x，y）：Airy の 応 力関数

X ，Y ，　Z ： C、 上 に 加わ る m，　y ，9 方向の 外荷重

q ； S 上 に加わ る分布横荷重

Mn
，
　Mns ： C！ 上 に 加わ る曲げ及び 捩 りモ

ー
メ ン ト

B　 エ ネル ギ に 関す る記法

E （ex ）− ffs　 ［（・・ ＋ ev ）
・
＋ ・（1− ・）（

− e・ey）］・・dy

E （・x … x2 ）− ffs　 匸（… ＋ ・の （e・
・
＋ …）・ ・（・

一
・）（辱

と ÷樹
一÷酵 の］d・d・

E （Nx ・ex）一∫fs
（）∫fs［（　 ）

2

＋・（・一の｛（　）
2
−｛鑁｛蒙｝］4吻

v
・（x ；u ）−fc（Xu ＋ Y ・ ）ds

7 ・（x ・の 論 （厨   ・

7 ・・（x ・ u ）− f。、

（x ・ ＋ Yv）ds

Vb（w ）一∫f。

q・ d・d・＋fc、　 fCl［　　　 ］

・僻 一

Eh　　　　　　　　　　　　γxv2

　 　 Eh

　 lT
（N ・ εx ＋Nv ・v ＋N

・・γ・ v）d・dy

号 夥・券　　 藷

　　　　　　　　　　　　2 ・ 伽 　痂 寄 ＋ 臨 警 ゐ

U ： 板の 歪 工 ネ ル ギ 　U＝・〔Um 十 Uo

Um ＝ E （exxo ）： 中央面 の 歪 に よ る歪 エ ネ ル ギ　Um ＝ Up＋2二Upm十 U．

［1・・一 　Eb（籌適 ・ ・ 歪 一 …

U
・

・＝ E（
∂u

∂x ）樹 変形齢 耐 ・ 面内歪 一 …

娠 一・傷 ・÷（籌）
2

）
u ・

・＝E（贍 ）
2

）
・ 孅 一 ・ ・ ギ ・イ最 乎（咎掻・・ γ 板・ 殲 雌 力・磁

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 3　解 析 法 の 理 論

3・1 ポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギ停 留 原 理

ボ テ ン シ ャ ル エ ネル ギ停留原理 に従 つ て解析を進 め る。

（a ） 静 変 形 問 題

　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（σ
一罪 ）＝＝O

（b ） 動 的 変 形 問 題

　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（U − T− W ）＝ 0

こ こ に ひ は 平板 の 有す る 歪 エ ネ ル ギ ，
T は 運動 エ ネル ギ，障 は外荷重 の な す仕事 を 表 わ す 。

（1）

（2 ）
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歪 エ ネ ル ギ σ は 平板内の 歪成分を exx
） evv，

2
勉 とす ると ，

　　　　　　　U − fff、（1一レ2）
［（exx＋ eyv）… （・一・）（・・ v2

− ・・ 。ery）1・・d・d・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 γ

ただ し

　　　　　　　　… 臨 厂 弗 ・晒 〃・
一・券・ ・ e

・・V
・　2・e…

一・蕩
さ らに

　　　輸 一 ｛｝・÷僻）  一 劣・÷（謝 礼・勉 ・
一審・｛繍 霧

237

（3）

（4 ）

（5 ）

こ こ に u ， v ，　W は板の 中央面上 の X ，　y，　 a 方向の 変位，　exxo，　evvo ，2 動 o は 中央面上 の 歪成分を衷 わす。

　こ こ で 前述 の エ ネ ル ギ に 関す る 記法E を 使 うと，U は 次 の よ うに 書き表 わ す こ と が で き る。

　　　　　　　・一∫fs、（
Eh

・＿阿
［（e・ x ・＋ e

・v・）
・
＋・（・一 ）（e。 v。

・一
・mx 、

e
、，。）・岫

　　　　　　　　　・∫超 ［（籌・｛蒙）
1

＋ ・（1− ・・｛（蹣）
2

轟 券｝］岫

　　　　　　　　
一E （exx・）＋ Eb（舞）

（5）式 の 歪
一
変位 の 関係式を使 うと E（emxo ） は 変位 で 書き表 す こ とが で きて ，

　　　　　　　　・・exx ・）＝＝・（3／）… （e／・÷（夥）
2

）・ E （÷（籌）り
　こ こ で 表示 を簡単 に す るた め に 次 の 置 き替 え をナ る 。

　　　　　　　　σ… E （e… ）・ u
・
・＝E（黠）・u

・・V
− E（男皺・ 1（夥）

2

）

　　　　　　　　［J… E（1傷）
2

）・u
・

・ 　Eb（劉
　し た が つ て （6 ），（7 ）式 は 次 の よ うに 表示 で きる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 u ＝　 Um ＋ Ub

　　　　　　　　　　　　　　　　　 CJm＝ ” Up十2　Upm 十 Uw

（6 ）

（7 ）

（8 ）

（9 ）

（10）

　
Um は 平板 の 膜応力状態の歪 エ ネル ギ，　 Ub は曲げ応力状態に 対す る歪 エ ネル ギを表 わ す 。 ま た Up は 微小変

形の場合 の 面内変位 に よ る 歪エ ネ ル ギ を表 わ す こ とは 周 知 の 通 りで あ る 。

　動的変形問題 に お け る運動エ ネ ル ギ τ は 次式で与え られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　τイゐ÷乎（
∂w

∂t ）
24

物 　　　　　　　　　（・1）

　さて 外 力の 成分と して は ，境界周辺上 に 働 く面 内荷重 瓦 7 お よび 分 布横荷重 望 ， 剪断力 2
，
．モ ーメ ン ト

Mn ，　 Mns を考 え る とすれ ば ，外荷重 の なす仕事罪 は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 vr＝・　urp＋ 晩

　 た だ し

　　　　vap
−fc、（Xu＋V・）d・・ 咋 ∫∫迦4物 ＋f，IZ

−
wd ・

−f， 、［砿 嘉＋臨 警ユds　 （・2）

　さ らに 2．B の 記 法 Vl（　），　 Vb（　） を用 い る と

　　　　　　　　　　　　　　　 w
・
＝Vi（x ；・）・

w
・
一・Vb（w ）　 　 　 　 　 　 　 　 （13）

　こ こ に 平板 の 境界線 C は Ci と C2 の 部分 と か らな る と し，　 C1 上 で は 外荷重 が，　 C2 上 で は 強制変位 π
，
　tiが

与 え られ て い る もの とす る 。 以上 に 与 え る よ うな 基礎式 （1）又 は （2 ）式を満足す る 変位 （u，v，　w ）を決定
す る の が 我 々 に 課せ られ た 問題 で あ る 。

　3・2　静変 形 問 題 に 対する 変分方 程 式

　簡単 の た め に 先ず静的変形問 題 を 考え よ う。 変分方程式 （1 ） は 次式 の ご と く与えられ る。

　　　　　　　　　　　　　δ（Um 十砺一四 P
一π「

ひ）＝O （Us　 v・w ）　 　 　 　 　 　 （14）
こ こ に ⇔ 内は 変分を と る べ き蠍 を 示す ・ （・4）

’
式 の 変分方程式橘 足す る変 dr… 　・，　 w の 解 を一vaec求 ．
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一Eleotronio 　Library 　



The Society of Naval Architects of Japan

NII-Electronic Library Service

The 　Sooiety 　of 　Naval 　Arohiteots 　of 　Japan

　238 　　　　　　　　　　　　　　 日本 造船学会論文集　第 126号

め る こ とは 困難で あ る 。 そ こ で 我 々 は 大撓 み 問驃の 解析に 先立 ち ，
つ ぎの 線形解 を 求め る 。

　3．3　微小変形 の 範囲に お ける線形変位解

　微小変形 の 範 囲で は ，平面 変位 U ，V と撓み W は 互 に 独立 で ある と考え る こ とが で き，各々 次 の よ うに 別個 に

求 め る こ とがで き る 。

　3・3・1 平面応力場 の 線形解　微小変形状態に の み 関係する エ ネル ギ項 を と る と，（13）式 か ら次 の 変分方程 式

が 得られ ，
こ れ を解 くこ と に よ り，面内変位 の 線形解 （ue ，　 vo）が 計算 で き る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（Up − Wp ）＝ 0　（u ，　v）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

　こ れ は普通 の 平面応力場問題 で あ り，二 次元問題解析用の 標準的な有限要素法 の プ ロ グ ラ ム に よ り解析す る こ

と が で きる
。

　3，3，2 平板の 曲げ問題 の 　形解 3・3．1 と 同様 に ， 平板の 曲げ問題 の 線形解 w °
は 次 の よ うに 得られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（Ub　一一Wb）＝ 0　　（w ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

　 3．4 平 板 の 大 撓 み 問題 に お け る 付加面内変位 u ＊，v＊

　前節 に お い て は 平 板 が 微小 変 形 を 起 す場合 の 面内及 び 面外変位解を求め た。平板に 大撓み が 生ず る場合に は，
’
U ，V と wet 独 立 で なくな り， 撓み 励 ミ生ず る こ とに よらて 面内変位 U ，　 V は こ れ に よつ て 影響を うけ る 。 こ の

餌 こ よ る面内付加変位を U ＊，V ＊
とす る と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　u ； uo 十 u ＊ ，　 v ＝vo ÷ v＊　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

が全体 の 面内変位 を 表 わ す 。

　 まず 面 内 の 平衡方程式を満す面 内変位 U ，V と W の 関係を求 め る こ と に す る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（tfm− Wp ）＝ O 　（u，　v ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18）

書 ぎ直すと

　　　　　　　　　　δ（σpoo 十 2　Upe＊
十 2　Up　oo十 Um ＊ − Wpo− Wp＊）＝0　（Us 　v）　　　　　　　　　　　　　　　（19）

1た だ し

　　　　　　　u
・…

一・E（
∂uo

∂x ）・研 一 ・綴 ・奮＞Upa・＝＝E（器 ・÷僻ア）

　　　　　　　Um ・ − E（冪・÷醐
2

＞w … 　7
・（・ ・u

・

）・腓 噛 が ） 　 　 （・・）

　既 に 線形平面解 （u
°，vo）は （15）式 に よ り平衡条件，境界条件 を 満す よ うに 得られ て い る。 従つ て （19）式

は 次 の よ うに 書き直せ る。

　　　　　　　　　　　　　　δ（〔Jm＊ 十2 こノpo
＊一耳厂

p
＊
）二 〇　（琶己

＊，　v ＊）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

こ こ で

　　　　　　　　・ U
・

・＊− Wp ＊
・＝＝・E（

∂uo 　 ∂u ＊

∂x 　
’

∂x ）
一脳 ・

・）一％飾 ・） 　 　 （22）

で あ る の で （21）式は 次 の よ うに な る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　δUm ＊ ＝0　　（u ＊
，　v ＊

）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

；さらに Um＊ は次の よ うに 書け る 。

　　　　砺
・ 昭 儒

一e… ））一∬ 、（

Eh1
一レ

2
）［｛（詈

一
転

・・）・（筈一・… ））｝
2

　　　　　　　・ …
一

・｛÷（寄・筈編
・・）

2

− （黔 … ）（筈一ev… ）｝ユ岫 　 ・24）

こ こ で

　　　　　　　・
・… ÷傷）礼… 一一÷（芻）

2

・r・ u
（・｝＝ 一（暑讐）（制 　 　 ・25）

従 っ て （23）式 は （25）式 で 与 え られ る初期歪分布 に よつ て 生ず る線形平面応力場を決定す る 方程式 セこ ほ か なら

ない 。 た だ し境界条件 は 大撓 み に なつ て も微小変形の とぎの境界条件は変化 しな い と考え られ る の で

　　　　　　　　　　　　X ＊ ＝0
，　y ＊＝e　on 　　C1　　　恒＊ ＝0，　♂＊ ＝O　 on 　C2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）tt

　 こ こ で よ く使用 さ れ る Airy の 応力関数 F 表 示 の 微分方程式 と の 相関 を 考 え て み る と，中央面 上 の 歪 exxe ，

evvo ，
2 鞠 o と変位 ＃．　v ，　 w の 関係式 （5）よ り 賄 v を消去する と次の適合条件が得られ る。
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　　　　　　　　　　　争 ・籍 一鴇謬
一（

∂ew

∂x ∂y ）
2

轟 夥 　 　 　 ・27・

こ れを Airy の 応力関数 で 書 き直す と

　　　　　　　　　　　　　　AdF ・＝・Eh［職 ）
2
一舞舞］　 　 　 　 （28）

　本論文 が 従つ て い る ポ テ ン シ ャ ル エ ネ ル ギ 停留原 理 に お い て は 面内平衡条件式 が 初期歪問 題 と な る こ と が，本

節で 示 さ れ た が ，（28）式 は こ の 停留原理 と対 の 関係 に ある コ ン プ リメ ン タ リ エ ネル ギ停留原理か ら得られ る 。

　3．5　撓 み 関数 w （Xvy ） の 級数 展開

　こ こ で 撓 み 躍 が未定係数を含 ん だ 形 で級数展開で ぎた とす る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　w （・・y）＝　 z ・
・
W

・ （XIY ）　 　 　 　 　 　 　 　 （29）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝＝1
こ こ で Cn は 未定係数であ る。

こ の と ぎ （25）式 の 初期歪分布式 は 次 の よ うに 表 わ せ る 。

　　　　e
・
・°… ÷齲 ・… （

∂Wt

∂x ）（黔〉・… … ÷舗 ・… （黔）（筈）

　　　　躍
・一 蘯か ・・（

∂Wt

∂x ）（謝 （30）

そ こ で

　　　　s・・tj
・°… ÷（

∂Wt

∂x ）（黔）・ev ・丿
（・・一 一÷（黔）（鴛り呶 ・… （讐）（黔）　 ・…

と書き，初期歪 分布 （εxtj
（e），　eytJ （o），γxvt 」

（o）） に対す る 面内変位 の 解を Utj （x ，　y ），　Vtj （x ，　y） とす る と （23）式

の 解 は

　　　　　　　　　
”

＊
幅 謁 浮1

‘
・蝋 餌，・い ＊

（x ，・）唱 浮、

c・C… 」（x・・）　 　 　 （32）

と 決定され る 。

　 3．6　未定係数 Cn の 決定

　 さて ，以 上 の 方法 に よ り平板 の 変位解 U ，V，　 W が 次式 の ご と く与 えられ た 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 oo 　　　　の
　　　　　　　　　　　　　 u ＠，の 叩

゜

（x，の ＋ Σ Σ o ‘OjZ吻 亀 の
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝1j ＝・1

　　　　　　　　　　　　　 v （x ・　y）　＝vO（x，　y ）＋ Σ Σ　ezCJVtj （x ，　y）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝1J ＝l

　　　　　　　　　　　　　
w （鎚 ・の；

、￥、
　
CtWt （x ・ y）　　　　　　　　　　　　　　　 （33）

こ こ で uo ，　vo は 平板 の 微小変形の 範囲内に お け る 面内及 び 面外変位 の 線形解で あ る 。

　こ こ で Wn の 選 び方は 種 々 あ るが，少 な い 項数 で 実際 の 撓み 形 が 十 分 近 似で ぎ る よ うに選 ぶ 必要 が あ る 。 少く
と も” に 関 し て の 幾何学的境界条件を満 す べ きで あ る 。 さ らに ，た と え ば 初項 の 選び 方 に つ い て も問題 に 応 じて

静変形問題 に お い て は 線形曲げ問題 の 解 we を，安定問題を含む場合に は座屈 モ ード，振動問題 に 関 し て は 基本

振動モ ードを選ぺ ぱ初項の み で もか なり精度 の よ い 解 が 得 ら れ る こ とが 推察 され る 。 さらに 初項以 下の 項 も
一

般

に安定問題 に は 座 屈 固有数列，そ の 他 に は 振動固有関数列 で展開す る こ とが 望 ま しい 。

　さて （33）式 を （14）式 に代入すれ ぽ，次式 よ り Cn に 関す る非線形連 立 3 次方程式が得 ら れ る か ら，そ れ を

数値的 に解 く こ とに よ つ て en が決定 し，（33）式 に 代入 すれ ば変位 u，　v，　w が 近似的に 決定さ れ る こ と に な る 。

　　　　　　　　　　　　濃
一
（Um ＋ u

・
一・ve

・
一・Wb）＝o （n ・＝1，

2
，
……）　　　　　　　 （34）

　3・7　初期 歪 分布あ る い は 初期撓み を有 す る 平 板の 歪 エ ネル ギ

　既に 平板そ の もの に 温度分布あ るい は初期歪分布 が存在す る とき，又 平板 に 初期撓 み 等 が存在す る時 は
， 以 下

の よ うに 歪 エ ネ ル ギ を考 えれ ば よ い 。

　3・　7．1　初期歪分布 が 存在する場合　初期歪が存在 し な い 時 の 歪 成分 を e＃ x ，evv，2　exv とす る と， 初期歪分布
が 存在す る とぎの 歪成分 は 次 の よ うに な る 。
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　　　　　　　　　　exxt・・：exx一εx
（o）

，　 ev．vt＝　evvr εv
（o），2 肋

！＝2　exv一γxv
（o）

従 つ て 今 ま で の 歪 エ ネ ル ギ U の 代りに 次 の 歪 ニ ネ ル ギ を考え れ ば よ い
。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ひ’＝U − 2Ut 十 Utt

た だ し

　　　　　　　　U −fff、（E1
− ’

メ）
［（ex ＝ ＋ ・

・v）
・
＋・（・一・）（・… 一・xx ・

・v）］・・d・dz

　　　　　　　　trt− fff　i（
E1
− P）

2 ［（elax →
−evv ）（εx （o）＋ Sv くo冫）＋ 2（1− 〃）勉 争勉

　　　　　　　　　　一÷嫡
… 一÷醜

… ］d・dydg

　　　　　　　　U… fff，、、
皇

、
，
）［・ex

・・1・ ・・…））… （・一・）（璽  ・… y
…）］岫 ・・

（35）

（36）

（37）

こ こ で εxco
）・evco）・γ・ v

（o） は初期歪分布 で あ り・x・y の み な らず z の 関数 で あ る
一

般 の 場合 を考 え て い る 。

　なお Utt は 既知関数 で あ る の で 変分 に 際 して は 最初か ら考慮す る必票は ない 。　u／t を さ ら に 書き直す と，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ut　F 　Utp− 　Utb　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （38）

こ こ で

　　　　　　　　　　　砺 一職 … 嗣 昭 ＠・… 一塞＋÷傷）
2

）

　　　　　　　　　　　U
・b
− E（

　　　　　　　∂2w

Mx 〔°）
；

∂x ・）　 　 　 ．　 　 　 （39）

た だ し

　　　　　　　　　　
2E

　　　　　 鷓 、蕚、
蟲 ・・… v

… ）d・

　　　　　 Nmv（o）；

　　　　　　　　　　　1、 、甕、 （e・
… ＋ ・・

・
… ）d・・　 Mv ・・ヒ 鵡1、 、i篝、 （・・

・
… ＋・

、
… ）dz

　　　　　M ・ y
… − ll、 2（

Ez1

十 ン）
r・ v

… d・

以上 の 結果を 用 い る と変分方程式 （14）は 次式 の ご と く与えられ る 。

　　　　　　　　　　δ（Um 十 Ub− 2　Vtp十2　Utb一耳厂
p
− Wb）＝o　（za，　v ，　w ）

　 3．7．2 初期撓 み の 存在す る 場合

み の 存在 し な い 歪 を exxo ，　 evvo ，2　emvo と す れ ば

e
・x ・

’
− exx

・＋
∂

論
の

籌・吻 ・

’＝：e
・tio・

∂

舞
゜

寄 ・ e…
t

− ・e・ y・＋
∂

譱
 

寄＋
∂

詬
゜

警
し た がつ て膜力に 関する歪 エ ネ ル ギ t「mt は 今 ま で の 砺 と 異な り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　［lmt＝・　Um 十 2　Ud一トUdd

こ こで

　　　　　　　　砺誠 勉 ・ ・

∂

舞
の

劉 一E傷 ＋÷（
∂w

∂x ）
21

−aal’i
°L−2i’

；
一
）

　　　　　　　　u・… E（
∂w （e

∂x

〕

劉
し た が つ て 変分方程式 は

　　　　　　　　　　　　　　δ（Umt十 Ub− 　Wp −
　Wb）諞0　（u，　v，　w ）

あ る い は

　　　　　　　　　　　δ（乙「m 一ト2Ud 十 〔ノ乙昌 十 Uv− Wp − Wb ）：＝0　（u ，
　v

，
　zσ）

U ，V に 関 して の 変分式も同様 に 次 の よ うに な る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　δ（tr  十 2 〔fd一障
P）＝0　（u ，　 v ）

Nx … − f．
hi

，， 、一ゾ
（e… ＋・εv

… ）d・・　 Nv… 一

　　　　鵡，、2（、。 の
勧

… dz

偽
・・’＝＝rc，i

（40）

（41）

初期焼 み w 〔o） の 存在す る 場 合 の 中央面 の 歪 exxot ，　 evvo
’ 2　exgot は 初期暁

（42）

（43）

（44）

（45）

（46）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（47）

こ の 平面解 は初期撓 み が 存在 しない と した時 の 解 U 　＝”
O
＋ U ＊，V ＝vO ＋ V ＊

と 次 に 示 され る初期撓み の 影響項 ” d，
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Vd の 和 と して得 られ る こ と を示す 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 oo 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　co

　　　　　　　　　　　　　　　　
墜 黒1曲 漁

＝
濯1

°・”・ 　 　 　 　 　 　 （48）

た だ し Udtt 　 Vdt は 次 の 初期歪分布を有す る平面解で あ る 。

　　　　　　　　　　ext ・°一 （
∂w （o｝

∂x ）（黌）， ・・…
一一（

∂

劣
’゚

）（笥

　　　　　　　　　　rxv・
・°・　一 ・一｛

∂

劣
の

黔＋
∂

誌）
‘
：L
°’
一゚
。
．t
．

‘

．｝　 　 　 　 ・49・

た だ し境界条件は U ＊
JV

＊
の 境界条件 と 同様 に

　　　　　　　　　　　　
Xd ＝ 0・Y

・
一゚ ・n σ

・・u
・
− O… − 0 ・n σ

・ 　 　 　 　 　 　 （50）
した が つ て面内平衡条件 を満す変位 は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 μ ＝uo 十 u
＊
十 Ud

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v ＝ v°＋ v＊
＋ Vd 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （51）

と な る 。

　 3．8　平板 の 座屈後の 問 題 の 基礎変分式

Ka 「man の e「ve以 来平板 の 大撓繝 題 の 大きな 関心 事 で あつ た報 の 座屈後 の 問驫 考え て み よ う． 平伽 座
屈後の 問題 を 論 じる と ぎも，大撓み静変形問題 の （14）式 が 使 え る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　
δ（t「・ ＋ U

厂 va
・）＝・O （・・凋 　 　 　 　 　 　 　（52）一

方平板 が 座 屈を 起す瞬間 ま で 持続 して きた純粋圧縮状態 の 基礎式 は 次に 示 され る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　δ（U・
− Wp ）一・ （u … ）　 　 　 　 　 　 　 　 （53）

した がつ て 座屈瞬間 の 変形状態 （Uo，　 Vo，　 Wo ）は

　　　　　　　　　　　　　　　　
δ（σ如一

瑞 。）一・ （u ・・v
・）　 　 　 　 　 　 　 （54）

か ら決定 され た Uo ，　 Vo を （14）式 に 代入 し て

　　　　　　　　　　　　　　　　
δ（2・U ・・。

＋ U／
w ・＋ Ub

。）−O （w 。）　 　 　 　 　 　 （55）
こ こ で 下付 き 0 は 座麗 間 まで の 歪 エ ネ ル 級 び 外力糠 を意味す る 。 さ らに ”

。 を働 で あ る と して ，w
。 に

関す る高次 エ ネ ル ギ贋 砺 o を無視すれば

　　　　　　　　　　　　　　　　
δ（2　Up ，V 。

＋ Ub
。）一・ ＠ ・）　 　 　 　 　 　 　 （56）

こ れ が 平板 の 座屈荷重値 及 び 座屈変形 を 決定す る 固有値問題 と なる 。

　平板の 変位及び面内荷重を座屈直後の （Uo ，　Vo
，
0）及び （Xe，　Vo）か ら 測つ て 各 々 （Au，　dv，　dw ），（∠1，　AP ）

とす る と 漣 屈後 の 変形状態躙 して 次 の よ うな基礎方程式が得ら摘 ． 座屈醸 ま で難 は 既 v・ （54）式を満
すもの と して 得 られ て い る の t” （dll・　A ・・　dw ）鯲 定す る に は ポ テ ン シ ・ ル エ ネ ル ギ 嗹 屈後 の 勵 ・量 衄

を考え れ ば よ い 。

　　　　　　　　　　　　　　dn 「
＝ （砺 十 〇』一鴎 ）一（〔lpe− 　Wpa）

　変分方程式は

　　　　　　　　　　　　　　　　δ∠rπ ＝0　　（∠「u，∠v，Aw ）

　（57）式を変形 させ る と結局次 の よ うに な る。

　　　　　　　　　　　　δ（Um 十 2　U μmo＋ σ，
− UアP）＝ 0　（du ，

　Av ，　Aw ）
　 た だ し

　　　σ・
一・（鷺

μ
・÷（鴛

”

）
2

）・　iT… − E（籌 ・÷（讐 ）
2

）　・・　E （N ・ ・ 1 −｝一（籍 ）り
　　　tr・・　Eb（瞥 ＞M

・… 　v
・（AX ・du）

さ らに

　　　　　　　　　　　　　　　Nx
。

一

、甕・（lltile・普）・・一

で あ る 。

（57）

（58）

（59）

（60）

　座屈後 の 問題 に お け る変分式は静変形問題 の 歪 エ ネ ル ギ に座 屈 時 の 応力と 繞み に よ る非線形項 に よ る エ ネル ギ
2 σpω o を付加 して考慮すれば よ い こ と が わ か る。
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　3・8　平板 の 非線形振動問題 の解析

　平板 の 動 的 問 題 は （2 ）式 で 与えられ る Hamilton の 原理に 立脚して静的問題 と 同様に 取扱 うこ とが で き る 。

す な わ ち ， こ れ ま で 述 べ た静的問題 の 解法 に 習い 動的問題 に お い て も平板 の 挽 み 変形 W （W ，y，　t）を同 じ平板 の

固有振動関数 の 級数 と し て与 え よ う。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 の
　　　　　　　　　　　　　　　w （x ，y ，

　t）＝Σ】en （t）Wn （x ，　y）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ”1

した が つ て （2 ）式 を よ り具体的 に 書 くとす る と，次 の 連立非線形常微分方程式が 得 られ る 。

　　　　　　　　苦（
∂T
∂tin）・謝（Um ＋ 賜一馬 一vrb）＝：・ （n ・＝・… ……

）

こ の 式 の 左辺 の 第 2 項は （34）式 の 左 辺 の 項 と時間の 変数 を 含む 点 を 除け ば 全 く同 じ で あ り，従つ て

　　　　　　　　　　　　　　　鱗 ・
一一

∬子鋤 岫

と お くと

　　　　　　　　・蕩嚇 ＋謠（Um 十 Ub一稀厂

p
− X厂

b）＝0　　（n ； 1，2，
・・・…）

（61）

（62）

（63）

（64）

が そ の 運動方程式 と なる 。 こ の よ うに し て 得 られ る多自由度質点
一バ ネ系 の 非線形振動を

一
般的 に 論ず る こ と は

現在 の と こ ろ困難 で あ る が，そ の 第
一

近似解に つ い て は か な り研究が行なわ れ て お り，標準的な振勦学 の 本を参

照すれば よ い 。

4　本解析法に お ける有 限要 素法 の応用

　以上 に お い て 述 べ て ぎた 事柄は，K ．　Marguerre そ の 他が矩形板 の 座屈後の 挙動 を 取扱 う場合に 用 い た方法を

拡張 した もの に 過 ぎない 。 しか し なが ら，形状，荷重分布，境界条件を任意に 与 え る場合，以 上 の 解析 的 手法 は

忽ち 大 きな困難 に 当面す る 。 す な わ ち

　（1） 基本 と なる線形解 ；が
，

vO

　（2 ） 平板 の 曲げ問題及 び 平板の 撓み振動 や座屈 の 固有関数 の 決定 （つ ま り Wn の 決定）

　（3 ） 膜応力解 Utj （x ，　y），　 Vtj（x ，　y） の 実用 的決定

な ど，どれを取 て も従来 の 方法で は高精度の 近似解を求め る こ とが比較的困難 で あつ た が，我 々 は 有限要素法を

使用 し て 以上 の 諸問題 の 解析を行な う。 （1） と （3 ）に 関 し て は 平面問題 に つ い て の 有限要素法 の 手法 が 完成さ

れ て い るの で
，

こ れ を用 い れ ば よい e （2 ）に 関 して は筆者等は Reyleigh−Ritz法 もし くは Reyleigh −Ritz 法と

有限要素法を 結合 させ て 解析 を 行 う方法を提案 して い る。 こ の と き歪 エ ネ ル ギ に 関す る二 重積分を線積分 に 変換

す る 公式を用 い て計算時間の 短縮を考え た。

5　平 板 の 大 撓み に 関する諸問題 の第一近似解

　平板 の 幾何学的非線形性 に関す る諸問題 は，第 2
』
節 に述べ た様な

一
般的解析法に よ り究明され るわ け で あ る

が，一
般に そ の 解析 は 容易 で な い 。 しか しなが ら平板に 起 る変形がそ れ程大きくな い 問は そ の 変形状態 は 微小変

形 の 範囲 内 で 求 め ら れ た 撓 み と相 似で あ る と考 え る こ とが で き よ う。 こ の 物理的な議論を数式的に 解釈すれ ば変

位関数 （65）式 に お い て初項の み を とつ て次の 形に 仮定する こ とを意味す る 。

　　　　　　　　　　　　　　　 u （x ，y ）・．　zae　（x，　y）十 c
；

2ullCPt ，　y）

　　　　　　　　　　　　　　　 び（X，　y）　＝ v
°

（X，y ）＋ Ct2Vll （X ，y）

　　　　　　　　　　　　　　　 w （x，y）＝elWl （x ，　y）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（65）

以 下 諸問題に 対す る 第
一

次近似解 を 求め る こ と に す る 。

　 5．1 静変形 の 第
一次 近似式

　 こ の とき Wl は平板曲げ の 線形解 で あ る 。

　（65）式を （34）式に 代入 す る と，各 エ ネ ル ギ項 は 次の よ うに 表示 で きる。

　　　　　　砺 一・傷）一・（
∂＃

o

∂x ）・ ・畷噐 ・黔一）・ ・耀 機・）

　　　　　　u
… U − E（｛謬・÷（劉 り一畷噐 ・÷（咢）り＋ e・

4E （鬻
1
÷（咎）

2

）
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平板 の 幾何学的非線形 問 題 の 一解 法 （1 ）

　　　　　　砺 一 畷÷僻）
2

）・u
・

＝＝・1咲夥う
　　　　　　 Wp ＝　Vl（x ； u ）　＝｝Vl（X ； ue ）十 ei2　Vi（刃 ；Ul1），耽 崙 ％＠）＝ ・ CI　Vb（Wl ）

ま た 次 の 関 係式が 得 られ る
。

　　　　　・E（器制 ・・E（詈 ・÷（劉 一 ・E（砺 ・嬲 一脳 1 ・・

以上 の 記号 を用 い る と静変形 の 変分式 （34）式 は 次 の ように な る 。

　　　4E （鴛
正

＋ 1（Y／i

）
2

）CtS −←2［Eb（零欝）− Vl（」暫IUII ）
一トV2（rll・翻）］el ＋ V （OP1）− 0
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（66＞

（67＞

（68）

　 5．2 座一屈 後 の 問 題

　 （65）式 と 同様に 座屈後 の 変位増加 d＃，Av，　 Aw は 次 の よ 5に 表 示 で きる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　Au （x ，　Y）　＝uo （x ，　y）十 ei2uli （＝，　y）

　　　　　　　　　　　　　　　　dv （X ，y）＝VO（X ，　y ）十 C12Vll （X，　y）

　　　　　　　　　　　　　　　　Aw （x ，　y）＝elwl （x ，　y）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（69）
こ こ で dw の 第 1 次近似 と して Wl は 座屈波形を と り， （59）式 を 考える 。

　　　　　　　　　　t…C・
・　・（N … ÷（響）

2

）＝・　c ・

・E（Nx ・ ・÷（塾）
2

）　 　 （・・）

Wl が座屈波形 であ る の で （56）式 を 満す 。 従つ て

　　　　　　　　　　　　　　Eb（
∂2w1

∂x2 ）＋ 2E（Nx ・ 1÷（讐）
2

）　…　　　　　　　 （7・）

し た が っ て

　　　　　　　・E（砦
1
＋ 擔

・

）
2

）c・＋・・− Vi（AX ・・　・
，、）・ 隅 ・蝋 一・ 　 　 （72）

書 き直す と

　　　　　　　　　　　　　　鍔 嵳鰭 鰯
の

　 　
（73・

Vl（dX ； Ull ）及 び 脆 （Xn ；∠の は 各 々 座屈後 の 外荷重増加及 び 面内強制変位増加 と 比例す る 項 で あ る の で ， 上

式 は 平板 が 座屈後 で もそ の 撹 み は 弾徃座屈波形と相似 で あ る と い う仮定 の 下 に ，任意形状，任意境界条件 の 平板
の 座屈後の 焼 み の 平方は ，加わ る 外荷重増 加 あ る い は 面内強制変位 に 対 して 比 例す る とい う こ とを示 して い る。

これ は吉識教授 が矩形板の 座屈値決定法 と して 提案され た P一δ2 法 の 初期撹み の ない 場合に つ い て の 証明 の
一

般化で あ る 。

　5・3 初 期擁み を有す る平板 の 座屈曲げ問題

　座屈以 前 も考慮す る た め （59）式の 代 りに （14）式 を使 う。 面内外荷重 の み を考え る の で ，VVb　・・ O で あ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（Um
’一

トUb一脚rp）＝ 0

あ る い は

　　　　　　　　　　　　δ（Um 十2 妬 十 Udd十 Clb− 　VVp）＝0　（u ，　v ，　w ）　　　　　　　　　　　　　 （74）

ただ し （74）式 の U／m は 初期撓みの 存在し な い 場合 の 膜応力状態 の 歪 エ ネ ル ギ で あ る 。

　平面問題を解 くこ と に よ り， 次 の 解が得られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　u ＝ uo 十 e12UH 十 CIUdl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　v ＝vo −｝−c12Vll 十 c1Vdl　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（75）

す で に 変位 （ue ，　v
°

），（Un ，　Vll ），＠α1，噸 ） が 各 ft
　q面内．

OSP 衡条件及 び 境界条件を満 して い る こ とを利用す る と

最終的に 初期撓み を有す る平板の 座屈曲げ の 第 1 次近次 は 次 の よ うに な る 。

　　　　　4E （讐 ・÷（籌）
2

）c ・

・
＋ ・・（砦・ ・÷（黝  

∂

鍔
｝

讐）c1
・

　　　　　　・ ・回醫畏）・ ・（砦
1

・
∂

劣
の

黔）一呱 ・
・1）・ 脳 1 ・の］Cl

　　　　　　
− v・（x ；Udl）＋ v2（x ・d ；の＝o 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （76）
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5・4 初期撓み を有す る平板 の 飛び移り問題

　5・3 の 初期焼み を有 す る平板 の 座 屈 曲げ 問題 と 同様に 取扱 うこ と が で き る が，（14）式 に お い て こ の 場合 は 面

内外荷重を 考えない の で pmp＝　O と な る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　耳「』．＝Cl　vrb（Wl ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（77）

で あ る の で
， 結局飛び移りの 第1 近似は 以下 の よ うに な る

。

　　　　　　・・（鷺
・
＋ 膿

・

）
2

）c・… E（笥
ユ

＋ 1（讐）
2

・
・∂誇

’

絵）c・

・

　　　　　　　・ ・回鶚）・・（
∂

艶 響 籌）］・
一胴 一・ 　 　 　 （・・）

　5．5 熱 変 形 問 題

　平板が温度分布 丁（X ，y，　Z）を受け る場合，そ の 初期歪分布は 次式 で 与えられ る。

　　　　　　　　　　　　　　　εx
〔o，＝α T，Sv （o）＝α T，γxv

（o）＝＝ O　　　　　　　　　　　　　　　　　 （79）

こ の と きの 平面問題 の 解は （65）式 の よ うに 得 られ る 。

（39）式に （65）式の 関係を代入 す る と熱変形問題 の 第 1次近似式 は 次 の よ うに な る 。

　　　　　　　　　・・惚 ＋÷（鷺う
2

）… ＋ ・［・・＠… 鴇
1

＋ 1醗）
2

）

　　　　　　　　　　・ E
・（

∂2Wt

∂x2 ）］e ・
一・・（Mx … 嘉 ）一・ 　 　 　 　 　 （・・）

　以 上 い ず れ の 問 題 も平衡方程式 ∂ff1∂Cl ・＝ o は Ct に 関 す る 3次方程式 で あ る の で et は 3 つ の 根をもち，そ の

うち実恨が 平衡状態を示す 。 さらに そ の 平衡状態の 安定，不安定を論ず る場合に は
，

∂211f ∂Ct2 を求め て そ の 正，

0，負 に従 い ，安定平衡 中立平衡 不安定平衡 の い ず れ か で あ る か が決定で ぎ る 。 こ れ ら の 詳細は，具体的 な

解析例に 基 づ い て 次報に 述べ る こ と に す る 。

6　結 論

　平板の 大燒み 諸問題 に 対す る一
解法 と して，平板 の 座屈後の問題 に お い て K ・Marguerre ，　 E・Trefftz等 の 提

案し た方法を著者等は 変分原理 に 基 づ き拡張 した 。 従来面内変位 u・v あ るい は Airy の 応力関数 F は 面内 の 平

衡方程式あ る い は 適合条件式の微分方程式を解い て い た た め，複雑 な形状及 び 境界条件を 有す る 平板 で は 得 る こ

とは 困難 で あつ た が，こ れ を初期歪問題 に 変換 し，有限要素法 を 用 い る こ とに よ り解決 し た 。 さらに エ ネ ル ギ 的

な考察の 利点 と し て 以下 の 諸問題 に 統
一的 に 取 り扱 う こ と が で ぎる よ うに なつ た 。 つ ま り，（1）平板 の 大撓 み 静

変形問題 ， （2）平板 の 座屈後問題，（3）初期磽み を有す る座屈曲げあ るい は飛 び 移 り問題 ， （4）初期歪 分布あ る

い は 温度分布を有す る大撓 み 諸 問題 （熱座屈等を含む），（5）動的非線形問題 （大擁み振動あ る い は 動的安定問

題）等 々
， さ ら に は曲面板等の 大繞み 諸問題 も同様 に 考 え る こ と が で き る 。 本報告に お い て は 平板 の 大撓み 問題

の
一

般論を述べ た が，次報以下 に そ の 安定問題 の 詳細 と解析の 例を示 す こ とに す る 。

　最後 に 本論文 を 書 くに あた りご援助 と ご助言 を い た だ い た 東大藤 田教授，吉田助教授 に 感謝い た し ます。

参　考　文　献

）

）

）

）

1234

）5

K．Washizu ：
“Variational　Methods 　i皿 Elasticity　and 　Plasticity” ，　 Pergamon 　Press，　 N ．　Y ．（1968）

V ．V ．　Belotin二“Dynamic 　Stability　of 　Elastic　System”

，　 Holden−Day ，　 S．　F．（1966）

山本，近藤 ：
“

水 圧 と軸力 を受 け る 平板
”

，造船協会論文集 118号 （1965）
吉識，川井，吉村 ：

“
マ ト リ ッ ク ス 法 に よ る 船体構 造 解 析 に 関 す る 研 究 （エ ），（皿 ）， （皿 ）

”
，造船協 会論 文

集第 120，121，123 号

吉識，川井，吉村，大坪 ：
‘‘

平板 の 曲 げ，振動 お よ び 座屈 問題 に 対す るエネ ル ギ ー法 の 一般的 適 用 法 VCつ

い て （1）， （1 ）， （皿 ）
”

，造船協会論文集第 117
，
118

，
123 号

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


