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Summary

　Many 　authors ，　Yamamoto 　et 　aL1 ），　Byskov2 ｝，Rao　et　al．3｝，　Walsh4 ），　Tong 　et 　al．fi），　etc ．have 　discussed　the

availability 　of 且nite 　element 　methods 　to　the　calculation 　of 　stress 　intensity　factors　of 　cracked 　plates．

Some　of 　them 　successfully 　tried　the　use 　of 　special 丘nite 　elements 　at 　the　crack −tip−region 　in　order

to　obtain 　 a 　higher　 accuracy ．　 But　these 　 are 　 not 　always 　very 　easy 　to　apply 　to　the 　practical　prDblems

because 　 of 　the 　 complexity 　of 　 calculation 　modeLs ．　 The 　present　paper 　 surveys 　 some 　general 　relatiens

among 　 variables 　in 五nite 　 elements ，　 and 　proposes 　 a 　 substructure 　 model ，　 as 　 a　 general　 extelltion 　of

Walsh ’
s　method ，　 which 　has 　a 　large　liberty　of 　choosing 　crack −tip−element 　characteristics 　 and 　 reduces

the 　dimension 　ef 　stiffness 　matrix ．　 Some 　 simple 　 numerical 　examples 　are 　give職 to　verify 　the 　uti 正ities

of 　this　 model 　and 　to　examine 　the　in且ue 【1ce 　factors　to　the　accuracy 　of 　solutiolls．

1　 緒 言

　構造物 の 破壊 に 対す る安全 性評価の 手段 と し て，線型破壊力学 の 手法が今日広 く適用 され て い るが ， 特に 破裏

の 進行を支配す る パ ラ メ
ー

タ と し て ， き裂先端 の 特異 な応力歪 分 布 を 特徴づ け る 「応力拡大係数 」 が，数多 くの

解析の 対象とさ れ ， 複雑な構造物の 疲労， 脆性破壊な どへ の 応用も広く試み られ て い る 。

　感力拡大係数を求 め る 計算 は 普通 の
一

般的な応力計算 と本質的 に異な る もの で は ない
。 しか し き裂の先端と い

う特 異 な 幾 何 学 的 条 件 と こ れ に伴 う応 力分 布 の 特異性 の た め に ，具 体的 な数値計算，特 に 今 日広 く用 い られ て い

る有限要素法計算 に あた っ て い ろ い ろ な工 夫 が必要 とな っ て 来 る。

　有限要素法に よ る 応力拡大係数の 計算 は ，既 に 山本 ら
1）

，
Byskov2 〕，　 Rao ら

s）
，
　 Walshi｝

，
　 Tong ら

51
た ど に ょ

っ て数多く試み られて い る が，こ こ で は特 に複雑な構造物 へ の 適用 に おけ る汎用性，計算モ デル の 任意性の 両面

で有利 で あ る と考えられ る， Walsh の 方法を
一

般化 した，特異要素を含 ん だ サ プ ス トラ ク チ ャ
ー− ig用い る方法

に つ い て論 じ，い くつ か の 例 題 の 計算例 に よ り，解 の 計算精度 へ 影響す る諸要因 に つ い て 検討 し た 。

　Walsh の 方法は ， 特異要素か ら成 る inner　region お よび そ の まわ りの outer 　region の 二 重構造を持 つ サ ブ

ス ト ラ ク チ ャ
ーを 用い る点 に 特徴があ る が，こ の よ うなサ ブ ス ト ラ ク チ ャ

ーは 要素表現 の 変数間の 関係式 に つ い

て の 考察か ら，よ り
一

般的に 広 く多 くの 問題へ の 適用 の 可能性を 持 っ て お り，こ こ で は 特 に そ の 応力拡大係数 の

解析へ の応用に つ い て論ず る。

2 サ
’
ブス トラクチ ャ

ーを用い る有 限要素 法解 析

構造物がそ の 中に あ る特異な力学的特性を持つ 部分 を 含ん で い る 場合，通常の 有限要素法 を そ の まま適用す る

＊
　日 本鋼管（株）技術研究 所
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の は 精度向上 と計算時間短縮 の 両面 で 必 ず し も有利で は な い
。 特異な部分を含む領域を 1 つ の サ プ ス トラ ク チ ャ

ーと して解析し．後で 他 の 通常的な部分との 接合体 と して 解析す る とい う手法が，特 に 複雑な構造物 の 場 合 ， 汎

用 性 の 面で有利とな る 。

　サ ブ ス トラ ク チ ャ
ーの 設定その もの は，大型構造物 の 応力解析 に用 い られ るブ ロ ッ ク 分け の 手法 と特 に か わ る

も の で は な い 。 しか しサ ブ ス トラ クチ ャ
ーが 周囲の 他 の 領域 と異な る特性 を 持つ 要素を含む 場合 は ，そ の 解析法

に つ い て 特別 な 考 察 検 討 が必 要 に な る 。 単 な る ブ ロ ッ ク分け と異 な る こ の よ うな サ ブ ス ト ラ ク チ ャ
ーを ，

こ こ で

は 「特異性 を 含む サ ブ ス ト ラ ク チ ャ
ー

」 と よ び ， 区別す る こ ととす る 。

　こ の よ うなサ ブ ス ト ラ ク チ ャ
ーは ，単に 1個 の 特異要素 か ら成 る場合もあり， Walsh が用 い た よ うに 特 異 要

素とこ れをとり巻 く通常要素と の 二 重構造の モ デル
， 更に安藤

13｝が用い た 通常要素の 集合体 で 解析解 の 重ね合せ

をあ る領域 に 限 っ た も の，な ど多くの 種類が あ るが，こ こ で は まず ， サ プ ス トラ クチ ャ
ー

の 解析 の 基礎 とな る，

あ る 1 つ の 境界の 内外 に お け る変数間 の
一

般的諸関係式 に つ い て 考察す る。

　Fig．1 に 示 す よ うに 解 くべ き構造物 の 系 を境界1「に よ り Vo と Vl とに 分け る 。
7

。 は 構 造物 の 大部分を占め

　　　　　　　　　　　　　　　　　　る ペ ース となる 通常的な要素 の 集合体で あ り， そ の 境 界 に 変位規定 の
　 　 　 　 　 　 　 　 ST
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Su

， 表面力規定 の Sr を持つ もの とす る 。
　 Vt は 構造物 の あ る部 分 に 存

　　　　 　　　　　在す る特異な力学的特性 を持っ た領域で あ る。 この よ うな 2 つ の 部分 の

　 　 　 　
　　　　 　　　　　接合全体の 系 を 解 くに は ，次 の よ うな 解析の 手 続きが 必 要 で あ る 。

　　　　 　　　　　（1） 通常的な領域 Vo で の 変形状態 を 表現 す る独 立 変数 を 定め，V
。

　　　　 　　　　　の み に お け る（r を含 め て ），最小化又は よ り一般的に停留化すぺ き汎関
　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　数 の 表現式を求め る 。

Fi9・1
　

Do 「nain
　
with

　
a
　
Sub −St「uctu 「e　（2） 特異な領域 Vl で の 変形状態を表現す る 独立変数 を定 め ，　Vtの

み に おける（r を含め て）， 最小化 又 は 停留化すぺ き汎関数 の 表現式 を求め る 。

　（3）　 Vo と γt との接続 に お け る 適合条件を 求め る 。

一
般 に 両者 に お け る 独立変数間の 拘 束条件と して 表現

さ れ る が ， その 特別 な場合と し て，ある い くつ か の 独立 変数が 両者 で 共 有 さ れ る場 合が ある 。

　（4 ）　V
。，Vl お の お の で 規定 さ れ る汎関数 の 総和を，全体の 系で の 汎関数 と し て 最小化又は 停留化 さ せ る条

件が解を与え る基礎方程式となる 。

　これ らの 解析の 手続 きの 中で ，サ ブ ス トラ ク チ ャ
ーを用い る解析に特有なの は （2 ）， （3 ），（4 ）で ある が，特 に

（3 ）は ， サ プ ス ｝ラ ク チ ャ
ーの 性格を特徴づ け るの み ならず ， （2 ）に お け る 特異要紊 を含 む領域 の 汎関数の 設定

に も考慮すべ き条件 で あ り，こ れを中心 と して 議論 を進め る こ とに す る 。

　い ま Vo
，

．
　Vt に 共通な 独立変数が存在する場合 を考える 。 こ の 共通な変数 を 列ベ ク トル ｛4r｝で あ らわ し，　 V’Te

，

巧 に お け る それ以外 の 独立変数 を それぞれ ｛ao｝， ｛q1｝とす る 。　 V／e ，　 Yl それぞれ で 最小化又 は停留化すべ き汎関

数を それぞれ llo，　nt とす る と，　nroは ｛qo｝｛qr｝に よ り，
　 nl は ｛ar｝｛qi｝に よ り表現され る こ ととな る 。 変位

法で は こ れ ら独 立 変数 と し て 節 点 変位 を とる が，一
般的 に は 必ず し もそ うで ない 。 δ で 微小変動 ， 右上 添字 T で

ベ ク トル 又 は 行列 の 転置を あらわ す こ と とすれ ば ，

　　　　　　　　　　　　　　・a
・

一 ｛副 笥｝・ ｛嗣 馨静｝　 　 　 （・）

　　　　　　　　　　　　　・嗣 ・q ・｝
T

｛
∂ノ71
∂qr ｝・ ｛・al｝・｛誰｝　 　 　 （・）

が 成立 つ 。 こ こ で ｛∂no ／∂qo｝な どは，例えぽ π o を ｛40｝の 各成分 で偏微分 した もの を 並ぺ た 列ベ ク トル で あ

る 。 全体の 系で 最小化又は 停留化すぺ き汎関数 n ＝ffo＋π 1 は 結局 ｛ao｝， ｛qr｝， ｛ql｝で 表現 され，

　　　　　　　　　　　δa − ｛δ・・｝・｛器｝＋ ｛δ・r ｝
・

｛募｝＋ ｛δ・・｝
・

｛器｝　　　　 （・）

変分原理 に よ り　
6）任意 の ｛δqo｝，｛δar｝，｛δqt｝　tlこ対 し δnr＝ δ∬ 。十 liπ i

＝ O と な る た め に は，式 （1），（2 ），（3 ）を

考慮する と，

　　　　　　　　　　　　　　　｛
∂a
∂qo ｝

一｛翳｝一・ 　 　 　 　 　 （・・

　　　　　　　　　　　　　　　｛
∂n
∂qr ｝一｛劉 ・驃 ｝一・ 　 　 　 　 （・・）
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　　　　　　　　　　　　　　　｛
∂17
∂q1 ｝

一｛咢｝一 ・ 　 　 　 　 　 （4b ）

な る関 係式が与 え ら れ，こ tzh： Vo
，
　 Vl の 両者を接合 し た全体 の 系 で の 解を求 め る 基礎方程式 となる 。

　次 に ％ お け る独立変数 の
一

部 ｛9r｝と，　 Vl に お け る独 立 変数 ｛9i｝との 間 に ， ある マ ト リッ ク ス 匚H ］に ょ

る次 の よ うな拘束条件があ る 場合 に つ い て 考 え る ［Appendix 　1コ。

　　　　　　　　　　　　 ｛qr｝ニ［H ］｛9t｝ 従 っ て 　｛δqr｝＝［H ］｛δqi｝

　 こ の 場合，式 （1），（2 ）は （5 ）に よ り次式 の よ うに 変形され る 。

　　　　　　　　　　　　・嗣 姻 咢｝・ ｛・・ ｝
・
田 コ

・

｛
∂llo
∂qr ｝

　　　　　　　　　　　　・171−　｛δq・｝
・
［H コ

・

｛番｝・ ｛・qr｝
・

｛暑｝
　従 っ て，ll＝nro十 llt は ｛40｝， ｛91｝ の み に よる 表現が可能とな り，δa ＝O の 条件 は，

　　　　　　　　　　　　　　　　｛署 ト｛器 ｝一 ・

　　　　　　　　　　　　器 一 ［H コ
・

（｛誰｝・｛纂｝）・｛咢｝一 ・

とな り，
こ れが （4 ）， （4a），（4　b）に か わ っ て 解を求め るた め の 基礎方程式とな る。

　［H ］の 逆行列［H
−t
］が存在す る場 合は，｛al｝が ｛qr ｝

相当す る 行列 の み が存在す る場 合 の 解析を行 っ て い る ［Appendix　1コ）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ｛qi｝　＝＝［H
−1
］｛qr｝

　こ の と き，r7・＝・Uo十171 は ｛90｝， ｛qr｝の み に よ り表現 出来 て ，

　　　　　　　　　　　　　　　　｛
∂∬

∂qo｝儲 ｝一・

　　　　　　　　　　｛
∂u

｝一｛処 ｝＋｛亟 ｝＋ 匚H
−

・
コ
T

｛璽 ｝一 ・

とな っ て，事実上，

（5 ）

（6 ）

（7）

（8）

（8a ）

に よ り次 の よ うに表現 され る （Tong ら
のは 匚H

『i
］ に

　　　　　　　　　　　　　　　　（9 ）

同様 の 式変形 に よ り δll・＝O の条件 は ，

　　∂qr　　　 ∂qr　　　 ∂9r　　　　　　　 ∂91

Ve に お け る 独立変数 の み に よ っ て ，基礎方程式が表現 出来 る こ ととなる 。

（10）

（10a）

　拘束条件と して は ，更に
一

般的ない ろ い ろ な与 え方が 可能 で あ るが ，い ずれも独立 変数 と最小化又 は 停留化す

べ ぎ汎関数を適当に選択す る こ とに よ り，上 記 と 同様な定式化 を行い、基礎方程式が得られ る こ ととなる。

3　応 力拡大 係数の 計算 へ の 応 用

　応力拡大係数の計算は，き裂先端近傍の 特異 な力学的応答特性を解析の 対象 と して お り，複雑 な大型構造物中

の き裂 の 場 合 に ，前章 に 述べ た サ プ ス ト ラ ク チ ャ
ーを 用 い る手法が有効 とな る 。

　き裂先端領域に特異な要素を設定して応力拡大係数の解析を試みた例は ，
Byskov2 ）

，
　 Rao ら

s｝，　 Tong ら
E）な

どがあ り， 二 重構造 の 要素集合体 で こ こ に 取扱 うサ プ ス ト ラ ク チ ャ
ーに よ る解析を試 み た 例 と し て WalshD が

数 え られ る 。
Fig・2 に ，使用 された 特異要素 の 形状を示す 。　Byskov らの モ デ ル で は ， 節点変位 の 自由度が 8 で

あり，こ れ と同数 の 独立変数 （剛体変位 3 ＋平均定応力 3

十応力拡大係数 2 で 合計8 ） を用 い た 解析 が な されて い

る 。
Rao ら お よび Tong らは そ れ ぞ れ 変位法 お よび Pian

の 方法を ベ ース と して ， き裂先端応力の 高次 の 解析解を用

い て 独立変数の 数を ふ や し，こ れ に 対応 して 節点変位の 自

由度の よ り大きい モ デル を使用 し て い る。
こ れ に 対 し，

Wa 王sh は節点変位の 自由度 の 大 きい モ デ ル を 使 用 し て い

＜］
Byskov

○ 冂
Rqo WalshRTor

刈etal

Fig．2　Some　Examples 　 of 　Special　Elements

る に も拘 らず，変形条件 を 表現す る 独立変数 の 数を 5 個 （剛体変位 3 ＋応力拡大係数 2 ）しか と っ て い ない の が

特徴的で ある。

　前 三 者 と Walsh との 差異は ， 前章で述べ た 拘束を表現す る マ ト リ ヅ クス 匚H ］が逆 行 列 を持つ か 否か の ちが

い に 対応す る 。 前 三 者 は 〔H ］の 逆行列又 は こ れ に 対応す る マ ト リ ッ ク ス に よ り特異要素の パ ラ メ ー− Ptを全 て 節点

変位 で 表現 し通常的な部分に お け る解析をそ の まま延長 し た 手法を用い て い る 。 こ れに 対 し， Walsh は 特異要

N 工工
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素の パ ラ メ ー
タ その もの に よ る解析を 行 っ た た め，特異要素の 外側に 更に

一層 の 通常要素 を 設定 した 要素集合 体

の 剛性 マ ト リ ッ ク ス を議論す る こ と と な っ て い る 。
Walsh の 計算法そ の もの で は，独立 変数の 数 が少な すぎ る

きら い があ り， 精度 の 面 で 不 満足な結果 とな る場合もあ る が，Ra 。 らや Tong ら 淋結 果的に 用い て い る解析解

の 極 め て 高次な項をとる 手法 も必ず し も使 い やす い とは い えな い 。 それ故，前章で 述べ た よ うな，要素 の 独立変

数の 数お よび変数間 の 拘束条件を自由に えらぺ る サ ブ ス ト ラ ク チ †
一法に よ る解析を試み ， そ の 有用性を確め る

こ と と した 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．3に ，本報告で の 計算に 用 い た サ プ ス トラ ク チ ャ
ーの モ デル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を示 す 。 境界 「 o の 外側 は 構造物 の 大部分を占あ る べ 一ス となる
　 　 　 lDOmain　ot　 Regular 　 Elements ［

CraCk

Fig．3　A 　Sub−Structure　Mode1

ある 適当な項数 ま で の式を 用 い ，各項 の 係数を 独立 変数と して と り，

re 間 の 領域で の 変形状態を 表現す る独立変数 を 3 つ の グ ル ープ ｛β｝，｛ql｝，｛qr｝とに 分け，

の 間 に 次 の よ うな拘束条件下 に あ る とす る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛β｝＝［H ］｛α ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

　ま た ｛qr｝Ot　「o の 外側 の 領域と共通の 独立変数 で あ り，｛qi｝は 何らの 拘束を受けない もの とする 。
「o の 外

．側の 領域 で の 独立変数 で ｛qr｝以外 の もの を ｛qo｝とあらわす 。 今 ， 薮 の 内部領域で 最小化又 は停留 化 すぺ き汎

関数 na を ｛α ｝の み で 表現 し ，
厂 1，　ro 間の 領域 で の 汎関数 　ll

， を ｛β｝，｛ql｝，｛qr｝で表現 し，1「o の 外側 の 領

域 で の 汎関数　lloを ｛qr｝，｛qe｝で 表現す る こ と が 出来 る と すれば，前章で の 議論，お よび式 （11）よ り，全体の

系で 最小化又 は 停留化すべ き汎関数 π ＝π o十〇
，十ffaは 結局 ｛q。｝，｛qr｝，｛qt｝，｛α ｝を 独立 変数と し て ，次 の

よ うな式が成立 つ こ ととなる。

　　　　　　　　　　　　　　　｛器ト｛雅｝一 。　　　　　　　　　 （・2）

　　　　　　　　　　　　　　　｛幕｝＝＝ ｛
∂llo

∂4r ｝・｛幕 ｝一・　　　　　　 （・2 ・）

　　　　　　　　　　　　　　　｛
∂n

∂ql｝一｛筈 ｝一・ 　 　 　 　 　 （・2b）

　　　　　　　　　　　　　　　｛
∂n

∂a ｝一［H ］
・

｛咢｝＋｛
∂

芻｝一。　　　　　 （・2 ・）

通 常要素 の 集合体，「
。 の 内側 は 通 常要素 と特 異要素の 混合 した サ

プ ス トラ ク チ ャ
ーで ある 。 サ ブ ス トラ ク チ ャ

ー
の 内部を更 に 2 つ に

分け ， き裂先端を含む境界 「
， （点線）の 内側が特異要素，

「
，
の 外側

は 厂 o の 外側 と 同様 の 通 常要素 で あ る 。
「

， と 「
， の 形状 お よび r

。，

「 1 間 の 要素分割 は全 く任意で あ るが，た だ 1 つ 「 o と 「 1 が共有点

を持た ない よ うに す る方 が汎用性 の 点 で有利で ある。
1「

、 内に どの

よ うな要素を 用 い て も
一旦 これ を 通常要素で 包ん だ 形 で解析 して お

けば ， 他の 部分との 接合が問題な く出来る 。

　特異要素で の 変形状態 の 表現 に は き裂 に 関す る 弾性論 の 解析解の

　　　　　　　　　　　 こ こで ｛Ct ｝とあらわす こ と とする 。
「 t，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛β｝は ，｛α ｝と

一般 に lle，　llb 「r。は そ れ ぞ れ の 独 立 変数 の 2 次式 と し て 対称 行 列 ［K ］， ［L ］， ［M ］に よ り次の よ うに 表現

され るη
。

　　　　　　　　　… 　・｛qer，　arr｝（S・
［無 需］｛郭｝一｛跨｝）　　　　 （・3）

　　　　　　　　一 娼 び・（÷｛籌釜峯i慵ト馴）　 陶

　　　　　　　　　　　　　　n ・
一｛・ ｝

・

（÷［M コ｛・ H 初 　 　 　 　 　 （13b）

　こ こ で Kee， …，
Lrr

，
…は それぞれ ［K ］， ［Lコの 部分行列で あり，右上添字 丁 は 行列又は ベ ク トル の 転置をあら ．a

わ し，Pe
，
　Pr

，
　Qr，

　Qs，
　Qp，

　Ra は 独立変数と関係の ない ベ ク トル をあらわ す。 又 ， 行列 の 対称性に よ り，　 Kor ＝

KroT な どが成立 つ
。
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　それ故 ， （12）， （12a ）， （12b ）， （12c ）お よび （13）， （13　a ）， （13　b）を総合す る と ， 次 の よ うな解を求め る た め

の 基礎方程 式 が 得 られ る 。

［マ
0000r

「

瓦

飾

oo000

「
」

　

十

111鮒 急1
：」1訓1：1
0　 　　 0　　 　 　　 0

乙r’　 Lrt　　　 LrpH

L
匸r 　 Lll　　　 LlβU

ー
1

「1
ー

偽

卯

91

α

ー
1
1
」

8rL
。

解 翻
（14）

　　　　　　　　　　　　　　OHTLPr 　 H 「LPi　 HTLpprr十 M

　こ の 式 （14）の 第 1項 と第 2項 は サ ブ ス トラ ク チ ャ
・一以外の 部分の 解析か ら求め られ ， 第 3項 と第 4 項 とが こ

こで 問題 とす る サ プ ス ト ラ ク チ ャ
ーの 解析 で 得られ る部分 で あ り，その 総和が 0 となる条件 よ り全 て の 変数を 決

定す る 方程式が得られ る こ と とな る 。

4　数値計算例 お よび 考 察

　前章 ま で の 理論 に 基づ ぎ計算 を 行 っ た 例 を示 す 。
Fig・3 に 示 し た サ ブ ス ト ラ ク チ ャ

ーの モ デ ル を 使用 し て ， ろ
の 外側 （「。 の 外側 も含む ）の 通常要素の 特性 を，次の 2 通 りに か えた 場合に つ い て ， それぞれ計算を試み た 。

　（1） Pian の 1 次の 混合要素
s♪・9》（Fig．4，5，7 で の 記号 ： P ）

　（2 ） 等歪要素，但 し 四 角形要素は 三 角形要素 を 4 個集め た もの （Figs．4，5，7 で の 記号 ：Q）

　特異要素の 特性 と して ，解析解 を 出来 る だ け高次 の 項 ま で とれ ば 精度向 上 出来 る こ と が， Rao らや Tong ら

の 計算結果 か ら も十 分推定出来る が，こ こ で は サ ブ ス ト ラ ク チ ャ
ーを用 い る手法自体 の チ ェ ッ ク を 目的 とし て，

Walsh が用 い た 5 つ の パ ラ メ ータIC　1つ 加えた次 の 6 個 の 独立変数をとる こ と と した 。

　　　　　　　　　　　　　　 ｛ev ｝
T ＝｛1）1，　D2，ω ，　KI，　K ∬ ，σ

且

゜
｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

　Dl
，
1）2，

ω は 剛 体変位 の 平行移動 お よび 回転 の 3 成 分，　 K ，Kif は 応力拡大係数 。
σ 1 は き裂 と平 行方向の 応 か

で ある 。 こ れに よ っ て特異要素内 の 点 に お け る応力，歪変位が全 て 表現 出 来 る 。 特異 要 素 に お い て最小 化 又 は 惇

留化す べ き汎関 数 を 求め るた め の エ ネ ル ギ ー積分は ，仮想仕事 の 原 理 を 用 い て 線積分 で も面積分 で も可能 で あ

り，ど ちらも同 じ答を 与 え る 。

　特異要素境界に お け る変数変換 マ ト リ ッ ク ス ［H ］は ｛α ｝に よ る 変位 お よ び応力 の 表現式 を 用い て容易に 求め

る こ とが 出 来 る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 五
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 气、哘Table　 l　A 　PIate　 with 　Double −Edge 　Cracks

　　　G轟 ・・1… ）
丶

＼ 一廻
＿ 1・・1t ・・30 ．50 ．7

1．5

YAMAMOTO

　 　 Q
　 　 P

1．0771

．119

1．2211

．1951

．231

1．3271

．3131

．350

1．4541

．4481

．490

Table　 2　A 　PIate　 with 　Center　 Crack

　　　　（轟 囲
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ゆ

＼
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ISIDA

　Q
　 P
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− 0．112

0．0270

．0140
．014
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．3320
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O
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Fig。4　A　PIate　with 　Double −EdgelCracks
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Table　 3　 A 　PIate　 with 　 Curved　 Cracks
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Table　 4　A 　Plate　 wlth 　 Curved 　Cracks
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Fig．5　A　PIate　with 　Center　Crack
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　Example 　1 （A 　PIate　 with 　DQuble −Edge 　 Cracks）

　両側に切欠きの ある板を一様に 引張っ た場合に つ い

て の 計算 を 行い ，そ の 結果 を Table　1 お よび Fig．4

に 示 し，合 せ て 山本ら
10）の 計算結果 と比較 した 。

　Example 　2 （A 　Plate　 with 　Center　Crack ）

　中央 に 切 欠 きの あ る板 の 四 隅を集中力で 引張 っ た 場

合で，そ の 結果 を Table 　2 お よ び Fig．5 に 示 す。 石

田
11）の 計算結果と同様に 切欠き長 さの 短 い 範囲で 負の

Ki 値があ らわれ る 。

　Example　3 （A 　PIate　 with 　Curved 　Cracks）

　折れ 曲 っ た 切欠きを持 つ 板を
一

様 に 引 張 っ た場合

で ，その 要素分割図 を Fig．6 に ， 計算結果 を Table

3，4 お よび Fig．7 に 示す 。 山本ら
t2）の 計算結果 と同

様 に ，
Kr，κ ロ の 両方が あ らわ れ る 。

　 こ れ らの 数値計算結果 に つ い て は，次 の よ うな ま と

め が得られ る 。

　（1） Example 　 2 の Kl の 絶 対 値 が 小 さ い と こ ろ

を 除けぽ，計算精度 は ， ほ ぼ 4 ％以内で あ る 。

　（2 ） 一般に Pian の 要素を用 い た 方 （記 号 ： P ）

が ， 等歪要素を 用 い た 場合 （記 号 ： Q ） よ り精度が よ

い 。 特に Example　2 の 石 田 の 級数解 との 比較 の 場合 ，

その 傾向が は っ き り出 て い る 。

　（3） 切欠き長 さ の 短 い 所で は
一

般に 精 度 が よ くな

い 。 これ は，あ る
一

定 の 大きさの サ ブ ス トラ ク チ ャ
ー

を 用い た結果で あ る と考えられ，分割 を 細か くす る こ

と又 は 解析解 の 項 を 多 く と る こ とに よ り解 決 で きよ う。

　（4）　応力や変位 の 急激な変化をもた らす荷重状態，例 え ぽ集中力 （Example 　2）の 場合は ， 精度向上 の た め

雪こ通 常要素 に 高次要素を使用 し た 方が よ い と思わ れ る 。

　又 ， 上 記 の 例以外に い くつ か の 計算を行 い ，要素分割，要素特性 な どが 解 の 精 度 へ 及 ぼ す 影 響 を し ら ぺ た 。

Table　5 に ， その
一

例 として ， 中央に 切欠 きの あ る正方形板 （Example　2 と同 じ）に
一

様な引張応力 ao を か けた
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場 合の 計算結果 と，石 田
14）の 級数解 との 比較を示す 。

表中の 記号 P は，Pian の 要素を使用 した場合，　 Q−2，

Q −1 は 共 に 等歪 要 素 を 用 い た場 合 で あ る。但 し Q −2

は板 の 幅，長 さ方向共 1／10 分割を行 っ た 比 較的細か

い 要素分割を行 い ，Q −1 は Q−2 よ り長 さ方向に 2 倍

だ け大きい 縦長 の 要素分割を行 っ て い る 。
W は 特異要

素の 表現 パ ラ メ ー
タ に 等歪成分を含 め ない Walsh が

最初 に 用 い た方法 に よる 結果で あ る。

　こ れ らの 計算結果 の 比 較か ら，計 算精度 を 向上 させ

る に は ，要素分割 が粗 い か 細か い か よ りも，特異要素

の 表現式 に 解析解 の ど こ まで 高次の 項 まで を とる か が

Table　5　 A 　PIate　 with 　Center　Crack　in　Uniferm

　　　　 Tension（Comparison　of 　KI1σ04 死 Val−

　 　 　 　 ues 　 with 　Respect 　 to　Mesh 　 Sizes　 an 己

　　　　 the 　Number 　 of 　Parameters ）

＼
哩 」 … 1 … 1 。・・ 1・・7

ISIDA

　 PQ

　
一一2Q
−1

　 卯

1．　0140
．9650

．9060
，8900

．869

1．i231
，1301

．0791
．0661

．054

1．3341
．3631

．3041
．2891

，270

1，6801
．7211

．6481

．6291

，594

重要 で ある こ とが わ か る 。 要素分割 の 細 か さは精度向上 の面 で は 2次的効果 しか あ らわ れ て い ない
。

Byskovs ）’

と Rao ら
3〕との 精度の 比較，お よび Tong ら

5）が得た高精度な結果も， こ の 精度向上の 方向を裏付け て い る と 思

わ れ る 。

5　結 論

　以 上 の 解析お よ び 計算よ り次 の よ うな 結論 が 得 られ る 。

　（1）　Walshi ，
の 方法 の

一
般化に よ り，通常要素お よび特異要素の 形状お よび特性の 選択に 任 意 性 の あ る，

「特異性を含む サ プ ス トラ クチ t
−
」を用 い る 解析法 の 定式化を行 っ た 。

　（2 ）　特異 要 素 で の 独 立 変数 と し て応 力 拡 大 係数，定応 力 成 分 まで の 6 個 を と っ た 簡単 な モ デ ル に よ り，山 本

ら
10）lt2 ）石 田

1u
の 解 と比較 して 精度 4 ％ 程度の 解が 得 られ た 。

モ デ ル の 持 つ 任意性 と汎用性とか ら，今後 の 複雑

な構造物 へ の 解析 に有利な 方法 で あ る と考 え ら れ る。

　（3 ） い くつ か の チ ェ ッ ク 計算 お よび 他の 文献 に お け る 計算か ら，解 の 精度を向上 す るに は，要素分割を細か

くす る よ りも，特異要素の パ ラ メ ー
タ を ふ や す こ とが 有効 で あ る こ とが 示唆され る 。

　最 後に こ れ ら の 計 算 に お い て ， 多 くの こ討論 と 計算例題 の 提供をい た だ い た ，航空宇宙研究所 （現，九州大学

教授）石 田誠先生に 深 く感謝い た し ます 。
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Appendix 　1 式 （4　b）， （5 ），（9 ）の 相 互関係 に つ い て

　式 （4b）に あらわれ る ｛∂17i1∂ql｝は，｛qr｝お よび ｛g1｝ の 関数 で あ る が，通 常 そ の 1 次式 とし て，行列

［L］・ ［M ］ お よびベ ク トル ｛R ｝ に よ り，次の よ うに あ らわ され る 。

　　　　　　　　　　　｛咢｝一 ［・］｛9・ ｝・［M コ｛ql｝・｛・｝一・ 　 　 　 　 （・・）

　こ こ で ｛qr｝の 成 分数を mr ，｛qi｝ の 成分 数 を Ml とす る と ［L ］は 次元 （Ml ，　mr ）の 行列，［M コは 次元 （Ml ，

tttl） の 行列 で ある。 従 っ て こ れ よ り，本文 中の （5）又 は （9）と類似 の 式が得 られ る こ とに なる が，匚Lコは 少 くと

も M1 ＝　Mr で な けれ ば 逆行列 は 存在 し ない 。 こ れ に 対 し ［M ］は 正 方行列 で あ り，逆行列 の 存在 は
一

応 想 定 可 能

で ある。

　それ故
一
般に 任意な Ml

，　mr に 対 して ， 本文中の （4　b）式 ： ｛∂π 1！∂41｝；o は

　　　　　　　　　　　　　 ｛qi｝＝一匚M ］
−1
［L］｛qr｝

一
［ルr］

−1
｛R ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A2 ）

と い う形へ の 変形が 可能 で あ り，特 に ｛R ｝＝ o の と きは （9 ）式 と形式的 に 等価の 式が導か れ る 。 しか し （5 ）式

は ［L ］の 逆行列が一
般 に は （ml ＃ mr の 場合 は全 て）存在 しない か ら，（4　b） と全 く別 な独 立 な条件式 で ある 。

しか しも し （5 ）式，す なわ ち

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ｛qr｝ニ［H ］｛el｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （A3 ）

が与えられれば ， （A1 ）は 次 の ような式 に 変形 され る 。

　　　　　　　　　　　　　　 （匚L］［H「］十 匸M ］）｛qi｝十 ｛R｝＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（A4 ）

　すなわ ち匚H ］の 存在 に よ りサ ブ ス トラ ク チ ャ
ー V， 内に 属す る 変数 に つ い て の 方程式 が得られ る こ と と な る 。

　Tong ら
5）の 用 い て い る方法は こ れ と逆 の，形 式的に は （9）式と等価の

　　　　　　　　　　　　　　　　　｛91｝＝［ll＊］｛qr｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （A5 ）

を用 い る 。 こ の ときは，｛9i｝を消去 して ％ に 属す る変数 ｛qo｝，｛er｝の み の 方程式がえられサ ブス トラ ク チ ャ

ーを用 い ない で 直接全体 の 系で の解を 求め ， そ の 後 （A5 ）で ｛ql｝の 値を決め る こ ととな る 。

　す なわ ち （A3 ）又 は （5 ）は サ プ ス トラ ク チ ャ
ーの 解析 に 必 要な特有の 条件式 とな っ て い る 。

Appendi 】【 2　例題計算に 用 い た特異要素の 表現式

　独立変数 と して 式 （15）に 示す 6 個 の パ ラ メ ー
タ を用 い る 。

　　　　　　　　　　　　　　｛α ｝
T ・・；｛1）1）D2，

ω
，
　KJ

，
　Kll

，
　alD｝　　　　　　　　　　　　　　　　　（B1 ）

　応力｛a ｝お よび変位｛U ｝は 次 の よ うに 表現 され る 。

　　　　　　　　　　　1・ 1・（　Ei，

　1＝［iii雛］…　　　 （・・）

　　　　　　　　　1・ 1− ｛：1ト［ll
−

ll　l：；：．lll；］… 　 　 （…

　但 し Xl は き裂 と平行方向，　 X2 は き裂 と直角方向で ， 原点 を き裂先端 に お く座標 で あ り極座標 （r，の に よ り次

の よ うに あらわ され る 。

　　　　　　　　　　　　　　　 Xl ＝rcos θ，　x2＝rsin θ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B4 ）

fん　fa，…，為 お よ び 9t，9b…，94 は ，　 r とθの 関 数 と して，又 Cl，　Ca は 定 数 と して そ れ ぞれ次 の よ うに あらわ

さ れ る。

lL
l門

cos （θ12）［1− sin （θ12）sin （3θ12）コ
cos （θ12）［1十 sin （θ12）sin （3θ！2）］
cos （θ12＞sin （θ12）c。s （3θ！2）
− sin （θ12）［2十 cos （θ12）◎Ds （3θ12）］
sin （012）cos （θ12）cos （3θf2）
cos （θ12）匚1− sin （θ12）si1 （3θ12）］

（B5 ）
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　こ こ で C は剛性率，

で あ る 。

　　　　　　　　但 し κ ＝3− 4 μ

　　　　　　　｛：：｝一 売｛
11 μ

｝
μ は 平面歪 ，平面応力 の 条 件 に よ り異 な る 値 で ，ボ ア ソ ン 比 を y とす る と

　　　　　　・ 一｛毒，1＋。、 ：輩晶勇

（B6 ）

（B7 ）

（B8）

（B9 ）

　こ の よ うに特異要素の 応力，変位が与え られれ ば ， そ の 周囲 の 通常要素と の接続の ための マ ト リッ ク ス ［H ］は
簡単 に 求 め られ る 。 例えば，通常要素 と し て等歪 要素を用 い る場含 　特異要素境界上の 節点 （rt，

θt）の 変位を

（Utt，　u2z），伝 1，…，ゐ とすれば ，

｛β｝
「．．｛Ult，　u21

，

…
，
Ulk ，　u2k｝

と して ，｛β｝X ［H ］｛α ｝とな る マ ト リ ッ ク ス 匚丑 ］は 次 の よ うに 与え られ る。

［H ］＝

10

・
＝

ー
10

01

ー

：

二

〇

−

一7
二
sin θ旦

rl　cos 　el

− rksin θk

　 7 陀s血θ鳶

91 （rl，θ，）

92 （r1，θ1）

91（rk ，θk）

9x（rk，θ，）

9s（rl ，θ1）

σ4（rl，θ，）

σ3（rk ，θk）

9‘（rk，θ陀）

　 Clrl 　COS θ1

− C2rl　sin θ1

Clrk 　cos θk

− c2rkcos 　ek

（B5 ）

（B6 ）
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