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丁　 緒 言

　著者らは す でに 面内力を受け る有孔平板 の 弾塑性解析

法に つ い て 報告 し た
1）。解析手法 と し て 熱弾性理 論 で 用

い られ て い る固有歪 の 概念を導入 し ， 固有歪がそ の 近傍

の 応 力 場に 与え る影響係数 を 複素応力 関数を用 い て 求

め ， 応力集中部近傍の 弾塑性 解析 を実施 した
。

こ の 研究

か ら破壊力学に 関連す る ク ラ
ヅ

ク 先端部 の 弾塑性解析法

　
＊

東 京大 学工 学 部

　
＊＊

東京 大学工 学系大学院

と して ， 有用 な成果が得られ つ つ あ る 。

　本論文 で は，上 記研究の 3 次元 物体へ の 自然 な 拡張 と

して ，無限体内 の 直六 面体領域 に 与えられた 固有歪近傍

の 弾塑性解析を 試 みた 。 し た がっ て ， 論文 の 構成は 2 次

元問題 の 場 合 と同様な記述 を とる こ ととす る
。

　3次元固有歪問題 に つ い て は 村の 著書
2）

に 詳 しい
。 無

限体内 の 楕 円 体 領域 に 固有歪 が一
様に 分布 して い る問題

に っ い て EshelbyS 〕は 固 有歪 に よ る 影響を 初期応力で 表

わ し ， 集中力 の グ リ ン 関数をもっ て 解 を 得 る 方法，村
2）

は フ ーリ エ 積分変換 お よび 平衡方程 式を用い る方法で 解
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析 し て い る Q
一
方 ，

Chiu4 ｝，s）は 直六 面体領域 に 固有歪が

一
様分布 して い る 問題を 固有歪 の 分布関数 の プ ーリ ＝ 積

分変換 お よび Galerkin ベ ク トル を用 い て
， 解析的 な手

法に よ っ て 結果を得て い る 。 そ の 他 ， 瀬尾 ， 村
fi）

は 半無

限体内の 楕円体領域 に 存在する 固有歪に よ る癒力問題 に

つ い て 研究 を実施 して い る D 以上 の 結果は ， すべ て 弾挫

問題 に 限られ， 弾塑性解析 へ の 拡張が困難 で あ る Q

　そ こ で 本論文 で は ，著者 ら
1）
が提案 し た 熱弾性 理 論に 基

づ い た 概念を用 い ，無限体内に 集中力が 作用 し た と きの

Galcrkinベ ク トル （変位 ポ テ ン シ ャ ル の
一

種〉か ら出発

し て 無限体内の 点 に 固 有歪 が 存在 す る場 合 の Galerkin

ベ ク トル を求め た 。 さ らに ， 固有歪 が 直六 面体内部に 多

項式分布をす る場合の Galerkinベ ク トル を体積穫分 に

よ っ て 閉 じた 式 で 表 わ す こ と がで きた 。

　弾塑性解析 で は
， ま ず塑性歪 が生 じ うる領域を直六 面

体要索 に 分割す る
。 負荷過程 に お い て

， 各降伏した 要素

に 生 じる塑性歪分布を固有歪 と み な し，有限要素法で よ

く知 られ て い る初 期 歪 法 を 用 い て 繰返 し計算を 行 な い ，

塑性歪を求めた 。

　本論文 で は上 記 問題 の 解析手法 を述べ る と と もに ， 弾

性解析 お よび 弾塑 性解析結果 を示 す 。

2　基　　礎　　式
＊

　 3次元 微小変形弾性問題 の 解析方法に は，主 として 次

の 二 つ が あ る。一
つ は 変 位 を 未 知 数 と した Navier の 方

程式 か ら出発 し て，変位ポ テ ン シ ャ
ル に よ る解法 で あ

り， 他 の
一つ は 応力に 関す る 基礎式か ら出発 し て ， Max ・

well ，　Morera な どの 応 力 関 数 を 用 い た 解法 が上 げ られ

る
。

こ こ で は変位ポ テ ソ シ ャ ル に よ る方法を 用 い る 。

　2．1 変位ポ テ ンシ ャ ル に よ る解法 　　Galerkinベ ク

トル

　静的問題 に お け る Navier の 方程式は，

　　　　　GUt，α a →
一
（λ十 G）π

a ，at 十 Xt ＝：O　　　　　　　　　（1）

で 与えられる 。 た だ し， λ お よ び G は それぞれ Lam6

の 定数 お よび剪断弾性係数で あ り，Xt は 物体 力 の i方

向成分，Ut は変位 の i方向成分 を示 す。

　（1 ）式を 満足す る 解とし て

　　　　　2GUt ＝2（1− y）Ft，aa − Fα，at 　　　　　　（2 ）

　　　　　Ft，。。PP＝ − Xt！（1− v）　　　　　　 （3 ）

　 た だ し 、
y ；ボ ア ソ ン 比

に よ っ て 定義され る関数 Ft　IS　1930年11Galarki 助 こ よ

っ て 導か れ た もの で ，
Papkovich は ， こ れ は

一つ の ベ

ク トル の 成分で ある こ とを指摘 し た Q 本論文 で は 参考文

＊
以 下 本文 に お い て ，　コ ン マ は 偏 微 分 を 表 わ し　（A，ε

　＝∂A ！O：
，），

ラ テ ン 文字 の 下 指標は 自由指標を 表 わ

　し （At，i＝＝1ev3）， ギ リ シ ヤ 文 字の 下 指標 の 繰 返 し は

　総和 を 表 わ す （！1
α a
＝An 十 A22十 A3s）。

献 7） に 従い ， Ft を Galerkinベ ク トル と呼ぶ 。

　Fz が 既知 で あ れ ば
， 応 力 成 分は 次式か ら得られ る 。

　 att＝2（1− P）Fi，iαa
− Fa，att ＋ンF“，αββ（i＝1〜3＞

　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　 aij ＝（1− ；）（Ft，ゴcra ＋ F 」，taa ）

− Fα，aij 　（iキゴ）

　2．2　集 中 力に よ る Galerkin ベ ク トル η

　無限体 の 内部に 単
一

の カが作 用 す る，い わ ゆ る
“KeMn

の 問題
”

の 場合， Galerkin ベ ク トル Ft は （3 ）式の

特 解で 与 え られ，そ れを o− xyx 座標系で 表 わ す と次の

よ うに なる 。 た だ し，力 の 作用点を 座標原点 とす る 。

　1）　大き さX の Pt 方向集中力が作用す る場合

　　　　　F
，
　 ＝ CXR ，　 F2＝Fs ＝ 0

2）　大きさ Y の y 方向集中力が作用する場合

　　　　　F2＝CYR ，　 F3　 ＝ F1 ＝ 0

3） 大 き さ Z の fi方向集中力が作用 する場合

　　　　　fi
’
3　
＝　CZR ，　 F1＝F2＝0

こ こ llこ ，　 C ＝＝118π （1− y），　 R ； （x2 十 y2十 92 ）
lt2

3　固有歪 に よ る 3次 元 弾性場

（5 ）

（6）

）

）

78（

（

　31Splitting 　Forces に よ る Galerkin ベ ケ トル

　大きさ X の x 方向 の 集中 力 が （a ，
O

，
0）点 に 作用 した

場合，（5 ）式を座標変換す る こ とに よっ て ， Galerkin

ベ ク ト ル は 次式の よ うに得られ る （Fig．1）。

　　　　　Fl＝ CXRi
，　F2 ＝ F3 ＝ o 　　　　　　　　（9 ）

　た だ し，Rs ＝＝［（x − a）
2
十 y2十22コ

1ン2　　　　 （10）

同様に，（
−

a，　O，　O）点に，大 ぎさ 一X の 集中力が 作用

し た場合 （Fig．1）

　　　　　F
、
＝− CXR ｝，

　 F2＝ Fs＝0
』
　　 （11）

　ただ し，R 主＝［（x 十 a ）
2
十 y2十 z2 コ

1t2
　　　　 （12）

い ま，a 《1 と し，原点 に つ い て Taylor 展開すれ ぽ

　　　　　Ri ＝StR − ax1R
，
　 R崟FeR 十 ax1R 　　　 （13）

　以上二 つ の集中力 が，Fig，　1 が示す よ うに ，同時 に作

し た 時 の Galerkin ベ ク トル は ， （13）式を 用 い て 次式

の よ うに な る o

　　　 F
，
；CX ［（R − ax1R ）

一
（R 十 ax ！R）］

　　　｛　　　　 ＝・ − c （2aX ）x1R

　　　 Fz＝F
，　＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

Fi9」1　Splittlng　fQrces　（x −direction）
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一Eleotronio 　Library 　



The Society of Naval Architects of Japan

NII-Electronic Library Service

The 　Sooiety 　of 　Naval 　Arohiteots 　of 　Japan

無 限体内に 存在す る 熱歪近傍 の 弾 塑 性 解 析 377

　上式に お い て

　　　　　lim　2aX ＝ Sx　　　　　　　　　　 （15）
　　　　　紅£

が存在する とすれ ば ， 原点に 作用す る 単位 の 大きさの Sx

に 対応す る Galerk量n ベ ク F ル は 次式 の よ うに 得られ る 。

　　　　Sx ；F 、
＝− c ＠1R），　 F2＝F

、
＝o 　 　 （ユ6）

　同様｝こ，y 方向に 作用す る 集中力 の 大 きさを Y ，作用

点間 の 距離 を 2b とすれ ば

　　　　　 1im　2bY ＝＝Sy　　　　　　　　　　　　　　（17）
　　　　　讎

で 定義 され る単位の 大 きさ の Sv に 対応す る Galerkin

ベ ク トル は

　　　　　Sv；F2＝ ＿σ（y／R），　F3＝ Fl ＝ ：O　　　　　（18）

で与えられ ，
a 方向に 作用す る集中力の 大き さを Z ，作

用点間 の 距離を 2c とすれば

liln　2　cZ ＝Sz

身1£
（ユ9）

で 定義 され る単位 の 大きさの 亀 に 対応す る Galerkin

ベ ク ト ル は

　　　　　Ss ；F ，
＝− C （z！R ），　 F

エ
＝ F2； O

で 与えられ る
。

（20）

さ らに ，
Fig．　2 に 示す よ うな 9」ン 平面上に 4つ の 集中

力が 1乍用 した 場合の Galerkin ベ ク トル は，

れぽ 次式 で 与えられ る 。

　　　　F
エ
＝CT ［｛x2 十（y − d＞2

十22 ｝
1 〆2

　　　　　　− ｛x2 ＋   ＋ の
2
＋ 22 ）｝

1／2
］

　　　　　 ＝ − C！2 ・（4dT ）
・y！R

　　　　F
，
＝CT ［｛（x − d）

2
＋y2＋ Z2 ｝

1〆2

　　　　　　− ｛＠＋ の
2
＋ y2＋ Z2 ）｝

1虍
］

　　　　　 ＝ − c！2 ・（4dT ）・x1R

　　　　Fs＝o

　上 式 に お い て ，

　　　　　1irn　4　dT ；S
＝ v

　　　　　塁：£

d《 1 とす

（21）

（22）

が 存在する とすれ ば ， 原点に 作用す る 単位 の 大 きさ の

Sx
〃 に 対応す る Galerkin ベ ク トル は 次式の よ うに 得 ら

れ る 。

Fig．　2　 Shear 　f・ rces （xy
−Pエane ）

　　　Sxv ； Fl＝− C！2・（y！R ），　F2＝＝− Cf2 ・（x ！R），

　　　　　 F3＝＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

　同様 に ，yg 平面上 に 作用す る集中力の 大 きさを T
，

作用点問 の 距離を 2e とすれば

　　　　　1！／？　4eT ＝S
・ ・ 　 　 　 ． （24）

　 　 　 　 　 T→m

で 定義され る 単位 の 大 き さ の Sv 。 に 対応す る Galerkin

ベ ク トル は

　　　　　SYi ；Fl ＝o，　F2 ＝− c12 ・（21R ），

　　　　　　　 Fs＝一σ12・（y1R）　　　　　　　　　　　（25）

で 与え られ，9X 平面上 に 作用す る集中力の 大 きさを T ．

作用点 問 の 距離を 2f とす れ ぽ

　　　　　lim　4f ヱ
ー．＝SfX　　　　　　　　　　　（26）

　　　　　鶴

で 定義 され る単位の 大ぎさ の S
♂d ご 対応す る Galerkin

ペ ク トル は

　　　　　Sfm ； F
，

＝ − C12・（91R ），　 F2 ＝ ：O
，

　　　　　　　 F3＝− C！2・（：！R ）　　　　　　　　　　　　（27）

で 与え られ る 。

　以上 ，（15），（17） お よび （19）式 で 定 義 され た Sτ，

Sv お よび Sz は ， ふ くれ 中心 の 概念に 相当す る 。 特 に ，

同 じ大 きさ の Sx
，
　 Sv お よび Sg が 同時に存在すれば，

一
般 の ふ くれ中心 と

一
致す る 。

　3．2　点 に 存 在 す る 固 有歪 に よ る Galerkin ベ ク トル

　固有歪に よ る 応力場は，熱弾性理論 （Duhamel 　Neu・

mann 　Analogy ） に よ り

　　　　　　　　　　　　　　♂ 十σ
’

　in　（D ）
　　σ （σ m ，σ

畧，ae ，τ
ye，τ ex ，τ x Ψ）

＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）
　　　　　　　　　　　　　　 a

「

　　 in （ヱン）

た だ し，（D ）；固有歪 が 存在す る領域

　　　　（D
「
）； （D）を除 く無隈領域

　　　　σ
e
は （D ）の 境ge　9 上 の 変位 を拘束 し た 場合，

　　　　　固有歪に よ っ て （D ）内に 生 じ る応力

　 　ノ
2（X2＞

l（マ｛）

Fig．3　1nherent　 strain ε壽uniformly 　distribu亡ed 　in

　　　 a 　cuboid 　w 呈th　clalnpcd 　bQundaries
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　　　 ♂ は 境界 9 上の 拘束を 解放 した 際 に 生 じる 応

　 　 　 　 力

　点に 存在す る固有歪に よっ て 生じる応力場 を，以 下 の

手順 に した が っ て 求め る （Fig．　3）。

　1）　 （D ）内部に
一様 な 罐 を 分 布 させ る 。

　2＞　 2 上 の 変位を拘束すれ ば， x 方向 に
一

晦 が生 じ

　　 るた め ， 応力歪 関係 よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 1＿y

　　　
σ

゜
；σ：＝一

。
鳩 aV 　＝・2・一一λ・奮・

　　　　　 τ易，
＝T2x ＝τ9』9＝0　　　　　　　　　　　　　　（29）

　3） 境界条件式 よ り，
9 上 の 変位を拘束す る た め の 拘

束力は （Fig 　3）

　　如 ・ 面）一一」EiE（Az 面）一一≒
μ

・・i

｛1器 ：；懸 ゴ蠶
（…

　 4） 9 上 の 拘束を解放 した 際 に 生じる表面力は，上式

の 逆符号で ある o

　　ff
・（… Wh）一　− r ・（A2 面）一≒

ン

？・・：

｛1［21：1：鶲 ：1：1
（31・

　（d は上 式 の 表面力に よ っ て 生 じる もの で あ る）。

　5） 9 の 各面上 に 作用す る表面 力は 各面上 に お い て
一

様 で あり， そ れぞれ の 面積を掛け る と合力に な る 。 （Fig．

4）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1− y

　　 Al 面 ；X ，
A

： 面 ；
− XX ＝

｛謡：瀞 ご 露藷
肋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

　領域 （D ）が無限 に 小 さ くな る 極限 （lix→0，∠iy−− O
，

Az −−O）に お い て ，　 X ，ア お よび Z は 明 らか に 集中力

に な る。した が っ て ，もし

z

轟z

Fig．　4　 Surface　forces

　　4濯ヨ。一。

x ’Ax ＝Rx ，
鵡 蕩跳．，

　
y ’吻 ＝ 馬

　　｛　　　 11m　Z ・dz＝・Rt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33）
　 　 dX ，dCl，tiβ→D

の よ うな 極 限 値 が存在す る な ら ｝X
“
　Rx ，鳧 お よ び R ε は

そ れ ぞ れ （ユ5）式 の S
．，（17）式 の Sv お よび （19）式

の Ss に 対応す る o

　 こ こ で dx
，
　 dy お よ び da をあ る 有限 な値 を も ち ， し

か も X ，Y お よび Z がそれぞれ集中力とみ な せ る微小

な 距 離 とす れ ば，X，　 Y お よび Z が有 隈 な 値で あ っ て

も，次式が成立つ
。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ユ＿レ

陰
　 　 　 　 Iim　 X ・Ax ＝＝　 lim
　 　 　 rix，dy ．d ど一＋o　　　　　　 UtXklY．tis→ 0

　 　 　 1一ン

　　　　　 λε毒dxdydz

Ry ＝　 lim　 Y ・Ay ＝ ：　 1im 　 P，e毒tixAyAz
　 　 　 tix国∠fシ，9t →O 　　　　　　rix，dv ．df→O

xε
＊
．
AxdyAff

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）

　
一

方 ，
∠詔→dx

，
　 riy→ dy

，
　 dfi→ di1の 過程で， （D ）は

座標原 点に 近 づ ぎ ， 微小な 体積 dVe （＝dxdyd2 ）をもつ

点 に な り，点 に 固有歪が存在す る こ と とな る 。 こ の とき

の 応力場 a は σ
厂

の み に よ っ て 表わ され る 。

　 こ こ で 礒＝1 と し て
，
Galerkin ペ ク トル を 求め る と

（16），（18） お よび （20）式 よ り

・ ・｛1≡象三雛！驪跳 （35）

同 様に ， 単位 の 噂， 噂，γ翫，
γ襲 ，

γSv に ょ る Galer−

kin ベ ク ト ル は，3．1 節 の 結果 よ り

　　轄 ；F
，
＝一避 （x ！R ）dVo ，　 F2＝一滑（y／R ）dVe ，

　　　　F3＝一λ碧（z！l〜）dVo　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

　　ε齢 F
エ
＝ 一λS（x1R ）dV 。，

　 F ，　・＝　一λ
，

’
　（y／R）　dVG ，

　 ÷ λεtldx　dydx

Rt ＝　 lim 　 Z ・dz＝＝　 1im 　 λeSAxzlydz
　 　 d讎 rdy ，de→o 　　　　　 dm ，Mび，de→0

　 ÷λe圭dxdydz

　　F3＝一λま（x1R ）　dVo

γ茅s ；Fl＝ O，　F2＝− G ＊
（e／R）dl厂

o，

　　 F3＝− G ＊
＠1R）dVo

γSx； F
ユ
＝− G ＊

（a／R）dV 。，
　 F2＝O

，

　　 F3＝− G ＊
（x ！R）dVo

（37）

（38）

（39）

γ謬v ； F
工

謀 一G ＊
（y ！R ）dVo ，　F2 ＝ − G ＊

（x1R ）dVo ，

ただ し

F3＝0 （40）

Ar− ≒
ン

λ・… 一・・一
、。 （

　　レG
　　　　　　　　　　　　　（411一シ）（1− 2レ）

）

　 　 　 　 　 　 　 G
G ＊ ＝C ・G ＝
　　　　　 8π （1一の

（42）

3．3　無 限 体 内の 直六 面 体 領 域 に 固 有歪 が分布 す る

　　 場 合 の 弾 性 解析

前節で求ま っ た Galerkin ベ ク トル は，すべ て 原点 に
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単位 の 大き さの 固有歪が存在す る場 合で，任意 の 点 （Xo ，

IJo，　Xo ）に 存在す る場合 の 解は，次 の 座標変換に よ っ て 得

ら れる
。

　　x→歪（＝x − Xo ），
　 y → ij（＝＝y − yo），　 a → ξ（＝9 − 20 ）

　　1〜→R （＝ （hi2十 互
2−←22）

1！2
），　dT厂o→ dXodyodXo　（43）

　 こ こ で ，固有歪 が 空間 V
。 に お い て f（XO ，

　Yo，
90 ）の 形

で 分布す る 場合 を 考 え る 。 （35）〜（40） 式 よ り点に 存在

す ・ 酢 歪 ・ すべ ・ ÷磯 お ・び ÷・つ ・ 関 数

に よ っ て 表 わ され る 。 し た が っ て ，あ る領域内部に 固有

歪 が 分布す る場合，Galerkin ベ ク トル は，次 の 3 種類

の 体積積分 の 組合せ に よ っ て 表 わ され る 。

　　　 Ii　（x，　y，2 ；Xo
，
　y。，　Zo ）

　　一∬£恥 砺 跏 ・
・）釜

．d・
・d・・d・

・

　　　 12（x ， y，
　x ； Xo

，
　Yo，

　ffo）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （44）
　f
　　　∬冗殉 醜 獗 ）妾4職 嘱

際鵬 ＿

　以下 ，
Ve を直六 面体 とし，

f＝　 const ．；
一
様分布，

で 分布す る 場合の 計算例を示す 。

　1） Ut様分布　f（Xo，　Yo，9 。）＝＝const ．

　　 そ の 内部 に 固有歪が ， 1）
2）f ＝ f（Xo ，

　Yo，
　ff

。）；ある関数

　定数 を 1 と し て （44）式 の 体積積分を実行すれ ば，次

の よ うな結果が 得 られ る 。 （Fig．　5）

ii一 礁譲 繭 ・
d・

・

＝ ：［［［・（x ） 鮎 9）＋ ・（璃 雪）］］ユ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 XeUeffO

・2
−∬£溝 岫 ・6・・

一 ［［［9 （卿 ）÷ ・（瞬 ）］］l
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 XOYoee

・
・

一 ∬c譲 4痴 略

一［［［・緬 の ＋ ・（福 州 ］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ oYo 「 o

た だ し

379

f，bz．c2）

α
匙、b2．c1）

Fig．5　Cuboid 　in　 an 　 infinitely　large　 matrix

（45＞

・傾 ・）一一÷［・ （… ÷ ・
・

）1・・（・＋ の・ …

　　　　　一
・

・t・n
−
・
研

禦
2
）
ユ　 （・・）

r ＝ （a2 十∂2十 c2）
1 ！2

［［［・（x ・・・・・・… ）］］］
　 　 　 　 　 　 　 　 Xoyoee

　 　 　 　 　 　 　 　 　 a ！　　∂2　　 c2

E ［［［9 （x … Y …
z

・） ］］］
　 　 　 　 　 　 　 　 Xo ＝al 恥

＝bl　to ＝Cl

≡ 9 （a2 ，
　b2

，
c2 ）− 9 （a 、，

b2
，
02 ）＋ 9 （α 1，うエ．c2 ）

　　　一9 （α 2，
b

、，
　Ca）＋ σ（α 2，

　bl
，
　c

エ）− 9 （α 2，　b2，01 ）

　　　十 9 （al ，　b2，　c1 ）− 9（al ，
　b

三，
　Cl ）　　　　　　　　　　　（47）

　以上 の 式を用い ，Fig．　6 に 示す直六 面体内に
一様な 固

有歪 が 分布 した 場合に つ い て ，b＝ c と し
，
　 a ！b＝ 115，1，

5 の 3 種類 の 形状に つ い て 計 算 を 実 施 し た 。 解析の 結

果 ， 応力場 は Chiu4 ）に よ る も の と完 全 に
一

致し た 。

Fig．　7 は
一

様 な 単位 の 大 きさの 噸 が存在す る場 合 に つ

い て ，　 x ＝O 断面の 斜線を施 した 部分の 変位を 3種類 の

形状に つ い て示 したもの で あ る 。 黒丸 は変形前 の 位置を

示 し て お り，白 丸は 変形 後 の 位 置を 裏わ し て い る 。 い ま

拘束がな く，単位大きさの 固有歪が与えられ れ ば ， y 方

向 の 長 さは 2 倍に な る が ， 固有歪が与えられた 領域外側

の 弾性 体 の 剛 性 が 拘束材 とし て 働き，y 方 向 の 長 さは 2

倍まで に ならない で 押 し戻 される。 こ の た め ，
x 方向に

も膨脹す る形 に なる 。
Fl9と8 は

一
様な熱歪 ε

θ
が Fig」6 の

直六 面体内に 分布し た 場合 絽 軸 上 の Om お よ び ay 分布

を示 し た 。

阜z

FigL　6　Shape　 of 　 cuboid 　in　 whic 正ユ inherent　 strains

　 　 　 exlst
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　2）　f（XO ，　Yo，　Ze）が多項式の 場合

　 （44）式の 体積積分 はす べ て 閉 じた 式 で 得られ る。そ の

た め歪分布関数を多項式で表わすこ と がで きれ ば， 繁雑

な積分計算を避け る こ とが で きる
。 そ こ で 多項式で表 わ

され る歪分布関数 とし て ，有 限 要 素 法で 良 く用 い られ る

0

　　　　　　　a／b
−一一一一←一一一一

　1／5

十 　 1

“Serendipity”内挿関数
8）

を採用す る 。 こ の 関数 を用 い

る と歪 分布関数は あ る一つ の 節点 で 1 ，他の すべ て の 節

点で 0 の 値を とる 。 こ こ で は ， 1 次 お よび 2 次 の Ser−

endipity 内挿関数を もとに し て ， 歪分布関数を そ れ ぞれ

（48）お よ び （49）式 の よ うに 定 め る 。 な お ，こ の 歪 分布

　　　　　関数は Fi魯 6に 示す よ うな 直六 面体要素 の 体

　　　　　心 で 1，各面上 で O の 値をとる 。

　　　　　　　f （Xo，　Yo，　z 。）

Fig．　7　Displacements　due　to　uniformly 　 distributed　inh

　　　 strain 　s凄

a／b1

／515

＝（1− Xo！a ）（ユーy 。1の（1− 9
。／c）

　／＠o，Yo，90 ）
＝ （1− x 。！a ）（ユーy 。！の（1− 201c ）

　× （1− 2x
。1a− 2yo！b− 2z

。／c）

（48）

（49）

　以上 2 種類 の 歪分布関数 の xy 平 面 上 の 分

布形状 を， x ≧O
，
　 y ≧0 の 領域 に つ い てそ れ

ぞれ Fig．　g お よび Fig．　10 に 示 した 。 また ，

Fig．　6 に 示 し た 直六 面体要素内に 存在す る 熱

歪が（48）式で 表わ され る分布形 状を し て い る

場合 の 灘 軸上 の 応力分布を afb ・＝ 115
，

1
，

5

の それぞれの 要素形状 に つ い て 示 した もの が

Fig．　11 で あ る 。
　Fig　11 と Fig．　8 とを 比 較す

需

も
思
＼

誤
Φ」
ぢ

卜

1，5F

1．O

O．5

〔）

一C．2S

に丶

＼
」

　 　 　 　 　 　 、

ノ

t

＼．．．一＿
’

＼
　 　 　

、
  嘗

16 二＝

o 05 　　　　1．O
　 　 　 x ／q1

、52 ．0

FigL　8　Stress　distributions　（ε
θ＝＝const ．）

Fig．9　Distribution　of 　inherent　 stralns 　on 　xy −

　　　 plane　（Eq．（48））

F三g．10Distribution 　Df 　inherent　stralns 　on 　xy

Plane 　（Eq．（49））
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1．5
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＼
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＼
仭

舶
Φ」
｝

し：／b1

／515

¢ 　　　 （fy

o

一Q，25
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　、＼
丶

＼叡
丶　、

、
＼、

＼　
’

＼

陪
L 一 じ．

臨
『一一『

　 一一隣一
、

玉、 ＼ ＿
　 　 」

　 　 、

1

　 　 一一一一
一ニー一一　 一一一

　 　 　 　 O　　　　　O．5　　　　 1．0　　　　　1．5　　　　 2．G
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 x ／α

Fig．11　Stress　distributions　（ε
e
　distributed　by　Eq．

　　　　（48））

る と，歪分布形状が 応力分布に 及 ぼす影 響 が認 め られ

る 。

4　弾 塑 牲 解 析

　弾塑性解析 の 基礎概念は ， 有限要素法で よ く用 い られ

る初期歪法 に 基 づ い た o すなわ ち．塑性歪が進展 し て い

くで あろ う と考え られる 領域を直六 面体要素に 分割 し て

お く。 負荷過程に お い て ，あ る 点 の 相当応力が降伏応力

を超えた 場合 ， そ の 点 に は 塑性歪が生 じ，応力は 降伏面

上 に と どま る 。 こ こ で 生じた 塑性 歪は その 点 の まわ りの

応力，変位に 影響を 及ぼす 。 そ こ で ， 塑性歪 を固有歪 と

考え る と，あ る要素内に 生 じ る塑性 歪が他の 点に 及 ぼす

影響 は，仮定 し た 歪 の 分布関数を （44）式 に 代

入し て 積分すれば，Galerkinベ ク ト ル の 形

で得る こ とがで きる
。 実 際 の 計算は，著者

ら
9 ）が すで に 提案 し た 2 次 項 を 考慮し た 初 期

歪法を用い ，以下の 仮定を 設け て行な っ た 。

　1） 要 素内の 塑 性 歪 分 布 は平 均 値 を と る意

昧で
，

一様で ある と し
， （45）式を用 い て 影響

係数 を 計算し た。

　2） 降伏条件 は von 　 Mises の 条件を 採 用

し た 。

f − s（a ・
− ay）

・
＋券（・厂

az）
・

＋去（・・

一・
・）　

2

／
Fig．12　Element 　divisien

　　　　十 3（τ蠶3 十τ蹇∬十 τ蠶Y）
− a多＝O　　　　　　　　（50）

　3） 塑性 歪 は Prandt1−Reuss の 関係式に 従 うもの と

し た 。

　　　　　　　　　　ε1き＝ λs
乏ゴ　　　　　　　　　　　　　　（51）

　た だ し
，

λ は 正 値 の パ ラ メ ータ， Stj は 偏差応力，上

つ き
‘‘ ・”は 増分を意味す る Q

　4）　塑性計算は 増分的に 行な い ，各増分 ス テ ッ プ で の

応 力増分を 2次微小 項 まで 考慮し て 計算を行なっ た
9）
o

　数値計算例 と し て ， 無限体内部 の 立方体要素に
一
様 な

熱歪 ε
e
を与えた とき，その 近傍 の 弾塑 性解析 を 行 な っ

た o 材料定数は ヤ ン グ 率E ＝ ・21eOO　kg！mm2 ， ボ ア ソ ン 比

y ＝　O・3，降伏応力 av ＝29　kgfmm2，歪 硬化率 H ＝O を

用 い た 。

　Fig．12 は 塑性計算の た め の 要素分割を 示 す。 対称性

を考慮し て ， 1！8 の 部分を対象に した 。 要素分割 は 4×

4× 4 計 64 要素を と り，a ＝・b＝c と し て，09x ≦ a ！4，

O≦ y ≦ a ！4，0≦ z ≦ α14 の 領域 ？c −一一様な 熱 歪 ε
e

を 与え

て計算を 行 な っ た 。

　計算結果 とし て ， 9 ＝a ／8 断面上，要 素中央 点 の 相当

応 力 を Fig．　13 に ， 変位 を Fig．　14 に 示 し た 。
ε
e

＝ 8．1×

瞠 　　　Yieltiing　poi 冂 し

　　 ε
θ ＝8．1K1 σ

3

　 　 　 　 　 　 　 　 曽2−一一e −．．Ee ＝覧 2ス 10

　　　 Figコ 3　Equivalent　 stress 　distributions
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　（3 ＞　弾塑性体 の 数値解析 を 実施 し，固有

歪近傍 の 変位， 応 力 ， 歪 状態を 知 る こ とがで

ぎた o な お ， 弾 塑 性解 析 で は 応 力 増 分 の 2 次

の 微小項を考慮 した 繰返 し 法に よ っ て 良好 な

収束性を確認 し て い る 。

　本論文で は ， 3次元無限体 の 熱膨脹問題の

み を 扱 っ た が，他の 荷重状態あ る い は 空洞 ，

異 質 介 在 物を 含む 場 合 の 弾塑性 解析 も，固 有

歪 の 概念を 用 い て 解折を 進 め て い る。

（b ＞ ∈
e ＝L2x ！〔厂

2

　最後 に ，本論文を ま とめ るに 当 っ て ， 船舶

工 学科溶接研究室の 皆様 に ご援助 を い た だ

き，感謝 の 意 を 表わ し ます 。 また ，本 研 究 の

一
部は 文部省科学研究費の 援助 の も とに な さ

れ，東京大学大型計 算 機 セ ソ タ
ー HITAC

8800／8700 シ ス テ ム を 使用 させ て い た だ き ま

した 。 こ こ に 厚 くお 礼申 し 上 げ ます 。
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10−s で は 初期降伏状態を示 し，ε
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。
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5　ま と め
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