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（昭和 55 年 5 月　 目本 造 船学会 春 季 講 演 会 に お い て 講 演 ）

混合 法 の
一 定式 化か ら誘導 され る新 しい 要素

（第 1報）

平面 応 力要素 ， 3 次元 中実要素お よ び 平 板 曲げ要素
一

正 員　神　田　 芳　文
＊

New 　Elements 　Derived　from　One 　Type   f　Mixed　Fermulations．（The 　l　st　Report）
　　　　　

− 1〕lane　Stress，　Solid　Brick　and 　Plate　Bending 　Elcments 一

by　 Yoshifumi 　 Kanda ，　 MeTnber

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Summary

　This　paper　is　i醗 ended 　tD　show 　the　validity 　of　the　simplified 　formulation　based　on 　Reissner’s
variational 　principle ．　Aslight 　modification 　concerned 　with 　the 　integraticns　of　energy 　terms
is　required 　in　order 　tD　assure 　that 　an 　 element 　passes 　the 　patch 　test．　At　the 　same 　time 　this
leads　to　the　 separation 　 of　 constant 　 and 　 higher　 order 　 stress 　 contributions 　 from　the 　element

stiff ・ ess ・　 ln　this　way ，　the 　m ・tr三・e ・ 亡・ be　dealt　bec・ me 　 smaUer ・ nd 　th ・ c ・ mput 。ti。na 王 ，ff。，t
decreases．

　The 　elements 　such 　as 　plane　stress
， 3−dimensional　 solid 　 and 　plate 　bending　are 　derived　from

this　mixed 　 formulation　under 　 the 　 cons 三deration　 of 　 the　 equivalence 　 with 　 the 　 displacement
methQd 　elements ．　These 　 elements 　have 　the　shapes 　of 　four−node 　quadrilateral　and 　 eight −node
hexahedral 　in　the　cases 　of　two 　and 　three 　dimensiGns　respectively ．　As 　the　plate　bending
element 　置s　based　on 　Mindlin

’
s　theory ，　both　thin 　arld 　thick 　plates　are 　involved．

　In　these 　elements ，　 our 　primary 　e 任ort 　was 　directed　to　the 　economy 　ancl 　moreover 　to　the
reliab 互夏ity　（i．　e．　passing　the 　patch 　tesち　no 　having 　zero 　energy 　mode 　except 　the　rigid 　body
modes 　and 　nD 　havillg　any 　types 　of 　lock孟ng 　mechanism ）in　the 　plate 　bending　element 　espe −
cially ，

　Numerical 　 results 　 for　 several 　problems 　 indicate　 that　 the　 present　 elements 　 are 　 e茄 cient 　 and

accurate ．

1　 緒 言

　現在広 く利用 され て い る弾性問 題 に 関す る有限要素汎

用プ P グ ラ ム の 多 くが，変位 法 に 基 づ い て 誘導 さ れた 要

素を 使用 し て い る 。 そ の 主 な理 由は ， それらが 高い 信頼

性を持ち ， それ で い て あ る程度 の 経済性を備 え て い る こ

とに ある 。 し か し な が ら，最近 で は 大次元 の 問題に 対 し

て 反復計算を行な う機会が増加 して きて ， 既存 の 要素で

は 主に 経済 上 の 理由か ら実行不 可能な事態 に 直面す る こ

とが 多い 。 そ こ で ，従 来 の 精度 と信頼性を損わ ずに ， 高

速度で 計算 で ぎる要素の 出現 が 切望され て い るo

　適合変位要素 の 計算効率 の 悪 さ は ，新 しい タ イ プ の 非

適合変位要素に よ っ て 改善 されつ つ あ る。 それ らの うち

で 主 な もの は，ア イ ソ パ ラ メ ト リ ッ ク要素に お い て C°

連続性 の 変位場を使用す る もが ），非適合 バ ブ ル モ ード

＊
東 京 大学工 学部

を付 加 す る もの
2）・u｝，Reduced 　in亡egrati 。n を行 な うも

の
4）」）

などで あ るが， こ れ らの 技法 は 収束率 を 大幅に 改

善す る こ と が数値計算 の 結果か ら判 明 して い る 。 しか し

な が ら，こ れ らの 手法 に お い て も， 特 に 板曲げ要素に 関

し て，パ ッ チ テ ス ト
S）・6）IC合 格 し な い ，剛体変位 モ ード

以 外に Zero　energy 　mode を もつ た め に 剛性マ ト リ ッ

ク ス が特異 に な る，座標軸 の と り方 に よ っ て 剛 性が異 な

る，要 素分割 が 粗 な とぎ剛性が極端に 高 くなる などの 欠

陥の あ る信頼性の 低 い 要素を 作 り出 して し ま うお それが

あ る 。 こ れ らの 欠陥は ， 平 面応 力 要素mp　3次元中実要素

に お い て もい くつ か 現われ る が，それに 対す る改良法は

す で に 考案 され て い る
S＞

。

一方，板曲げ要紊 に 関 して は

上 述 の 欠陥に 対 して 簡便で しか も有効な 方法 は 現在 の と

こ ろ報 告 さ れ て い な い 。

　 こ の よ うな 非適合変位 要素の 改良を図る 場 合，変位法

の 枠内で 理 論 の 展開 を行 な う こ とは 非常に 窮屈 で 視野 の
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狭 い もの とな り，失敗 の 原 因 とな り易 い 。 そ こ で変位法

に 比べ て よ り一般的 で あ る混 合法 に 基 づ い て 理論的な考

察を行な っ て い く方 が 得 策で あ る 。 従 っ て 本研究に お い

て は ， 理 論的根拠 を混合法 に 求め た うえ で ， 実際 の 定式

化 に お い て は 変位法 の も っ て い る 利点 を 損わ な い よ う

に ，な る べ く変位法 に 近 くな る よ うに 工 夫 した 新 しい 定

式 化 を 考案 し て， こ れ を 平面応力要素，3次 元中実要

索，板曲げ要素など に 適用 して 新 し い 要素を誘導 した 。

こ こ で は 簡便 な要素を得る こ とを 目的 と して い るた め，

要素形状 と し て は 2 次 元 の 場 合 に は 4節点四 辺形，3 次

元 の 場 合 に は 8 節点 六 面体 を用 い る こ とと し，さ らに 変

位場や 応力 場 の 仮定 に は ， 基本的に は 1 次式を 用 い る も

の とす る 。

　こ れらの 要素 は板殻構造物の 動的解析 に 用 い る こ とを

目的 と し た もの で あ るが，本 報 に お い て は 定式化の 正 当

性 と有用性を検証す る こ とを 主 な目的 として ，平 面 応力

要 素，3次 元中実要素 お よ び板曲げ要素 に 対 して 静 的 弾

性 問題を解 くこ とに よ っ て 当該 の 既存 の 要 素 と の 比 較を

行な う。

2　変　分　原　理

　ま ず，こ こ で は 次 の 形 の Reissner の 原 理 ）か ら出発

す る 。 停留化すぺ き汎関数を UR と し て ，

π
・謬 ［fVn｛−Sc・」kla ・jakl ＋去・

・j（・・，、＋ ・j，，）

　　
一ノiUt｝6γ魂評 ゆ

　　
一
乱 7 ・（u 厂

π
・）dS］　　　 （1 ）

　こ こ に，a
ε．i は 応 力 テ ン ソ ル 成分，　 Ut は 変位成分，

C乞駕 は弾性 コ ン プ ラ イ ア ン ス 成分，乃 は作用 す る 体積

力 ，
Vn は 要素の 体積 ，　 S

。．は 要素の 力 学的境界条件 の

課 せ られ る部分 ，
Su・n は 要素 の 幾何学的境界条件の 課 せ

られ る部分，Tt は 要素境界 で の 作用 力，上 つ きの
一
は

既定 された 量を示す 。 Σ は すべ て の 要素 に わ た っ て の

総和を 意味す る 。

　こ こ で，幾何学的境界条件 を 予 め 満足す る よ うな変位

場を用 い る もの とし，また 簡 単の た め に 体積力は 作用 し

ない 場舎 に つ い て 考え る と，（1）式は 次 の よ うに な る 。

rr・ 一

￥［乱｛一身c
姆 唾 ・

　　　　・身卿 ・画 ）｝・・一
ゐ評祠 （・）

　次 に ，応力場 Otj を一
定応力場 a 多 と高次 の 応力場

σ 昌に わ けて考え る こ とに す る 。 即 ち

　　　　　　　　ao ’＝aft 十 σ易　　　　　　　　　　（3 ）

と表わ し，こ れを （2 ）式の 汎関数に 代入 す る と，

ITff−
￥［

一
み乱c岬 皺 ゴ1・

　　号ゑc捌 ・ 嬲 4y

　　
一
試 ・

… 嚇 闘

　　量左c醐 ・瀦 dV

　　÷壱左・各（Ui ，・＋ u ・，t脚

　　＋音ん・9，（砺 ，・栖 ，・）dτ・

　　
一
乱恥 ・司 （4 ）

　Reissnerの 原理 に お い て は，応力場 ao は （2 ）式 の

汎関数 の 可 積分性以外に 特別 の 条件は 課せ られ て い な い

が，鴫 と して 次 の よ うな 条件を満足す る もの を選ぶ こ

とに す る 。

　　　　　　　　fv・ ＃・dV ＝＝・ 　 　 （・）

こ れ と・材料 の 均 質 性 を 仮 定 す れ ば （4 ）式に お け る第

2 項 と第 3 項は 消 え て ，

… − v［左｛量c
槻 斬 ・号・5（u ・，」＋綱 ∬

　　　淵
一吉・

姆 幅 ・音・ 器・・轟 ・）｝dV

　　　
一
乱璃 ］　 　 　 （・）

こ の 式は ，（5 ）式の 条件が満足 され て い る場合に は，一

定応力状態 の ひずみ エ ネル ギ ーと高次 の 応力状態の ひ ず

み エ ネ ル ギ ーが 互 い に 独 立 に 計算で きて
， それ らの 和 と

して 全 ひ ずみ エ ネ ル ギーが与えられ る こ と を 示 して い

る 。 即ち，有限要素法に 関 し て い え ば，要素の 剛性マ ト

リ ヅ ク ス が 各 々 独 立 に 計 算 された
一

定応力状態 に お け る

醐性 マ ト リ ヅ ク ス と高次 の 応力状態に お け る剛性 マ ト リ

ッ ク ス の 和で 与え られ る こ とを示 し て い る 。

3　有限要素法定 式化

　（2 ）式 の 汎関数 か ら の 定式化を説明 す る 。 応力場 お よ

び 変位場 を そ れ ぞれ 次 の よ うに 仮定す る 。

　　　　　　　　｛a｝；［P ］｛β｝　　　　　　　　　　　（7 ）

　　　　　　　　｛u ｝＝［N コ｛δ｝　　　　　　　　　　　　　　（8）

こ こに ，｛β｝ は 未定 の パ ラ メ ータ ，｛δ｝は 節点変位 ，

［N ］は変位関数 で あ る 。 ［N コに ひずみ 一
変位関係式 に

お け る 微分演算を 行 な っ た も の を 形式的に ［N
，
コと書 く

こ とに す る 。

　（7 ）式，（8 ）式 を （2 ）式 に 代 入 す る と

π ・
一

尋［
一
見・β｝

T
［司 ｛β｝・ ｛β｝

・

［・］｛・｝
一
｛・・… ｝］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （9 ）
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こ こ に

［H コーf。．
［P コ

・

［c コ［P コdV

［D コーfVn〔P ］
・
［rw コdV

｛Q ｝− fs［N コ
・

伽 5

（10）

（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （12）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 a ：

　混合法本来 の や り方 で は ｛β｝ と ｛δ｝の 両 方を未知 パ

ラ メ ータ と して 残 して，（9 ）式で 得られ る系全体の 汎関

数 の 停留条件か ら ｛β｝と ｛δ｝を決定するの で あ るが，
そ れ では 未知数 の 数が多くな りす ぎる の と，扱 うマ ト リ

ッ ク ス の 正 定値性 が 失わ れ る とい う欠点 がある の で 実用

的 で な い 。 そ こ で ハ イ ブ リ ヅ ド応力法 の 場合と同様 に し

て ，要素ご と の ｛β｝に 関す る停留条件 か ら各要素 の ｛β｝

を ｛δ｝ic関 し て 求め て お く方 法
S）が 有効 で あ る 。 即 ち

（9）式 の 各 要素 ご と の 寄与を ｛β｝に 関 して 停留化すれば

　　　　　 一［ff］｛β｝十［D ］｛δ｝＝0

が得られ，こ の 式 よ り

　　　　　　 ｛β｝＝ ［ff］
−1
匚ヱ）］｛δ｝

こ れを （9 ）式に 代入すれば

（ユ3）

（ユ4）

　tr・ 一

￥［｝｛・｝
・

〔D ］
T
［H ］

−i
［D コ｛δ｝・

一
｛δ｝

・
｛鯛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

こ の 式の ｛δ｝に 関 す る停留条件 よ り

　　　　Σユ［1）コ
T
匚H ］

｝1
匚D ］｛δ｝＝Σ］｛Q｝　　　　　　　（16）

　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 n

従 っ て ［D ］
T
［H ］

−1
［D ］ が こ の 定 式 化 の 要素 の 剛性マ

ト リ ッ ク ス で あ る 。

　 こ こ で ， 要素内の 応カ
ー
変位関係式

　　　　　c
・jnta，bt＝；（t・・，」＋ u

・，1）　　 （・7）

を直接考え るG こ の 式に お い て ｛u ｝を 既 知 閼 数 の ご と く

考えて ，Galerkin 法 を 適用すれば

窺 唖 ・コ凹 ｛β｝一［・
・
コ｛・｝｝dV ・・ （・8）

が得 られ る 。 こ の 式は （13）式 と等価 で あ る か ら して ，

（14）式は 応カー変 位 関 係式を応力場 の 試験関数 ［P ］を

重み と して，要 素内で 平均的 に満足 させ た もの で あ る こ

とがわ か る。 こ の 混合法 と変位 法 と の 差 異は ，応カー変

位関係 が （14）式 の よ うに 満足 され る か ，あ る い は （17）
式の よ うに 満足され るか だけ で あ る 。

　も し応 力場の 高次成分が （5 ）式を満足す る よ うに 選

ばれ る と ，

一
定応力場 と高次の 応力場 の 剛 性 は上 述 の 定

式化 に 基 づ い て 別 々 に 計算で きて，要素の 剛性 は そ れ ら

の 重ね 合 わ せ に よ っ て得 られ る 。 その 際， 2 次 元 問題に

お い て は
一
定応 力 状態 の 剛性は ，変位法に お い て Redu −

ced 　integrationを 行 な っ て得られ る の で ，こ れ を 用 い

た 方が は るか に 簡 単 で あ る 。

　こ の よ うに ，（5 ）式 の 条 件 が満足 され る よ うに高次 の

応力場が 仮定 で き れ ぽ，こ の 応力場 は
一

定応力状態に 影

響を与え る こ とは な い の で ，

一
定応力状態 の 剛性が正 し

く評価 さ れ て い る 限 りは ，か な らず パ ッ チ テ ス トを通

る。 さ ら｝こ ， 高次 の 応力場がい くつ か の 互 い に 独立 な 組

に 分離で き る ときに は，混合法で は 大 幅な 計算量 の 滅少

が行 な え る 。

4　平 面 応 力 要 素

　平 面 応力問 題 は
， 弾性 学 に お け る基本的な問題で あ る

と同時に ，講造設計に お い て も重要な意味をもつ もの で

昂るか ら，有限 要 素 法 の 出現 した 当初か ら今日に 至 る ま

で 数多 くの 有限要素 モ デル が 提案されて い る。
こ こ で は

4 節点四辺形要素に 関 して，現在広 く使用 され て い る既

存の 要素に つ い て 簡単 に 説 明を 行 な い ，次 に 前節 で 述べ

た 定式化 に 従 っ て 新 し い 要素 を 誘導 し，い くつ か の 例題

を解 くこ と に よ っ て これ らの 比較検討を行な う。

　4．1　従来の 要素

　平 面 内に お い て一
般形状 の 四辺形 を扱 う場合，Fig．　1

（b ）の Cartesian座標系 か ら Fig．　1（a ）の 局部座 漂 系 に

変換す る と便利 で あ る 。 こ の ときの 座標変換式は

　 　 　 　 　 　 4　　　　　　　　　　 　　 4

　　　　 x ＝ Σ NtXt ，　 y ＝ Σム厂
tyt 　　　　　 （19）

　 　 　 　 　 　 1　　　　　　　　　　　　 1

た だ し，

：：‡：∵：嫁1⊥：：：∵｝側

（−1，1） 十η

「［

L rz
〔−1，−1）

y4n

1

Ca）
　 3

一一　　、　　L

　　、

｛b〕

X

（1，1）

〔1，−1）

ξ

2

n

警し・

　　　　　　　　　 〔c ）　
x

　 　 　 　〔a 〕　Local 　coordi τ1ate

　 　 　 　（b）　Cartesian 　coordtnate

　　　　（C ）　Pm91es 　fDr　stre55

　 　 　 　 　 t エ al15fDrmation

Fig」 1　CQordi囗 ate 　 system 　 of　 four−node

　　　 quadrilateral　elen ユent
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で与 え られ る。
ア イ ソ パ ラ メ ト リ ッ ク 要素に お い て は ，

こ の 座 標変換内挿式 が その ま ま変位 場 の 仮定 に 用 い られ

る 。 即ち X
， y 方向の 変位をそれぞれ π

，
　V とす れ ば ，

　 　 　 　 　 　 　 4　　　　　　　　　　 4

　　　　　 u 二 ΣN 曲 ， v ＝ Σ N 幽 　　　　　（21）
　 　 　 　 　 　 　 1　 　　　　　　　　　 1

こ の 変位場 を 用い て 通常 の 変位法 の 定式化 に 従 っ て 誘導

され た 要 素 に Q4 と呼 ば れ る 要素が ある
9）・10 〕

。 こ の 要素

は パ
ッ チ テ ス トを 通 る o

　（21）式の 変位場は，面内の 導純曲げ モ ードを正確に 記

述す る 能 力 を 持 た な い た め ，単 純 曲 げ状 態 に お い て せ ん

断応力を 生ず るた め Q4 が非常に 精度 の 悪 い 要素とな っ

て しま う
10）

。 そ こ で （21）式に 曲げ モ
ードを表現す る た

め の バ ブル モ ードを 付
』
加 した 変位場

：：罫：：：∵1：：：∴：ll｝（・・）

を用 い た 要素が 考案 さ れ た
2）。こ れ は Q6 と呼ばれ るo

　 こ の 要素は 面 内 曲 げモ ードに 関す る精度 を 著 し く改良

した が，長方形 で ない
一般形状 の 要素分割に お い て は パ

ッ チ テ X トを 通 らな い 。 こ の 欠点 を 克服す る た め ，ひ ず

み エ ネル ギーの 数値積分を 行 な うと きに 現わ れ る X，E，

x，v，Y，e，Y，η を ξ＝ η
＝0 で 評価す る こ とに よ っ て 強制的

に パ ッ チ テ ス トを 通 る よ うに した 要素 が 出現 した
3，

0 こ

れ を QM 　6 と呼ん で い る
。

　一
方，ハ イ ブ リッ ド応力法 に お い て は ，次 の よ うな 5

自由度 の 応 力場

　　 ax ＝＝β1十β2y ，　tiv：：：βs十 β4x ，　τ xv ＝ ・βs　　　（23）

と，各辺 上 に線形 の 変位場 を仮 定 した 要素が ハ イ ブ リ ッ

ド応 力 法 と し て は 簡単 で しか もみ か けの せ ん 断応力を発

生 す る こ とは な く精度 の よい 要素 で あ る 。 しか し，こ の

要素 は座慓軸 の と り方 に よ っ て 剛性が異 な る （varlant ）

とい う欠点 を も っ て い る。 そ こ で，剛性計算を要素 に 固

定 した 直交座 標 系 （x−y 座標系を Fig．　1（c ）の θξ と θn

を各中線 の 長 さ を 重 み と して 平均化 した 角度 だけ回転 し

た もの ）で 常に 行な う要素が 提案 された
10 ）

。 こ れを HL

と呼 ん で い る 。 こ の 要素 は パ ヅ チ テ ス トを 通 るが変位法

に 比べ て い くぶ ん不 経済 な 要素 で あ る と考えられ る 。

　4．2　混 合法 に よ る 新要素

　平面応 力 問 題の 場 合に は ，一
定応 力 状態の 剛性 は変位

法に よ っ て 1 点 Gauss 積分を 行 な う こ とに よ っ て 容易

に 求ま る。

　次に ， 高 次 の 応 力状 態に お け る 剛性 の 評価に つ い て 考

え る 。 変位場 と して は （21）式を仮定す る Q 応 力場 と し

て ，

篠三欝繼鶚副 像 ・

を仮定す る 。 こ れ ら の 応力場は ，こ の ま まで は （5 ）式 の

条件式を 満足 して い な い D そ こ で （5 ）式 に お け る 徴小

体積 4γ を 別 の もの と置 き換える こ とを考え る 。 要素 の

板厚を t，面積を A ，（19）式 の 座標変換に お け る Jacobi

の マ ト リ ッ ク ス を ［J］，そ の 行列式を det［J］とす る と

微小体積 dV は

　　　　　 dV＝＝tdA ＝；tdxdy ＝＝tdet［Jコ　dξdη　　（25）

で 表 わ され る 。 こ こ で ，こ の 式 に 現 わ れ る det［J］を

ξ＝　op　＝＝ o に お け る 値 det［Jo］で 置 き換 え て や れ ぽ ，

det［Joコは 定数 で あ るか ら （24）式の 応力場 は 常に （5 ）

式を 満足す る 。 また こ の 場合 ， 要素 の 面積は 正 し く計算

さ れ る 。 さ らに （1  式か ら明らか な よ うに β， と β2 は

互 い に 独立 とな る。
こ の det　［」。コを 用 い て ，第 3節に

述べ た 定式化 を 実行すれぽ，高次 の 応力状態 に お ける 剛

性 V ト リ ッ ク ス が 求 ま る 。 これを 先 に 求 め te一定応 力 状

態に お け る 剛性 マ トリ ッ ク ス と単に 加 え 合わ せ れば，要

素の 剛性マ ト リ ッ ク ス が 求 ま る 。 こ の よ うに し て 得られ

た 新要素を MX 　2 と呼ぶ 。

　最後に，長方形要素 の 場合に は Q6 ，
　QM 　6

，
　HL

，
　MX 　2

の す べ て の 剛性 マ ト リ ッ ク ス は 全 く同 じ もの に な る こ と

に 留意 された い 。

　 4．3 数値解析例

　（a ） 平 面応力問 題 と して の 片持梁 （Fig．　2）

　Taylor ら
3〕が QM 　6 の テ ス トに 用 い た 例題 で ，単 軸引

張 り （load　case 　1）と単純曲げ （10ad　case 　2＞カミ加 わ る 場

合 の 先端 K に お け る x ，y 方向変位 と，　 A か ら 1 ま で の 各

点に お け る 直応力を 求め て い る。
こ こ で は Q4 ，　 QM6 ，

MX2 の 3 つ の 要素を用 い て 解か れ た 。 単軸引張 りの 場

合に は ，こ れが い わゆ る パ ッ チ テ ス トであ っ て，こ れ ら

3 要素 と も パ ッ チ テ ス トを 通 る （結 果 省 略）。

　Load　case 　2 の 場合に お け る 結果 を Table　1 に 示 す 。

こ れ よ D，MX 　2 と QM 　6 の 結果が よ く似て い る こ とが

言え る。

　（b ） 任意形状 の 平面応力構造 （Fig．3）

　Cook1D） が HL な どの ハ イ ブ リッ ド応力法要素の 性能

を見るた め に 用 い た 例題で ，HL の 結 果 は 文 献
lo ｝

の もの

を そ の ま ま引用 した 。 厳密解 は わ か っ て い な い た め，

渥H G 　 ，

” F

　 E

’D

　 CB

」

K

胛
　 rrL

A

L1算＿ ， ＿し 、　 箏

Loadi　　　 loai

cnse ユ　　 Case 　2
鍾 　 22

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1．5　　　　 x
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 → 　 　一一v

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 BovpdaTy ⊂ondi こten
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 for　lo日d　case 　2　0nly

Fig、2　Cantilever　beam 　prQblems 　modeled 　by

　　　 plane　stress 　elements （E ＝ 1．0，ン＝0．25）

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Society of Naval Architects of Japan

NII-Electronic Library Service

The 　Sooiety 　of 　Naval 　Arohiteots 　of 　Japan

混 合法 の 一
定式化 か ら誘 導 され る 新 し い 要素（第 1報 ） 265

Table　1Results 　for　cantilever 　bca ！n 　problems 　in　Fig．2　（load　case 　2）

ElementDeflection　　u
N 。、頂 al 　stτess

σ

x

K A 　　　　　B　　　　　C　　　　　D　　　　　E　　　　　F　　　　　G　　　　　H　　　　　I
Q騒 一17 。01 一〇．008　　0。399　　0，602　　1・聾36　　2．271　　2．“6与　　2．857　　3．071　　2 ．777

QM5 一1ア。6工 0，D22　　0Q397 　　0・5らD　　1●辱79　　2・与工8　　2●555　　2‘922　　3．02」＋　　3．000
MX2 一工ア．59 一〇●12D　　O 。388　　0g与99　　1．与7｛

｝　　2 ．与与9　　2，551　　3．0再5　　3，033　　3 曾00D
Exact 一1B ．000 ．000　　D．50D　　O，5DO　　1．500　　2 ．500　　2 ．500　　3，003　　50000　　3．ODO

Y
爪

広刀

ー
ク

彡

Y4 ，

蔑

晦

∵ 1
　　　　　　 髣
　 　 　 　 x

B

Amesh

　 N＝4

C

x

Fig」3　Arbitrary 　plane 　 stress 　structure 　 with

　　　 unit 　Ioad　uniformly 　distributed　along

　　　 right 　 edge 　（E ＝1．0，　レ＝ 1／3）

Table　2　Results　for　problem 　in　Fig．3

0、2

o ．1

OO切切磐
旨

瞬

吩

一
〇．1

一〇、2

E 工ementydirectiondef
ユection 　 at 　 C

N ＝ 2 N；腎

Hし 18 ．17 22 ．05
q与 ヱL85 ユ8．50
Q図6 2LO5 25 ．02
NX2 29 ．96 25．0 工

　　HL 　 lnmesh

　 N＝16 25．81
一

ElenlentMini 口u 皿 stress 　at 　B
N；2 ［ N ＝ 辱

HL 一
〇．1535 一〇．1アDO

Q昨 一〇．0916 一〇．15工0
QM5 一〇．1688 層 一〇．1855
MX2 一〇．王552 一〇．1858

HL　inmesh
　 N ＝ 16

一〇．2eo5

ElementMax 加 跏 stless 　 at 　 A
N＝2 N ＝ 与

HL 0，1582 0．1980
Q辱 OJ281 0ほ 905
QM5 O．1775 D．2225
鮪X2 0．18与5 0．22傷0

日L　 mmesh

　 N＝16 0 ．229 存

A B

Fig・4　Normal　stress 　 along 　line　AB 　in　Fig．3

HL を用 い て 細か い メ ッ シ ュ（N ＝・16）で 解い た もの を 正

確 な 饐 と考え て ，粗 い メ ヅ シ a （N ＝2 あ るい は A「
＝ 4）

で 得 られ る結果 を 各 要素 に つ い て 比 較 して い る。 そ の 計

算結果を Table　2 お よ び Fig．4 に ， 要 した 計算時間を

Table　3に 示す Q こ れ らの 結果か らわ か る よ うに ，　MX 　2

は 精度が QM 　6 と ほ とん どが 変 わ らな い の に 比 べ ，計算

時間がか な り短か くてす み ， 経済的で あ る とい え る 。

5　3次元 中実要 素

　3 次元 弾性 問題を解析的 に 扱 うこ とは 非常に 困難 で あ

るが，有限 要素法 に よ れぽ，考え方の うえ か らは ず い ぶ

ん と楽 に 扱える 。 しか しな が ら，その 計算費用が莫大 な

Table　3　Computation　time 　for　problem 　in　Fig．3
　　　　 by　H 正TAC 　880018700

Element 二 Q4 QM6MX2
Total 　computation

　　　time 　 （sec ＞
0．工830 ．3310 ．ユ86

もの に な っ て し ま うお そ れ が 多分 に あ る。 従 っ て 3 次 元

中実要素 に お い て は ，そ の 経済性 に 強い 関 心 が 持 た れ

る 。

　 4 節点 四辺形要素を 3次元 の 場合に 拡張す れ ば， 8 節

点中実要素 が 得 られ る 。 それ で 前節で 述べ た 平面応力問

題 に お け る手法は ， そ の ま ま 3 次元の 場合に も通 用す る

か ら，Q4，　QM 　6 に 対応す る 中実要 素がそれ ぞれ に 考え

られ る。ハ イ ブ リ ッ ド応力法 に よ る要素は ， 3 次元 の 場

合に は応力 の 自由度 が 多 くい るた め非常 に 不 経済なもの

とな る の で
，

一
般的 に い っ て 非実用 的 で あ る 。

　5．1　従来 の 要素

　 こ の 場合 の Fig．　5（b ）に 示 す Cartesian座 標系か ら

Fig．　5（a ） に 示す局部座標系へ の 変換 は 次式 で 与え られ

る 。

N 工工
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ξ

n

　 　 　 　 　 　 　 〔a〕

．
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　　　　　　　 し　し　　　ノ
　 　 　 　 　 　 　

亀1 〆

　　　　
6 ・・− 1舞ご ．こ
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　 　 　 　 　 　 ／ ノ 丶　 7
　 　 　 　 　 　 ／　　’　 仙　　　　　　　 n

　 　 　 　 　 ，’　　　　 ノ
　　　 2　

’

　　　　　　　3

フ〜
ξ

x

亀
　 　ξ

z

？nE

ξ

y　x

〔b｝

et　 ア　 x

〔c 〕

諞
糞

　 　 　 　 　 　 　 y

〔a ）　Local 　coordinate

〔b）　Cartesian 　eoordin3te

〔c 〕　Direction 　CDsines 　for
　 streSS 　transfOI 「mation

Fig．5　Coordinate　 system 　 of 　 eight −node 　 solid

　 　 　 element

　 　 8　　　　　　　　　　 8　　　　　　　　　　 B
x ＝＝ ΣArtxi

，
　 y ＝ Σ N 伽 ， 9 ：＝Σ Ntgt　　（26）

　 　 1　　　　　　　　　　　 正　　　　　　　　　　　 1

た だ し

N
・

一 （・＋ξ・ξ）（・＋ ・・η）（・＋・・ζい ＝＝・，2，…β

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （27）

　　　 こ こ で （ξt，
　Vt，　et）は 節点 ゴの 座標

こ の Nt を 用い た ア イ ソ パ ラ メ ト リッ ク 的な変位場は，

U，V，W を そ れ ぞれ X
， Y ，

2 方向の 変位 と し て

　 　 　 　 8　　　　　　　　　　 s　　　　　　　　　　 s

　　 u ＝ Σ NtUt，　 v ＝Σ ム厂
tVt，　 w ＝ Σ Ni〜Vt 　　 （28）

　 　 　 　 1　　　　 　　　　　　 1　　　　　　　　　　 1

で 与 え られ る 。 こ れ らを 用 い て 2 次 元の 場合 と 同様 な方

法で 得 られ る要索を こ こ で は TQ 　4 と呼 ぶ こ とに す る。

（28）式に バ ブル モ ードを付加 した 変位場

　 　 s　 ，
u ：＝Σ】ム「tUt 十 （1一ξ

2
）Ug ÷ （1一η

2
）UIO

　 　 1

　　十 （1一ζ
E
）ult

　 　 8v
＝ ΣN ，Vt 十 （1一ξ2

）Vg 十 （1一η
2
）vlo

　 　 1

　　十 （1一ζ
2
）Vl

エ

　 　 sw
＝＝ΣIVtw

乞十 （1一ζ
2
）躍 9十 （1一η

2
）u’10

　 　 1

　　＋ （1一ζ
2
）ZVIl

（29）

を 用 い て， 2 次元 の 場合 の QM 　6 と同 様 に し て 得 られ る

要素を こ こ で は TQM 　6 と呼 ぶ こ とに す る 。

　8 節点中実要素 の 剛性 マ ト リ ッ ク ス の 24 個 の 固 有 モ

ード の うち ， 6個が 剛体変位 モ ー
ドで，次 の 6個 が一定

ひ ずみ モ ードで ， 残 りの 12 個 の モ
ードが 曲げ とね じ り

が連成 した モ ーF
“
で あ る 。 こ の 曲げね じ リモ ードは 要 素

形状 が直方体 の 場合に は 非連成 とな り，6個 の 曲 げ モ ー

ド と 6 個の ね じ リモ ードに 分離 さ れ る o 最初か ら こ れ ら

の モ ードを 仮定 し て，剛性 の 計算を 行 な う方法 が い くつ

か 提案され て い る
11）・「2〕

。 こ の 場 合，一定 ひ ずみ モ
ード

と曲げね じ リモ ードが 剛性 に 関与 して お り，パ
ッ チ テ ス

ト （収束性）の うえか らは 前老 が，精度 の うえ か らは 瞹

者 が 問題 と な る 。 こ の 方法は，要素が直方体 の ときに は

モ ードの 仮 定 も楽で 経済的 な要素が得られ る が，要素が

ひ ずん だ形 を して い る と モ ードの 仮 定が 非常 に 面 倒で あ

る o こ の 点 に 関 して 簡便な方法を KoslQff ら
11〕が 与え て

い る 。 また，Bretl ら
12）は こ の 方法 に お い て ，曲げね じ

りモ ードの 剛性に 対 し て 修 正 係 数を 掛け て 人 為的 な 調整

を 行な っ た 要素をつ くり ADJ と呼 ん で い る 。 しか しな

が ら， 彼 ら の 修正係数は 与 え る 荷重 の パ タ
ー

ン に よ っ て

は 相当に 悪い 影響 を もた らす よ うで、普遍的 に 良好な 結

果 を与え る修正方法は 見 い だ して い な い 。 さ らに ， こ の

モ ードの 仮定 か ら出発す る 方法 で は 応力 の 算 出 が か な り

面 倒な もの とな る 。

　5．2　混合法 に よ る新 要 素

　変位場 と し て は （28）式 を仮 定 す る 。
Bretl らが 指摘

し て い る よ うに
12），直方体 で な い

一
般形状 の 要素 に 対 し

て 1 点 Gauss 積分 に よ っ て 正 し く
一

定応力状態 の 剛性

を 評価す る こ とは で ぎな い 。 そ こ で Bret1 らは ，ハ イ ブ

リ ッ ド応力法 を 用 い て一
定応力 （

一
定ひ ずみ ）状態の 剛

性 を 求め て い る D しか しなが ら，第 3節で 述ぺ た 混合法

定 式 化 で 計算 を 行な う方 が，そ れ 自身の 計算量 もか な り

減少す る し，さ らに わ れ わ れ の 場合 に は ，高次 の 応力状

態 の 剛性も混合法で 算出す る の で それ と同時 に 計算 で き

る 部分 が あ る の で は る か に 有利 で あ る 。

一
定応力状態で

は ，応力場は

　　　；；：二ll：：；1：：1：1：1；二：籌｝ ・…

で仮定 で きる 。 こ の 場合 （10）式の ［H コは 対角 マ ト リ

s ク ス とな り 田 コ
ー1

の 計算は 非常 に 楽に な る こ とに 留

意 された い 。

　次 に 高次 の 応 力場 と し て は 次 の 形 の もの を仮定す る 。

　　　　　　　 ｛a ｝＝［T ］｛aL ｝　　　　　　　 （31＞

た だ し，

　　　｛a ｝＝Lσ
匪

Hayli
　a ε

ff
τ奮，

τ馨ε
τ房躍 jT　　　　（32）
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お よび，

こ こ で ，

［T ］＝

1
ξ
2M

ξ
2n

ξ
21

ξnem

ξ
1
ξ

n
ξM ξ

」石

2

解
丁

2

翼
η

2

ら笏

” z
石
1
η

nT，　Wt η

lc2m

ζ
2nczlen

ζ

勉 4ζ

n ζm ζ

｛σD ｝＝ Lσ ξ　a ．，　ac 　re ワ　T
’
r
，c　TζejT

σξ
＝

ηβ，÷ζβ7 十ηζβ、3

σ 7
＝ξβ1十 ζβB 十ξζβエ6

σ ζ
＝ ξβ2十 ηβ，十ξηβ10

τ
ξワ

＝＝ ζβ，十 ζξβ，7＋ ζηβ1壬

τ
ηc＝ξβ3十ξηβユ ェ＋ξζβ，，

τce＝＝ηβ6十 ηξβ12 十 ηζβ，5 丿

　 21ξlv

　 2m ξm η

　 2n ξne

翹 可＋堀 ワ

狒 ∈1η十IEm
り

n ξMl 十
’
m ξnv

（34）

　 こ の （31）式 で   え られ る応 力場 は そ の ま まで は （5 ）

式の 条件式を満 足 し な い 。 そ こ で ，平面 応 力 問題 の 場合

と 同様 に，微小体積 の 表現に 現わ れ る Jacobiの マ ト リ

ッ ク ス の 行列式 Clet［J ］ を 定数 の も の に 置き換えて や

… の 齢 ∫… 値 ・・正 ・ 〈蕪 の 体積 V ・1… 、 ・

よ うに ，det［J］を γ18 で置 き換え る こ と に す る 。 従 っ

て dV は Vd ξdrpdζ18で 置き換え られ る。 こ の 要素 の 体

積U は一定 応力 状態 の 嚠性計算 の 際 に 必 然的 に 求 ま っ て

くる の で こ こ で 改め て 計算す る 必 要 は な い 。 こ の よ うに

すれ ば，（31）式の 応力場 は （5 ）式の 条件を満足 す る 。

さらに，応力パ ラ メ ータ ｛β｝は ，βエ
〜β，，段〜β6，β7

〜

β9・βiO
・一βi2 ，β，3

〜β，・，βL6
〜β・8 と 3 個 ず つ の 互 い に 独

立 な 6 つ の 組 に な る か ら，（10）式の［U ］の 逆行列匚H コ
『1

は 18 行 18列 で 計算す る 必要は な く，3 行 3 列 の 逆行列

の 計算を 6 回行 な うだ け で よ く大幅 な 計算量 の 減少 に な

る 。 なお （11＞式の 評価 に 必要 な積分 は 2x2 × 2Gauss

積分 で 十分 で あ る。 こ れ 以後 は ，第 3 節で 述ぺ た 手順 に

従えば，新 しい 要素が得られ る 。 こ れ を 丁鹹 18 と呼 ぶ

こ とに す る 。

　要素形状が直方体の ときに は TM 　18 と TQM 　6 の 剛 性

マ トリッ ク X は 完全に 同 じに な る こ と が，実際に 両 者 の

剛 性 マ ト リ ッ ク ス を 作成 し て 比 較すれば確認 され る 。

　 5．3 数値解祈例

　（a ）　 3次 元 問題 と して の 片持梁 （Fig．　6）

　梁を 不 規則 形状 の 8 要素で モ デ ル 化 した もの で あ る 。

2 つ の 荷重の う ち LDad　1 が 単軸 引張 で ，
　 Load 　2 ボ Y

軸 まわ りの 単 純 曲 げで あ る 。
TQ 　4，　 TQM 　6 の 場合 は ，

3× 3 × 3Gauss 積分 を 行な っ た 場合 と 2x2 × 2Gauss 積

分を行 っ た 場合 の 両方 に つ い て 解 い た。Load 　1 の 場 合

が い わ ゆ る パ ッ チ テ ス トで ，TQ 　4 と TQM 　6 の 二 通 りの

積分法の 場合お よび TM 　18 が パ ッ チ テ x トに 合 格す る

　21vl
ζ　　　　　　　2〜ζ♂ξ

　2，n ηM ζ　　　　　　　2 窺 ζ脚 ξ

　2街 究ζ　　　　 2 鴛 ψ ξ

励 ζ＋ n
。
le　 icnξ＋ 廻 ξ

mr，1ζ÷ tvMc　　　m ζ’ξ十 1ζm ε

n
ηm ζ十 m

；
n ζ　n ζme 十 m

ζ
n

ξ

（33）

こ と が 確認 で きた （結果 の 表示 は 省略）。
Load 　2 の 場 合

の 結果を Table　4 に 示 す 。　TM 　18 と TQM 　6 は 同程度 の

精度をもつ こ と がわ か る o

　（b ）　3 次元要 素 で モ デ ル 化 した 周辺 固定正方形平板

（Fig57）

　Bretl らが ADJ の テ ス トに 用 い た 例題 で，　ADJ の結

果 は文 ma12）の 結果をそ の まま 引用 した 。 対称性を 利 用 し

て 4 分 の 1 の 板カミメ ッ シ ュ 分 割 され て い る o 荷重 は 中央

集 中荷重 と一
様分布荷重の 2種類 が 加 え ら れ た 。 ま た

板厚方向に は 1 要素 の 分割で あ る 。 結 果 を Table　5 に 示

す。ADJ で s。ft．とあ るの は 曲 げ ね じ リ モ ードの 剛性

に 修正 係数を掛けて 柔 らか くした もの で ， uns 。f．とあ る

の は こ れ を 行なっ て い な い もの で あ る 。 直方体 メ ヅ シ ュ

V卩W1
鐸灘：i：鞭i：華司

　　　　　　nod2 　e

　　xqp

ρ1directlORied　 lo δd雨

（k。 ． 1。
凾2

｝7
nDGebad 　l　load　2

】 6，25　 −25 ．G
212 ．5　　 −50 』

36 、25　 −25、0
Zlw 轟

512

．5　　　　0．0
25 ．o　 　 　 o．o

　　　　　　　　　Y
己
　　　　　　　 V6

ア
8125

　 　　 σ，0
6．25　 　25．0
1呈 ．5　　 50．0

b ｝ ， ， 6，25　　z5．0
c 　　 l 　　！

，匸

f

x

Fig．6　Cantilever　beam　 problems 　 modeled 　by

　　　 solid 　elements （E ＝10skg ／cm2 ，　v ＝ 　O．25）

Table　4　Results 　fer　beam 　problems 三n　 Fig．6

　　　　 （1。ad 　2）

D坤 lacem ・

嘘
　　　（c 皿 X　　　　　　　　　lo ）

StreSSk 跳 m2

£ 1e 皿ent
W 〔5） σ

x
〔王） σ

xra
〕

Tq 辱（3x5x5） o．169 一〇．叫58 一
〇．608

丁（洲6（3×3×3） 0．与15 一〇．793 一1．噛 8
丁Q躰（2x2x2） 0．エア0 一〇．辱60 一〇．615
TQM5（2×2×2） 0 み 18 一

〇、799 一1み 62
THI8 O．尾25 一〇．796 一1．5辱7

Beam 　 theDr γ 0．些80 一L500 一1．500
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Table　s　Results　for　plate 　problem 　 in　 Fig．7

ConcentratedcenteIfo 芸 ce Bod γ weight 　loading

CenterStres5

σ

駕 1 CenterStreSS

．σ on 　 tGP
アk

凱 m2

ElementdeflectionCenterMidsidedeflectionCenterMidside

〔om 〕 〔A） （B〕 〔cm ） 〔A〕 （B）

Regular 　 mesh

TQ4 0．0038891992 一882 0．008302684 一2946
T〔〜岡6 0．GO97423976 ＿2195 0．022135553 一7539
ADJ 0．0土00 正34228 ＿2243 0．022625682 一75321
TM18 0．OO974239 フ6 一2195 D ．022155553 ＿7539

Irregular　田 esh 1
Tq4〔3×3×3〕 0．0033611976 一749 0 ．007082419 一2404
TQM6〔3×3×3〕 0 ．0078393479 一1748 0 ．017804936 ゐ 514

TQ4 〔2×2×2） 0．0033ア71808 一751 0．CO7112 粤34 一2409
TQM6 〔2×2×2） 0 ．0080273571 一1789 0 ．018325079 一5631
ADJ （ロ nsof ．） Q．0074773771 一1534 0．Ol7515269 一5G79
ADJ （soft ．） 0 、〔｝093334850 一1865 O ．021636869 一6103

TM18 Q ．0080973463 ＿1800 0．Ol8385098 一5778
Plate　 theo τy0 。009784co 一3017 0 ．022015544 一12312

骨 AlY A

Fig．　7

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 B

　　『騨 落、禦
陥

．
こ己）Reg雌ar 　meSi τ　　　　　　　 ｛b）ヨrreg」lar　meth

Clamped 　square 　plate　　　　　　　　．

建
x

　　 　　　　 　　　 　　　 modeled 　 bv 　 solid

elements （E ＝ 10Tkg／cm2 ，
μ ＝0，3，　t＝1cm ，

P ； 4000kg ，　ρ＝100kg ！cm3 ）

に お い て は TM 　18 は TQM 　6 と完全 に
一

致 し ， 不 規則

メ ッ シ ュ に お い て も 2×2× 2Gauss 積 分の 場合 と非常 に

近 い 値 とな っ て い る こ とが 注 目され る 。

　（c ） Boussinesq問題 （Fig．　8）

　弾性半無限体に 集中力が 作用す る 問題で ある 。 メ ヅ シ

ュ の 分 割は Bret1らの 文献 12）と同 じで あ り，　 ADJ の 結

果は こ の 文献 か ら引用 し た．結果 を Table 　6，　 Table 　7

に，ADJ を除 く各要素 の 計算時間を Table　8 に 示す 。 こ

の 例題に お い て は TQ 　4 以 外 の 各要 素 は ，だ い た い 同 程

、ζ↑

15

31

　 GH 　l　　　 」　．

l！，鯉

：

匚

y

x

30　 x3

20

，［〔亡 〕≧ ユ ，

　 （C）丁「an5ver5 ．e　5 巳ction

GH 　I　　 　 J
　 （b）Plane 　2

　 Dimens 土onS 三n 　C跚．

Regロlar 　mesh 　；

　 All　 P：鵡 巳〜 二re 　 sho 孤 bソ
　 plane　L

王：regvlat 　mesh 　；

　 Plenes　 A，⊂ 1nd 　E　 are 勲 o鼎

　 by　plane　Z　and 　others 　are
　 sheh れ　by 　P 工an 巳　1，
　 王n 　3ddiCiO ：，dOtted 　nod 邑s
　 己re　 anDveti　 O．5　匚川 up 〔pla口ε

　 召）　Or 　2．O　c凪up 〔P1己nes 　D

　 und ．　E）．

　Fig」8　Boussinesq 　problem （E ＝r10
〒kg ！cm2 ，　 y：＝O．3，

　　　　 P ＝ 104kg）

度 の 精度を示す こ とが わ か る。 さ らに TM 　18 は 2 × 2× 2

Gauss 積分 した 場合 の TQM 　6 に 比べ て い くぶ ん 計算時

間 が短 か くな っ て い る こ とがわ か る 。

Table　6　Results　for　Boussinesq 　problem 　by　 regular 　 mesh

zdi − ection ．　displacements （cmX10

幽5
　） Norma15tress σ
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　　　　「
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Ele 珊 entABC
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⊃
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Table 　7Results 　for　Boussinesq　problem 　by　irr巳gular　mesh

　　〒P
乙 qlreCtiondisP ！ace 珥 ents 〔cm 　XIG 〕

一5Norma15tress
・

、

k・闘
alQn9z 　 axls along 　 xax1S
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　　　　」
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E正e 蹴
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TQM6 （3X ］X］）
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ADJ （uns っf．）i
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t▼）1

1311

頃
1321
興1

工3ア
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痔6．6
郷 ，8
鳥5．7
与6．1
与7．3
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、5715
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ゆ65
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亀．7疹
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1L512
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工1み

12 ，辱
12 ．ら
9 ．51
¢ み

29 ．q

7．σア
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ア．197
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．与77
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．259
．56

3533
．815
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．σ13
．75
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11み 5白
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／ 3鯣
王1，5幅
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12声 聯
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莠
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　 巧 2　 3毎
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Table　8　Computation　 time 　 for　 Boussinesq 　problem

　　　　 by　HITAC 　8800f8700

StiffnessSimultaneous
mat でices equatiQns

formationsolving
E工ement 〔sec 〕 〔sec ｝

Tq 与（3×3×3） 29 ，2 3．9
丁酬 6（3×3×5） 50．7 与．G
丁飴 （2x2x2 ） 9。8 3 ．ア

τQM5（2×2×2） 22 ハ 5．．7
丁嫡18 18．3 3．8

6 平 板 曲 げ 要 素

　薄板 の 曲げに 関す る Kirchhoff の 仮説 の うち で，
“
変

形 前 に 板 の 中 央 面 に 垂直な板 の 上下 面を結ぶ線分は ，変

形後も中央面 に 垂直で あ る
”

とい う条件は ， 必然的 に 変

位の C ユ
連続性 を 要 求す る Q こ の こ とは ，有 限 要素法 に

と っ て 過酷 な条件 で あ っ た Q そ れ で 板曲げ要素 に 関 し

て ， 様 々 な 研究が行 な わ れ ， 幾多の 要素が出現 した が，

実用的な要素 の ほ とん どは 何 らか の 意味 で C1 連続 性 を

満足 し な い 非適合 要素 で あ る こ とは 興味深 い
。

　古 くbX，　 Ci 連続 性 が 非常 に 重要 な もの と考 え られ て，

少なくとも要素内 で は こ の 連続性 が 満 た され て お り，非

適合性があ っ て もせ い ぜ い 要素境界 上 に あ る くらい で あ

っ た 。 しか しなが ら， ア イ ソ パ ラ メ ト リッ ク要素 の 薄板

へ の 利用 は ，Ahmad13 ＞に 始 ま り，　 Zienkiewicz が Redu ．

ced 　integratiOn に ょ っ て 大幅 な精度 の 改善 が 得 られ る

こ とに気づ き
4）

， さ らに そ の 理 由 と Kirchhoff の 条件 と

の 関係を明白に す る
1）・1笏 こ至 っ て 大 ぎ く発展 し た

。 今日

で は ， 板曲げや シ ェル に 関して
， ア イ ソ パ ラ メ トリッ ク

族 の 要素内部に お い て も C °

連続性 しか 持た な い 要素が

一般的なもの とな っ て きた 。 そ こ で Po 三sson −Kirchhoff

理 論 よ りも厚板 の Reissner −Mindlin 理 論を使 っ た方が

都合 の よ い 場合が 増 えて ぎて い る 。 こ の 理論は ，せ ん断

変形 を 考慮 した 板 理 論 を Reissner が提案して
15），そ れ

を Mindlin が い くぶ ん 簡略化 した
16）もの で， ア イ ソ パ

ラ メ ト リ ッ ク要素向きの 理 論 に な っ て い る 。

　 こ こ で は，各 頂点 の み に 節点 を 持 ち ， 各節点で Z 方庵

の 変 位 w ，x 方向 の た わ み 角　e
。，

　7J 方向の たわ み 角 ら の

3 つ の 自由度をもつ 四 辺 形 要 素 を 扱 う。

　 6．1　従来の 要 素

　古典的な 板曲げ要素 の うち で ，ACM と呼 ぼれ る要素

は
21）

，
Kirchhoff 理論に お い て，　 w と し て 次 の 形 の もの

を仮定 して い る o

　 u 「＝a ・＋ a2x ＋ a3Y ÷ a4x2 ＋ a5xy ＋ a6y2 ＋ aTxs

　　　十 a8x2y 十 agxy2 十 aiDy3 十 a
エ1欝

az
ノ十 altxy3 　　（36）

こ の W は 要素境界上 に た わ み角の 不 連 続 を生 じる か ら非

適 合 なもの で あ る 。 こ の 要素の 誘導は 標準的 な 変位法に

従 っ て 行な わ れ る 。 こ の 要 索は 薄板 で 長方形 の 場合 に の

み 有効で あ る が，パ ヅ チ テ ス トを 通 る し精度 も非常 に ょ

い の で 広 く用 い られた 。

　Mindlin 板 を 扱 っ た も の の 多 く は 8 節 点以上 の 要素

で
le ｝，4 節点 四辺形要素に 鬨 し て は，　 Hughes1 η らが

Selective　integrationを力薗した 双
一

次の ア イ ソ パ ラ メ ト

リ ッ ク 変位場をもつ 要素に 注 目 して 研 究 を行 な っ た 。 こ

の 要素を こ こ で は HTK と呼ぶ こ とに す る 。 こ の 要素 で

は変位場 と し て 次の もの が 仮定 され る。

　　　　憲 二霧鰹｝（37）

こ こ で ，ヱ  は （20）式で 与 え られ る。こ こ で は w は 偽，
θ

〃 とは 独立 に 定義 され て お り，剪断変形 が 考慮され る 。

剛性 は変位法 に よ り，Mindlin理 論 に 従 っ て 誘導 され

る 。 ひ ずみ エ ネ ル ギーU は，D を 板 の 曲 げ剛 性，κ を有

効せ ん断係数， tを板厚 ，
　 y をポ ア ソ ン 比として

・ −3f．｛（籌）  駕 争・（暮穿）
2

　　　＋
（
≒

ン）

（黔一籌＞
2

｝d・ dy

　　　＋
6「c（1一ン

tZ
）2L ｛僻 … ）

2

　　　＋ （
∂w

　　一θ
．

∂y ）
2

｝dcdy　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）
で与 え られ る 。 こ の とき 10Ckingを防 く

tt
た め に ，こ の 式
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の 第 2項 の せ ん断 ひ ずみ エ ネ ル ギ ーを 1 点 Gauss 積分

で 評価す る。 こ の た め に ，こ の 要素 は 剛 俸変位 モ ード以

外 に 2 つ の Zero　 energy 　 mode を持 っ て い る。
こ れ が

HTK 要素 が もつ 大 き な欠 点 で あ る 。 なお ，こ の HTK

要素は パ
ッ チ テ ス トを通 らない o

　さ らに ，（38）式 の 第 1項 の 曲げひ ずみ エ ネル ギーは ，

た わ み角だ け で表現 さ れて い る た め に ，た わ み 角 の 変化

が 0 で 変位 躍 だけ を 生 じ る 多項式の 3 次関数的 な変形 モ

ードに 対 し て は，曲 げ 剛性 が な くな り，せ ん 断躍性だ け

とな るた め に異常に 剛性 が 高 くな る o これ を 防 ぐた め

に ，MSCfNASTRAN の 4 節点 四辺形 ア イ ソ パ ラ メ ト リ

ッ ク 要 素 QUAD 　4 で は
エ9），　 Kirchhoff板と の 比 較 か ら

（38）式 の せ ん 断鬮性係数 6m （1− y）D ／t2 を別 の も の に

置き換えて い る 。

　6．2　混 合法に よ る斬 要 素

　平板曲げ問題に お い て は，一
定曲げ応力状態の 剛性は

（38）式で第2 項を無視 して 第 1項 に 1点 Gauss 積分を

行な うこ とに よ っ て 得 られ る 。

　最初の 問は ， 長方形要素に つ い て 考察す る 。 こ の とき

HTK と同 じ剛性マ ト リッ ク ス を もつ 混合法要素 は ，変

位場 として （37）式を 仮定 し，さ らに 高次 の 応力 場 と し て

　　　　　　M
．
H ＝β1x 十β2y 　　

’

　　　　　　輪
丑 ＝β3謬 ＋ fi、Y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

　　　　　　誰：灘 鉱1
を 仮定 し て ，第3 節で 述べ た 定式化 に よ っ て 得 られ る 。

　次 に HTK の 欠陥を混合法 に よ っ て 改善す る こ とを 考

える 。 剛体モ ード以外の Zero　 energy 　 mode に っ い て

は，合 応 力 の 自由 度を 十 分に 取 る こ とで 解決 で きる 。 も

う
一つ の 3 次 関数的変形 モ ードに お い て 異常に 剛性が高

くな る とい う欠点は，混 合法に お い て は ，
Mindlin 理 論

に お い て 合 応 力 の
一

種 と して 扱 わ れ るせ ん断 力 Q の 決め

方 に 注意を払うこ とで改善 で きる 。 すなわち，せ ん 断力

Q を曲げモ sy トM と全 く独立に 仮定す る場含と，釣

り合 い 方程式の う ち の モ ーメ ン ト
ー
せ ん 断 力 関係式

　　　　　　　1畿畿 ：；｝　 ・…

を満 足 す る よ うに 仮定 さ れ る 場 合が考え られ る。 前者の

場合 に は Selective　integrationを行な っ た 変位法 と等

価 に な り， 後者 の 場合 に は ハ イ ブ リッ ド応力法 と等価に

な る 。 （40 ）式を満足する よ うに Q が仮定 さ れ た 揚合 に

は ，こ こ で 問題に して い る よ うな欠点 は持た な い
。 しか

しな が ら，こ の 形 の ハ イ ブ リ ッ ド応力法 は 収束率が 悪 い

の で
，

こ れ らの中間の Q の 決 め 方 が 望 ま しい 。 そ こ で

（40）式 の 代りに，C（≧ユ）を 修正 係数 と し て ，

　 Qx ＝ C（M ．．． 十 fiJ＝ y，y），Qu＝ C（Mmcr，x 十 My ，y ）（41）

に ょ っ て ， ぜ ん断力 Qを 仮定 して や れ ば よい 。
こ の C を

大 きくと っ て や る とQ とM は 独立 とな り変位法 に 近 づ く

と考 え ら れる 。 長方形要素 に お い て は，各変形 モ ードに

お け る剛性の 寄与が い く組か ず つ 互 い に 独立 とな るか

ら，（41）式を仮定 した 場合 の 解析的計算 が 容易 に 実行で

きて ，そ の 結果 か ら C が無限大に 近 づ くに つ れ て ，高次

曲げモ ードに よ る剛性 は 変位法 の 場合の （1− y2 ）倍 の 剛

性 に ，他 の モ ードに よ る 剛性 は 正 確 に 変位法 の 場合 の 剛

性に 近 づ くこ とが わ か っ た 。 こ こ で ン
2

は 相当に 小 さい

か ら，全体 として の 剛性は C の 増加 に 伴 っ て 変位法の 剛

性 に 近づ くと考 え て よ い
。 また，（41）式 の右辺 の 各次の

項 ご と に，そ れぞ れ の 組 の 変形 モ ードに 関す る 剛性に 対

して C が 与える 影響が 異 な る こ とが わか っ た D そ こ で ，

各次の 項 ご とに 別の C を仮定す る こ とが 考えられ る。 具

体的に は ，高次 の 曲げ モ ーメ ン ト場 と して

　　　　　欝‡鍛 1：｝
を仮是 した と き，高次 の せ ん 断力場 とし て は

　　　　　1鷺 1：‡：鷺 ｝

（42）

（43）

が 仮 定 で ぎる 。 こ の Co，　 C1 の 最適値は 数値実験 か ら求

め られ る 。 こ こ で ，こ れ ら の 修正 係数を調 べ た一
例とし

て ， 高 次 の 応 力 場 と して （42）式 と （43）式を，変位 場

と し て は 後 述の （46）式を仮定 し て 誘導した 混合 法 要素

を用い て ，中央点IC集中荷重を受け る周 辺 圃定正方形薄

板 の 中央点の 変位を 計算 した 場 合 を Fig．　9 に 示 す 。 な

お ，本 論文に 登場す る 正 方形板 に お い て は ，

一辺 の 長 さ

を L
， 板厚を t と して お り，計算結果 の 整理 に は 文献

22）や 文献18）に 与え られ て い る値 が厳密解 と して 用 い

られ て い る 。 こ の 図 で BMgE とあ る の は ，（40）式が

満足 さ れ る場合 の 要素 で ，
BM 　13　A とい うの は，（42）

式と独立 な 高次 の せ ん 断力場

　　　　　　　1；匙騰 。｝　 ・…

を 仮定 した要素で，BMllL とい うの は ，1 次 の 項 だけ

（42）式 と独 立 な 高次 の せ ん 断力場

　　　　　　　　雛鷺 ｝　 ・45・

を仮定 し た 要素で ある D （43）式 の 高次の せ ん 断力場 を も

っ た 要素に つ い て，C（＝ ・Co＝ ・ Ci）を変化 させ た 場 合 の 影

響を Fig．9（a ）に ，　 C。
＝ 1 と して Clを 変化 さ せ た 場 合

の 影 響 を Fig．　9（b）に 示す。
こ こ で は ，

σ お よび Ciの

増加 セこ 伴 っ て収束曲線がそ れ ぞれ BM13A お よび BMll

L の もの に 近づ い て い くこ とがわ か る。こ こ まで で ，長

方形要素に 限定 した 考察を終わ り，以後は任意形状 の 4

節点 四 辺 形要素 の 議論 を 行 な うD

　最 後に パ
ッ チ テ ス トに つ い て 考 え る 。

HTK な ど の 双
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　 　 　 　 　 1　　　　　　　　　　　　　　 1

　 　 　 　 4　　　　　　　 4　　　　　　　　4

　　
” ：t ：1］NttV・＋ li］A ・ex・＋：1］B ・eyt

た だ し，

　　　A1 ＝一＠ 1
一

鈎 ）R，十 （阨 一
翫 病 ，

　　　A3 ＝ 一（Y2− y エ）λ1 十（Y3− Y2）R2

　　　A ・
＝ 一

（y・
− y ，）x、＋ （Y、

− Y、）λ，，

　　　A
・

＝ ＝ 一（y ・
− y ・）．λ3 ＋（Y、

− Y、）λ、

　　　Bl＝ 一（x4 − Xt ）1壬十 （Xi − x2 ）λ，，

　　　B2 ＝ 一
（x1

− x2 ）A，十（x2 − Xs ）λ2

　　　B
・

＝ 一
（x ・

− x3 ）λ，＋（x ，
− x

、）λ，，

　　　B ・
＝ 一（x ・

− x4 ）λ、＋ （x 、
一

¢
、）a、

こ こ で

　 　 　1　　　　　　　　　　　　 1

　　　　　　 Xi ，跳 は節点 iの 座．標値

一次ア イ ソ パ ラ メ ト リ ッ ク板 曲げ 要素は ，任意形 状 の 場

合に は パ
ッ チ テ ス トを 通らな い

。 そ こ で Cook が行な

っ た
2°｝よ うに，尠 に θ

飾 妬 と関係 した 2 次の 補正項を加
え る こ とが考え られ る。 こ の とぎ，変位場は 次の よ うな

形 で 仮定 され る 。

　 　 　 　 　 4

｝（46）

（47）

1：：至：∴1：：；：簿1｝1：：Ill：：｝綿 ・

　こ の 式 の Ai，　 Bt は ” が一
定曲率状態を 表現で きて し

か も剛体変位を邪魔し ない よ うに選ばれ て い る。 こ の 補

正方法は 新た に 自由度を必要 としな い か わ りに，θx，Oy
とW の 独立性が失わ れ る た め，せ ん断変形へ の 影響が心

配 され る 。 し か し な がら，
At

，　Bt の 微係 数 の 要素全体

で の 平 均値がせ ん 断変形 に 影響す る が，こ れ は せ ん 断変

形 モ ードに 対 し て は 相 当 小 さ い もの と考 え られ るか ら，

厚肉の 板に 対 し て （46）式 の w を用い て も精度 は それ程

悪化 しない もの と思われ る。 従 っ て 新要 素 の 誘導 に は，

（46＞式の 変位湯を用 い る 。

　次 に，新要素 の 高次 の 応力場を仮定するた め に ，（42）
と （43）の 両式 で 与え られ る応力場を任意形状の 揚合に

一
般化 し， さらに数多くの 数値実験か ら，普遍的 に 良 好

な結果を与え て くれ る 1組 の 修正係数 Co；1，　 Ci＝3 を

見い 出 した 。 こ の と き， 高次 の 合応力場 は

MxH ＝ ・（ξβ1十ηβ3 十 ξηβ5）cos2 θξ

　　　 十 （ξβ2十 ηβ，十ξηβ6）s三n26  
vavH＝（ξβ1十 ηβ3十 ξηβ5）sin26 ξ

　　　十 （ξβ2十 ηβ4十 ξηβ6）cos　
2
θ

ワ

嬬 ＝ （ξβ・＋ ηβ、＋ξηβ、）・i・ θε・・S θξ

　　　
一

（ξβ2 十 ηβ4十 ξηβ6）sin θ
η
COS θη

QxE＝（β1十 3ηβ5）ξ，疹cos2 θξ

　　　　　十 （β4 十3ξβ6）η，葢sin2 θe

　　　　　＋ （βエ十3 ηβ5）ξ，夢sin θξ cos θξ

　　　　　
一

（β，＋3ξβ，）η，釐sin θl　cos θv

　　QerH＝（β，十 3ηβ5）ξ，菱sin2 　e
ξ

　　　　　十（β4 十 3ξβ，）η，彦cos2 θ
，

　　　　　＋ （β・＋ 3ηβ、）ξ，麺 n θξ・。・ ee

　　　　　
− （β，十3ξβ6＞η，毒sin θ

η
cGs θ

η

た だ し ，ξ鵬 ξ諺， η茜、η讃は そ れぞれ ξ

の ξ＝rp＝ ・O に お け る値 で あ る 。

（49）

tX 」9 嚠 ，η・τ ，η，y

　 こ の （49）式 の 合応力場 は （5）式 の 条件を満足 し な

い の で，平面応力要素 に 対 して 行 な っ た の と同様に ，

Jacobi行列 の 行列式 det［刀 を ξ；η 昌 0 に お け る値 det

〔Jo］に 置き換え てや る こ とにする 。 こ うすれば （5 ）式

の 条件を 満足す る と と もに ，パ ラ メ ータ ｛β｝は互 い に

独立 な 3 つ の 組 β1
−一βb β3

〜β壬 お よび β5
〜

β6 に 分離 で

きる よ うに なる。 従 っ て （10）式 の ［H コの 逆行列 は 2

行 2 列 の 逆行列演 算 を 3 回行なえばすむ こ とに な り，か

な りの 演算量 の 減少が で きる 。 こ の よ うに して 得 られ た

新要素を BM 　6 と呼ぶ こ とに する 。
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　BM 　6 は ， 嚠体変位 モ ード以 外に Zero　cnergy 　mode

を含 ま な い し ， 任意形状 の 四辺 形 に お い て パ ヅ チ テ ス ト

を 通 る 。 さ らに い くつ か の 数値実験を通 し て ， こ の 要素

の 応力の 最適サ ソ プ リ ソ グ 点を 調ぺ た と こ ろ，形状が 長

方形 に 近い 場 合は 要素内の 2× 2Gauss 点 で，著 し くゆ

がん だ要素 に お い て は 1× 1Gauss 点 で 最良の 応 力値が
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得 られ る こ とが判明 した ， こ の こ とは こ の 要素 の 誘導過

程 を 思 い 起 こ せ ば，あ る 程度予 想で きる こ とで あ る 。

　6．3 　数値角翆左斤例

　（a ）　正 方形平板 に 関す る計算

　t1L ＝ o．01 の 場合を薄板 とみ な し，周辺単純支持 と周

辺 固 定 の 境界条件 と ， 中 央 集 中荷重 と
一様分布荷重の 荷

ん
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重条件 の 各組合わ せ に つ い て ，中央点 の 変位の 収束を

Fig．　10 に示す D 周 辺 単純支持 と周辺固定 の 板が一様分

布荷重を 受け て い る場合 に ，薄板 の 中央点で の 曲げモ ー

メ ン トの 収 束を Fig．11 に，　 t！L ＝0．1 の もの を厚板 とみ

な し，こ れ の 中央点 で の 変位 の収束を Fig．　12 に 示す 。

　以上の すべ て の 場 合 に 対 し て ，一
辺 当 り 6個 以上 の 分

割 に お い て，BM 　6 は 誤 差 が 土 3％ 以 内に 収 ま っ て い る 。

こ れは BM 　6 が種 々 の 問題 に 対 して 安定 した 精度を もつ

こ とを示 して い る。 なお Fig　10 の QUAD 　4 の 結果 は 文

献 19）か ら引用 した 。

　次 に ， 3 頂点 の w を拘束 して残りの 頂点に 集中荷重を

か けた と きの 荷重点 に お け る変位 の 収束 を Fig．　13 に 示

す 。 Kirchhoff理 論に お い て は ，こ の 問 題 は パ ッ チ テ ス

トで あ る 。 図に 示す ように ，ACM は 要素 の 分割数 に か

か わ りな く薄板理論の 厳密解 と
一

致 し て お り，パ ッ チ テ

ス トに 合格 して い る o ま た HTK は ，　 hOUrglass 型の

Zero　 energy 　mode が原因 で，奇数個 の 要素分割 に お い

て は 系全体 の 剛性マ ト リ ッ ク ス が特異に な り解 は 発散す

る 。 これ は HTK の 大 ぎな 欠陥 とみ なされ る 。 こ れ に 反

し て，BM 　6 は 他 の 問題 と同程度の 収束率で ， せ ん 断変

形 を 含む Reissner−Mindlln 理 論 の 厳 密 解 に 収束 し て い

る 。

　（b）　
一

様分布荷重を受け る周辺単純支持正 三 角形平

　　　板

　Fig．14 に 形状 と要素分割 を示 す G 板厚と辺 長 の 比は ，

0．01 で 薄板 とみ なせ る。 対称性 を 利用すれ ぽ，全体の

3分の 1 を 扱 え ば 十 分 で あ る。 中央点 の 変位 の 収束を

Fig，15 に 示 す 。
工 軸 に 沿 っ て の 変位 の 分布を Fig．　16

に ，曲げモ ーメ ン 1・の 分布を Fig．17 に 示す 。 これ らの

結果に お い て は
， 大きな差は ない が BM 　6 の方が HTK

よ りも少 し精度が よい
。

Table 　9 に こ の 例題の 計算時間

を 示す。予想された よ うに HTK の 方が BM 　6 よ り もい

殴
　 PL20
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・76O
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．740

．730

，720

．71O

．70

t／）　 ＝0．01
「
，HTK 　　　　 日TK

1q

l

卩　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　卜　 1

・・− 1　　　　　　　　　　　　「　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　一

＿ ，、、。klFPlate
　 3。 1 コt 了。n　 l

AC 械 Ex ∂ C亡　 thin

pl 飢 摩 501UtlOn

　　　　　　　　　　　l
1　　　　 2　　　　 3　　　　 4　　　　 5

　Nurnber　of　e しemen し5 　P 臼「 5pan

Fig．13　Convergence　of 　corner 　defiection　of

　　　　 square 　plate　under 　twisting
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Fig．　16

O、2O ．42

伽 。

0．6o ・8 1

Deflection　along 　x 　 ax ｛s　of 　equilateral

triangular　 plate ・

Table　g　　CDmputation 　time 　for　equilateral

　　　　 t：iangular　plate 　problem 　by　RITAC
　　　　 8800／8700 （48e ユements ）

Elernent BN6HTK

Stiffness 　matrices

forma 七ion 　 ｛sec ｝
工．371 ．07

simultaneOU ＄　equations
＆ stress 　 solvinq 　（sec ）

1．ユ01 ．10

くぶ ん計算時間が短 か くて すむ が，計 算時間 の 差 と して

は小さ い もの で あ る 。

7　結 言

　有限要素汎用プ ロ グ ラ A の 要紊と し て使用す るに ふ さ

わ しい ，高経済性， 高精度 さ らに 高信 輳性 の 新 要素 の 開

発を 次 の よ うな手 順 で 行 な っ た 。

　（1 ）　こ の 目的に適した 要素の 形状 と節点数を 決定す

0

0　 　　　 0．2　　　　 0．4

−

退
2
嘱

o・6　　　　08 　　　　 量

F三9・・17M ・ m ・・t・ a1 。・9 ・ p・ 1・ ・f ・q・ i1・ter ・王

　　　　triangUlar 　plate

る。 そ こ で ， 平板に お い て は 4 節点 四 辺形要素 が，3 次

元 中実要素 と して は 8節点 六 面 体 要素を 用 い る こ とがす

く漕こ 決定 された o

　（2 ＞ 上 記 の 目的に で ぎ るだけ近 い 要素を 現存す る 要

素の 中か ら選定 す る 。 これ らの 要 素 とし て ，平面応力要

素で は QM6 が ， 3 次元中実要素 で は TQM 　6．が ， 平板

曲げ要素 で は HTK が注 目 された o こ れ らの 要素は すべ

て ，非適合変位法要素で あ る 。

　（3
・
）
’
こ れ らの 変位法要素を改良するに あた っ て，変

位法 よ りも
一

般的 で あ る混合法 の 定式化が 導 入 された 。

こ の 定式化 にお い て，変位法 との 等価性を 調べ る た め に

応 カ
ー
変位 関 係 式 に 注 目 した 。 そ して

， 長方形あるい は

直方体の 場合に つ い て ，上 記 の 変位法要素と等価 な混合

法要素を 誘導した 。

　（4 ）　 こ の 混 合 法 定式化 に お い て
，

パ
ッ チ テ ス トを通

らせ るた め と計算量を減少させ るた め に，応力場を
一

定

応力場 と高次の 応力 場に わ けて 考え，さ らに エ ネ ル ギ ー

項 の 積分 に 関 して Jacobi行列 の 行列式 det［J ］を要素

の 重心 点 で常に 評価す る こ とが行な わ れ た 。

　（5）　QM 　6，　 TQM 　6 に 対 して は，計算時間の 短縮を

目的 に 混 合 法 定 式化 に 従 っ て 新要素を誘導 し， それぞれ

MX 　2
，
　 TM 　18 と名 づ けた 。

　 HTK に対 して は ， こ の 要

素 の もつ 欠陥の 克服を 目的として，混合法定式化に 基づ

い て 新 要素 を 誘導 し て BM 　6 と名 づ け た D

　（6） 数値計算を 行 な っ て ， これ らの 新要素 と何種類

か の 既存 の 要素 と の 比較を 行な っ た 。 そ の 結果，MX 　2
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と TM
　18 は それぞれ QM 　6，　 TQM ．6 に 比 べ て 経済的 で

あ る こ とが・BM 　6 は HTK の もつ 欠 陥を改善 して い る

こ と が確 認 で きた D

以上 の 手順 に 従 つ て 籬 され嫡 要素厭 2潤 M18
，

．．
BM

　
6 は，所期 の 目的 に ほ ぼ 合致 した もの で あ る と結論

され る p なお ，同 様 な 定式化 に 従 っ た一
般殻要素 を 誘導

して 振動問題に 適肌 ，非 常 に 良好な 結果を得 て い る の

で 本論文の 続報 と し て 近 々 報告す る予定で あ る。

　終わ りに．本研究 の 実施 に あた り，有益 な ご助言 と こ

轆 を 賜わ っ た 東京大 学 工 学部 舶用 機械工 学 科教授 津

田 公
一

博士，な ら び に 計 算の 実行 に 多大 の ご便宜 い た だ

い た 同助教授 酒井宏博士 に 心 か ら御礼を 申 し上げ ます 。
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