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，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Summary

　In　order 　to　overcome 　dimculties　encountered 　in　the 　present 　FEM 　nonlinear 　analysis ，　 one 　 of

the 　authors 　Kawai 　has　proposed 　a 　farnily　of 　new 　discrete　elements 　which 　are 　called 　the 　Rigid
Body 　Spring　Models （abbreviated 　RBSM ）．　Through 　basic　studies 　 of　these　 elements 　they 　are

proved　to　be　very 　useful 　in　Iimit　analysis 　 of 　 structures 　 or 　solids　in　general　but　it　was 　 also

fGund　that 　convergency 　of 　elastic 　 solutiQn 　may 　not 　be　guaranteed ．

　For　 improvement 　 of 　the　 RBSM 　models ，　 another 　 new 　element 　 is　proposed　by　Qne 　of 　the

authors 　Watanabe 　 using 　the　principle　 of　the 　hybrid　 complementary 　 energy ，　 and 　a 　family　of

such 　hybrid　 strss 　models 　 are 　developed　for　the 　bending 　problem 　 of 　beams ，　 in−plane　 as 　 well

as 　bending 　preblems 　 of 　plates ．　 It　 should 　be　 mentioned 　 that　 the ．effects 　 Qf　 shear 　 deformation
can 　be　easily 　taken　into　account 　in　bending 　analysis 　beam 　 and 　plate　problems ．

　In　the　Mechanism 　Method ，　 so −called 　plastic　hinges ，
　 plastic　 hinge　 lines　or 　sEp 正ines　 must

be　assumed 　for　calculation 　of 工imit　IGads．　 They　are 　巨nes 　of 　displacement　discontinuity．　 正n

the 　present　method 　these 　problems 　can 　be　treated 　as 　the 　contact 　problems ，　It　is　shown 　by
numerical 　examples 　 that　they 　 are 　irl　good 　 agreement 　 with 　 exact 　solutions 　 of 　p正astic 　analysis

and 　effect 　of 　elerr ユent 　deformation　can 　be　taken 　into　acc 〔｝unt 　in　the 　analysis ，

1 緒 言

　変位法に よ る弾塑性解析を行 な っ て 求 ま る崩壊荷重 は

明確に 定 ま らず、し か も概限解析の 上界よ りも大 きい D

そ れ ばか りか 各点 （各要素の い くつ か の 代表点） ご とに

弾 ・
塑性の 判定を増分計算の 過程に 実施す るた め ， 莫大

な計算時間を 消費 して い る 。 こ れ故，特別 な事由が ない

限 り弾塑性解析 の よ うな非 線 形解析 は 行 な わ れ て い な い

の が現状 で あろ う。

　と こ ろ で，構造物の 崩壊荷重を理 論的 に 求め る方法 と

し て塑性設計法 で の 仮想変形 法 が あ る
6 ）・7 ｝

。 簡単 な 崩壊

モ ードを仮定 し，外部仕事 と 内部 で 散逸 され る ニ ネル ギ

ーが等 しい と し て 上界とい う明確 な 意味を 有す る 崩壊荷

重を与え る手法で あ る 。 そ こ で は，辷 り，塑性 関節 ある

レ
・は 塑 性 関 節線 と い う よ うな変位 の 不 連続性 が重要な役

割 を果 た して い る。
こ の 仮想変形法を直接的 に 取 り入 れ

る こ とが で きる要素 であれば，従来 の 有限 要 素法 よ りも

格段に 速 く崩壊荷重 を求 め 得 る可 能性 が あ る 。

＊
東 京 大学 大 学院 （現 三 菱 総 合 研 究 所）

＊ ＊

東京大学生産技 衛 研 究 所

　最近，著者 の
一

人 ，川 井が提 案 した
“
岡体 バ ネ モ デ ル

（Rigid　Body 　Spring　Model ，略 し て RBSM ）
”

は，ま

さ に 前述 の 目的に 合致 した要素であり，仮想変形 法を 計

算機に 適合す る よ うに 発展させ た モ デ ル で あ る
1）

。 要素

分割 が 適切なら，工 学的 に意味 の ある崩壊荷重を簡便に

求 め得る こ とが で ぎる 。 しか し，剛体 と仮定 し て い るの

で
， 変分差分法 で 説明され る 1次元 要 素 を 除 き，要素自

身の 変形 （歪 み ）エ ネル ギーとボ ア ソ ン 比 の 影響を無視

し て い るた め崩壊 に 到達す る以前 の 情報 に 閧 し て 信頼性

が不 足 して い る
2 ）

。

　本 論 は，上述 の い くつ か の 欠点を解決す るた め に 開発

され た
一

連 の 新 しい 要素 モ デ ル に つ い て 述べ る もの で あ

る 。

　仮想変 形 法 で は 塑性関節 や辷 り線 な ど の 変位の 不連続

場 の考察 が 前提とな る の で，要素 の 頂点に 節点を 置 く従

来 の 有限要素法 で は それ の 表現 は 困難で あ る 。 こ の 点，
RBSM は 要 素内の 代表点 で の み し か 変位 パ ラ メ ータ を

配置 して い な い の で簡単 に 表現で きる Q と こ ろ で ，要素

の 境界辺 上 （中点）に 変位 パ ラ メ ータ を考 え る モ デ ル で

あれ ば，変位 の 不連 続 性を 比 較的容易に 衷 わ し 得 る 。
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Fig，1　Two 　 finite　element 　 methods 　 of 　 contact

　　　 problern　analysis

こ の立 場 に 立ち，ハ イ ブ リ ッ ドス ト レ ス モ デル （hybrid

stress 　 model ）と 呼 ばれ て も よ い
一

連の モ デル を 2 次

元 ，梁 お よ び 板に つ き開発 した （ハ イ ブ リ ヅ ド型 コ ン プ

リメ ン タ リーエ ネ ル ギーの 原理 に 基 づ い て い るの で）。

　変位 の 不 連続を 接触問題 と捉 えて 蓑現すれ ぽ，弾性変

形も含ん だ か た ち で 極限解析が 行な え る こ とを ， 以 下 の

節に 数値計算例と共 に 具体的に 述 ぺ る。

2　等価節点力を用 い た 変位の不連 続の表現 法

　有限要素法 の 接触問題 の 解析法 に は 2 通 りの 方法があ

る と思わ れ る 。 接触面 に 接合要素 （joint　element ）と呼

ばれ る特殊 な 要素を 挿入 す る 方法 が あ る が，変形に 対 し

て は 近 似的 に しか 求 ま ら な い （Fig．1 （a ＞参 照 ）
13 ）

D 他 の

一つ とは，よ り厳密 な方法と して 等価節点力を胴い て 行

な うこ とで あ る （Fig．　1 （b ）参照）
1
％ ど ち ら の 方法で

も， 従来の 有限要素を 用 い て は ， あ らか じ め 接触面 が わ

か っ て い る問題の ほ か に は 適用 で きな い 手法で ある 。

　本 論 で は後 者の 立場 で 変位 の 不 連続を表現す るが ，2

次元 で の 辷 りを 例 と し て 具体的 に 説明 し よ う。

　 2次元要素 の 中 で要素境界辺 （中点）に 節点を設け る

要素 と し て Fi9．　2 に 示 す de　Veubeke の 三 角形要素が

あ る
11）

。 こ れは 辺 の 中点 が作 る 内部三 角形 で 節点変位を

線形補間 した変位法 の 要素 と同 じで あるこ とは よ く知ら

れ て い る。 歪み エ ネ ル ギーを ∬ と表わ せ ば，節点 変位

U
＝ ，Vv に 対す る変分 の 物理的は 意味 は それぞれ

　　　　　　器 一F
・・ 1霧一 ・

〃

の よ うに 等価節点 力 （全 体座 標系）で あ る 。
い ま要素境

界辺 の接線方向へ の 辷 りを 考 えて い るの で ， 各境界辺 の

法線，接線方向で 定義 され る局部座標系 で の 変位成分

（Un ，　Vs）を 用 い る （Fig．　2 参照 ）o 歪 み エ ネ ル ギー17 の

Un ，　Vs に 対する変分 は それ ぞれ

　 　 　 　 　 　∂ll　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　∂∬

　　　　　　　 ＝＝　Fn
，　　　　　　　　　　　　　 ＝Fs　　　　　 （1 ）

　 　 　 　 　 ∂Un　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　∂Vs

とい う物理 的意味を 有す。つ ま り， それぞ れ要素境界辺

申
跳

n

α

F

　　　　　　　　　　亡、 广
Fig，2 　Transformat 至on 　 of 　 noda 王d記splacements

e 「t巳rSLIP

L

5140

n，Vs；・mOn

Un ；ttmon

レ9 ；：nti巳pe卩d朋t

F三g．3　Expression　 of 　slip 　l呈ne 　by　hybrid　stress

　　　 mode1 　（constant 　 stress 　n ユDdel …　unstable ）

の 法線，接線方向の 等価節点 力 とな り，辷 りの 判定に 好

都 含 と な る 。

　（1）式 に お い て ，
Fig．　3 の L ，　R 要素 の 寄与分をそれ

ぞれ FnL
，
　FsL，　FnR ，　FsR とす る 。 物体力が 存在 し な い

な らば，Fn ＝ O
，
　 Fs＝ O で あ るか ら，両 要素 か らの 等価

節点力は 釣 り合 っ て fO’　1），

　　　　　　FnL 十 FnR ；O，　 F ∫
L
十 F評＝0

と なる 。 以後は 物体力 の 存在 し な い 場 合 の み を 考 え る

が，不 連続を 判定す る 等価節点 力 に 物体力が 関与 し ない

な らぽ，次 に述 べ る よ うな 手法 を そ の ま ま用 い る こ とは

で きる 。

　Fig，3 に 示す よ うな 辺 の 中点 に 節点 を 置くモ デ ル で は

等価節点力が応力 に 相当す る物理量で ある こ とが よ りは

っ きりして い る 。 つ ま り，要 素 境界 辺 の 長 さ S で 割 っ て

や れ ば応力の 次元 を もつ D

　　　　　… 一 雫 ，
・魚一 咢　　 （・）

上 式に お い て
一

つ の 要素 か ら求め た 等価節点力 で あ る こ

とに 注意 された い
。

　辷 りの 判定条件 とし て は ，kを降伏せ ん 断応力 と し て

　　　　　　　　　亅τ・nsl ＝＝k　　　　　　　　　　　（3）

を用い る 。 （2）式 よ り各境界辺 に 付 き接線応 力 を 求 め

（3 ）式 の 条件を満た し た な ら，接線方向の 相対的 な 辷 り

を 許す た め に ，い ま ま で 共通 で あ っ た Vs の み 辺 を 挾 む

要素 で 独立に す る 。 こ の よ うに す れ ぽ，変位が不 連続
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とな る辷 りが表現 され 得 る 。 同様 な こ とは ，梁で の 塑性

関節 （p王astic　hinge）， 板 の 塑性鬨節線 （plastic　hinge

line）に も適用 され る 。

　さて ，増分計算 で 辷 り線 （slip ！ine） を
一

つ ずつ 捜 し

て い くこ とに な るが，前 述 の 方法を用 い れ ば明らか な よ

うに 未知パ ラ メ ータ数は だ ん だ ん増えて い くQ しか し，
こ れを避け る方法 もあ る 。 そ の

一
つ は，辷 り発生 後 の 増

分計算 で 増分 量 AVs に 対応 す る 等価節点力増分 AFs

＝O と な る こ とを 用 い て ， L，　R 要素の どちらか の AVs

を消去す る こ とで あ る
B）

。 こ れ は 要 素単位 で 行な えて 見

掻上 パ ラ メ ー
タ 数は 増えな い 。 こ の 独 立 に す る方法 で は

次 の 除 荷条件

　　　　　　 τ
・・（Av 、

L − AvsR）＜o 　 　 　 （4 ＞

を用 い て 精度 の 高い 計算が 行なえる 。

　他の 方法とは 簡略計算法 で あ る が，（3）式 の 条件を満

した 変位 Vs に 対応す る全 体 剛 性 マ ト リ ッ ク ス の 行 と列

と を 零に 置 くこ とで あ る
9）

。
こ の 方法 で は ，辷 り発 生後

の Vs は 意味の 無 い もの と な り （4）式 を 用 い る こ ともで

きな い
。

　な お，本論で は 簡単 の た め に パ ラ メ ータ 数が 増 え る方

法に よ っ て 計算 した o

3　2 次元 ハ イブ リ・
ン ドス トレス モ デル

　Fig．　3 の 要素 や，要素内応力場を線形 に 仮定 （平衡方

程式を満た す）して 要素境界辺に 各 々 2 個の 節点を 設け

る 要素は ，実際 に 数値計算 を 行な っ て 確 か め た の で あ る

が，非常に 不安定 な 要素 で あ る 。 拘束 が きつ い 問題以外

は 剛性マ ト リ ッ ク ス が 特異 に な る こ と が た び た び あ

る
12）

。 つ ま り，節 点 を 切 り離 して 辷 り線 を 求 め て い く過

程に お い て 真の メ カ ニ ズ ム に は 到達して い ない の に メ カ

ニ ズ ム に な っ た よ うに 振舞い ，とて も実用 的 に 成 り得 な

い 。そ こ で 以下 で 示 す よ うな 要 素が開発 さ れ た。

　梁お よび 板要素 の 導出に も同 じ手順 を 踏 め ば よ い の

で ，ハ イ ブ リ ッ ド型 コ ン プ リメ ン タ リー
エ ネ ル ギー原 理

に よ る 2 次 元 ハ イ ブ P ッ ドス ト レ ス モ デ ル の 導出過 程 を

詳述 し よ う。

Fig　40 ・ ・ el ・ mc ・t　d。 main ρ
，
　b。・ nd ・d　by ∂9e

　　　 and 　three 　adjacent 　 elements

　
ハ イ ブ リ ッ ド型 ゴ ン プ リメ ン タ リ

ー
エ ネ ル ギ ー

原理 の

汎関数は Fig　4 に 示す要素に 関 し て 次の よ うに 与 え られ

る
tO）。

　　u ε・
−ff。．・ （・・tj）・・ dy一乱・緬 （・）

こ こ に ，B （atj）は 平衡方程式を満 た す応 力場 か ら定 義

され る コ ン プ リ メ ソ タ リー＝＝ネ ル ギーで あ る 。 また，
1
各

辺 の 法線 の 方向余弦を ni と して 表面 力は Ti＝atjnJ と

表わ され る 。
Ut は，本来 ラグ ラ ン ジ ェ の 未定乗数 で あ

っ て 隣接要素 と
’
re　h9連続 と な る よ うに 要素境界上で 導

入 された もの で あ るが，変位 とい う物理 的意味を有 して

い る こ と は 明 らか な の で あ らか じめ （5）式の よ うに 表わ

して お く。

三 角形 要素内の 応力 場 は 次 式 の よ うに 線形 分 布を 仮定

す る 。

　　　　　　籌；縷｝　 …

こ こ に ，σ〜g は
一般 化応力を 表わ す 未知 パ ラ メ ータ で

あ る 。 （6）式を

　　　　　　　　　 a ＝Ba 　　　　　　　　 （7 ）

と表わ し て お くが，そ の 説 明は 要 し ま い
。

　平面 歪 み 問 題 を 考える こ とに す れ ぽ，歪み ε
T

＝ L％，
e・9，IJxy」 は

　　　　　　　　　e ＝ Ce　　　　　　　　 （8 ）

と な る 。 こ こ に ，上添字
T

は転置 を表わ して い る 。

また ，

　　　　　　喋 ［∵1謝
で あ る 。 各 要 素 の コ ン プ リメ ン タ リーエ ネ ル ギ ーは ，

（7），（8）式 よ り

　　　　1二fgeB（titj）dxdy 一

二毒
一aTGa 　　　　　　（9 ）

と求め られ る。 こ こ に，G は 次式で 定義さ れ る 。

　　　　　　σ 一 疏 8TCB 岫 　　　 （・・）

G の 具体的 な 成分 につ い て は 省略す る D

　仮定す る要素境界辺 上 の 変位分布 よ り （5）式 の 第 2 項

は

　　　　　　fe　　　　　　　　 TiUtds＝aTLu 　　　　　　 （11）
　 　 　 　 　 　 　 ne

と表わ す こ とが で きる 。 L，U の 内容は 後 に 明らか に な

る。 （9）， （11）式 よ り（6）式は 次 の よ うに な る 。

　　　　　　　∬ ε・→ α
’a − a

’Lu

上 式 に お い て ，各 要 素 ご とに 独立に 仮定 され た一般 化応

力は 消 去 す る こ とが で きて，

N 工工
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し
（a ） 譜

FigL　5　Two 　dimensional　hybrid　 stress 　 model

　　　　　一・・s・
− S−uTL ’G −・Lu 　　 （・2）

とな る 。 す なわ ち，最終的に は要素境界辺に 仮定 した変

位 の み で 変形の エ ネル ギ ーが 表わ され て お り， 変位法 と

同 じ形 とな っ て い る 。 （12）式 の 右辺は 歪エ ネ ル ギーか ら

求まる剛性 マ ト リッ ク ス （K ＝＝LTO
−
iL

）と考え て も よ

い こ とに な るo た だ し，G −1
は G の 逆行列を 表 わ し て

い る o

　次に （11）式の L を Fig．　5 に 示 す 要素に つ き具体的

に 求 め て み ょ う。 RBSM で は 要素重心点 に 剛体変位成

分を 考 え て い るが
11，本論 で 提案す る

一
連 の ハ イ ブ リ ッ

ドス トV ス モ デル で は 要素境界辺が剛体運動す る と考え

る。
Fig．5 （b ）の 1点 （辺 の 中点）で の 剛体変位成分 を

（Ux ，
　Vy

，
θ） とす れ ば 辺 上 の 変位分布は

　　　　　　笥：纏 二矧 　　 （13）

と表わ され る。
こ こ に， （Xl ，Yl）は 1 点 の 座標値 で あ

る 。 辺 の 法線の 方向余弦を （1，nz ）とすれ ば，　 Fig、　5（b ）

の n − S 座標系で の 変位，つ ま り法線方向変位 Un
， 接

線方向変位 y5 は それ ぞ れ次 の よ うに な る （Fig．　5（a ））。

　　　Un ・＝tUx十 mVv ＝IUm十 mvy

　　　　　　 − ｛t（Y − Y1）
−

m （x
− Xl）｝θ

　　　Vs ＝ − mU ＝ 十tVv ＝＝ − mux 十 IVv

　　　　　　 十｛M （Y − Yi）十 1（x − Xl ）｝θ

とこ ろ で
，

Vs は それ ぞれ

！
r
−
111

ー

ノ

（14）

1 点で の 法線，接線方 向 の 剛 体 変 位 成 分 Unt

　　　　　　梦 瓣 玩｝
と定義され る こ と と ，

　　　　　　　ご謡飄
の 関係を 用 い れば，

る 。

　　　　　　距礎
＋ s ：）°

｝
こ こ に ，
一

定 と なる こ とを 用 い て い る 。

（15）

（16）

（14）式は 次 の よ うに 書き改 め られ

（17）

1 点 の 座慓 値 （nl ，　Sl）と し ， 辺 上 で ex　n　＝ n1 で

上 式に （17）式を 代 入 す れ ば明 らか な こ とで あ る が，

変位 Un ，　Vs ，θ に 対応す る 等価節点力は，応力 に 言 い 換

え れ ば，そ れ ぞれ 法線方向応力 an ，接線方向応力 τ ns ，

そ し て トル ク に な っ て い る こ とが わ か ろ うQ （19）式 よ り

L の 成分 は

　 　 　 　12

「

　　（17）式 よ り， 最終的な 岡姓マ ト リ ッ ク ス を表わ し

　て い る （12）式の u と し て は 各箋界辺 ご とに

　　　　　　　uT ＝＝ LUn，　Vs，θ」　　　　　　　　　　　　　（18）

　と な る 。 剛体変位成分 の み に な っ て い る こ とに 注意

　され た い 。 辷 りの 判定 に は （18）式の Vs に 対す る等

　価節点力を 調べ て 行 な う （Fig．3 参照）。

　　（6），（17）式を （11）式に 代入 し L の 成分を求め て

　み る Q ま ず，（11）を次 の よ うに 変形す る 。

fe　　 TtUtds
　 ．qe

一
乱 ｛（a ・1＋ … m ）Ux ＋ （T ・ ・

1・ … n ）Vy ｝ds

一 乱［（a ・
12＋ ・ T

・ ・
IM ＋ ・

・
m2 ）．　Un

　　十 ｛（
一

σ m 十 ay ）tm一トTxy （’
2 − 7n2 ）｝予

厂

sコds　　（19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 剛体

xl2 − 2ylmYl2m2x7n2

　 　一」勉

一xtm − y　 i
× （♂

2−
・”

2
）｝

　 一κ 伽 　 ｝
　 　 勧 　 　 　1

　　珈 　 　i

一濃滋、
］

　− yl2（∫
− s1 ）

　
− m2 （s

− Sl ）

　
− xvn

！

（5
−

∫
互）

レ繋 i喫脂 ・i
−

（

淵欝釧
を各辺上 で 積分 し て サ イ ズ を拡張 した もの とな る 。

　こ の 要素を 用 い て 解析し た 剛体 ポ ン チ の 押込み の 例 題

が Fig↓ 6 に 示 され て い る o 要素分割は，川 井，都井の

RBSM に よっ て 用 い られた もの と同じで あ る
3）

。 辷 り線

の 発生す る順 番 とそ の 時の 外荷重 は 当然の こ と な が ら異

な っ て い る。 本モ デ ル の 方が よ り精密 で あ る こ とを 考え

れ ば ， 途中段階で は 本結果を 信用すべ き で あ る 。 し か

し ， 極 限 解析 と し て 最終的 な メ カ a ズ ム とそ の と きの 崩

壊荷重 の み を考 え る の で あれぽ，単純な問題 で は 要素分

割が同 じな ら両者 とも同
一

の 結果 を 与え る
2｝

。
Fig　6 に

メ カ ニ ズ ム に 到達す る まで の 変位 と荷 重 の 閧 係 も示 され

て い る 。
RBSM に よ る 荷重

一変位曲線は ， 緒言 で 述べ た

よ うに 変位 の 精度は 保証 されず本 モ デ ル の 方 に よ り信 頼

があ る こ とは 言 うま で もな い 。

　Fig．　7−a に 崩壊時で の 変形図を拡大 して 示 す 。 辷 っ て

い る要素境界辺 は 相対的に 移動 して い る 。 また ，要素 の

頂点が 複雑 に 重 な っ て い る の は 変位の 連続性 が完全に 満

た され て い な い こ とに よる o な お ，
Fig．　7−a に は 回 転 に

よ る変形 は 図 示 さ れ て い な い
。

　崩壊後の 辷 り線 で の 相 対 辷 り 量 を 具 体的 な 数 値 で

N 工工
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Fig・6　Slip　line　analysis 　of 　punch 　problem 　usin ≦ξhybr 三d　stress 　mode1

Fig．7−b に 示 す 。 荷重点に 単位 の 強制変位 を 与 え て い

る D そ の ときの 反力を Rm とすれ ば 外 部仕事 研 は

　　　　　　　　　　VP「＝ RmLo

で あ る 。 こ こ に ，Lo は荷重点の 辺長 で あ る 。 各辷 り線

の 相対辷 り量を AVt と表わ せ ば，そ こ で 散逸 され る 内

部 工 ネ ル ギ ーは

　　　　　　　　　σ＝Zkidiv，IL乞
と求 め られ る。 こ こ に ，Σ は 辷 り線 の す ぺ て の 総 和 を

意 味 し，Lt は 各 辺 の 長 さで ある
。 仮想変形法 と同 じよ

うに

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 確 ＝び

とお い て，Rm を 求め て も先 の 増分 計算を 行な っ て 得ら

れ る値と 同 じ くな る 。 つ ま り，あらか じめ 辷 る境界辺が

わ か っ て い る ならば、唯
一

回 の 弾性 計算 で 崩壊荷重が得

られ るこ とが確か め られ た 好例で あ る。
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Fig・　7−a 　Deformation　 at 　 collapse

　　　 矼 lode 　（The 　effect 　of 　dis−

　　　 Placement θ isn’t　plotted．）

4　梁の ハ イプ リッ ドス トレ ス モ デ ル

　 2 次元で は 辷 りを 表現す る 手段 と し て 要素境界辺 の 剛

体変位 Vs を 独立 に した 。 同様 に 梁の 曲げ解析で は 剛体

回 転角θを 独立 に す る こ とに よ っ て 塑性関節 （ヒ ン ジ）

が表現で きる こ とを述 べ ，二 つ の 数値 計 算例 を示 す 。

　応力分布を合応力 で 仮定す るか ， ある い は 局部的 な応

力 を用 い る か 2 通 りの 方法があ る 。 最初，前者 で 考 え て

み よ う。 そ の と きの （5）式 は 次 の よ う に 与 え られ る

（Fig」8 参照）o

・・ε・
− f，

’

B （髄 一
（・・Vl

− M
、
θ

、）・ （Q、
v

、
− M ，θ，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）
コ ン フ リ メ ン タ リーエ ネ ル ギー

は 曲げモ ーメ ソ トM を 用

い ，曲げ剛性を El と す れ ば，　 B （M ）＝M212　E∫ で 定

義 され る 。 Q1，（〜2 は 要素両端 で の せ ん断力で あ り， 曲げ

　 　 　 　 　 Lo：8L
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Fig．8　Components　of 　nodal 　displacement　 arld

　　　 bending 　 moment 　distribution

モ ーメ ン ト と は，O　＝：　dMfdx の 関係 に ある o

　Fig．　8 に 示す よ うに 曲げモ
ーメ ン トが要素内で 線形に
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分布す る と仮定 して（2G）式に 代入 し，各要素 ご とに 応カ

パ ラ メ ータ を消去 して 求 ま る剛 性 マ ト リ ッ ク ス （（12＞式

参照）は ，変位法 で 形状 関 数 に 3次 式 を 仮 定 す る要 素 の

それと
一

致す る 。 た だ し，（20）式 の 変位 1，e は 剛体変位 と

い う明確な 意味は な か っ た 。 こ の 要素を用 い て も，θに

対応す る 等価節点力 M が Mp （塑 性 モ ーメ ン ト ） に な

っ た らい ま ま で共通 で あ っ た θを独 立 に す る こ と に よっ

て ヒ ン ジを表現で きる が，上 述 の こ とか ら明らか の よ う

に せ ん 断変形は 考慮 さ れ て い な い Q

　RBSM の 特徴 は 容易に せ ん 断 の 効果が導入 で き る こ

とに ある％ 比較すべ ぎ ハ ィ ブ リ ッ ドス ト レ ス モ デ ル も

せ ん 断 の 影 響 を 含 ん だ 要 素 で あ るべ き で あ ろ う。そ の モ

デル が Fig．9に 示 され て い る。 仮定す る応力分布 は物体

力を無視 した ときの 平衡方程式を満た す次式 とす る 。

　　　　　　靄：繋し）｝　  

こ こ に ，a，・b は
一

般化応力を衰わ し，海 は 梁の 断面 の 高

さで あ る 。 変位場 は 2 次元要素 と同様に ， 要素境界の 剛

体変位成 分 （u，v，θ）を 用 い て

　　　　　　　障
劉θ

｝　 　 ・22・

とな る 。
X 軸 は 図 心軸と一致 して い る と し て い る e な

お，以 下 の 定 式化 で は 軸方 向 の 剛 体変位 麗 を 無視す る 。

　こ の よ うな局部的な応力を 仮定 した とぎ ， （5）式 の 汎

関数は 次式 の よ うに な る o

” ε・
− fff、 ，i（争

τ

ぜ）d・d・dz

　　　　
−ffgc．

（・
・
u ＋ r

・ ・
V ）・・d・ 　 （23）

（21）， （22）式 を （23）式に 代 入 し，（10）， （11）式 の G
，
　L

を 求め れ ば， （12）式の 剛 性マ ト リ ヅ ク ス は容易に 得られ

る o 参考 の た め に L の 成分を 次 に 示す 。

　　　　　　隣 （

　Oh2

　　
− y24）］

　Fig．　10 に 両端固定梁 で 端 よ り lf3 の 位置に 集中荷重

が 作用 して い る問 題の 解析結果 が示 され て い る 。 両 端 と

荷重点に 3個 の ヒ ン ジを生 じて メ カ ニ ズ ム に な り崩壊す

る 。 解析対象 と し て い る 梁 の デ ィ メ ン ジ ョ ン （h！l＝

lflOO）は せ ん 断変形 の 影響は 表わ れ て こ な い の で ，荷

重
一
変位曲線は 塑性設計法の 理 論解

7＞に ほ ぼ
一

致 し て い

る 。

　こ の よ うに本 ハ イ ブ リ ッ ドス ト レ ス 梁要素 は 集中荷重

のみ の 問題に対 して は，そ の位置 に 要素境界を配す る こ

とに よ っ て 材料力学 レ ベ ル で の せ ん 断変形 を 含 ん だ 正 解

が 得 られ る こ とは確 認 さ て い る
2）

。 有効 せ ん 断係数 とい

う概念 は（23）式に 自然に含まれ て い る。
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　等分布荷重 を 受け る両 端支持梁 の 結 果 が Fig．　11 に 示

され て い る・ 厳戳 ・ 考 えれ ば，等分布荷重 の 場合は （21）
式 の 応力分布を物体 力 の ある 平衡方程式を満 た す よ うに

変更 しな け れば な らな い が，Fig．　11 で は 簡 単 の た め

（21）式を 用 い て い る。分割 は 粗 くて も崩壊荷重 は理論鰐

と一
致す る 。 変位 も分 割 を細 か くして い けば 理論解 に 収

束し て い く様子が 明 らか に 示 され て い る。

　　5 板曲げ の ハ イブ リ ッ ドス トレ ス モ テ ル

　板 の 曲げ崩壊解析で は 塑性関節線が うま く表 現 で きれ

ぽ よ い 。 要素と要素 とが 折れ 曲が る回転角に 対応す る 曲

げ モ ーメ ン ト Mn が 塑性モ ーメ ン ト Mp に な っ た と き

に そ れ を 独立 に す る こ とに よ っ て 可 能 と な る 。 梁 と同

様，合 応力を仮定す る モ デ ル を 最 初に 考 え て み よ う。 要

素 内 曲げ モ ーs ン F を 砥 ，蒟 ，垢 “ とすれ ば，
の 汎関数は 次の よ うに な る。

∬副 L，お畏｛（Mx ＋My ）
・

＋・（1・・）

　　　　
・（Mmv2 − MxMy ）｝dxdy

　　　　
一
乱（一恥 ＋ 嘸 ＋ 輪 劉 づ・

（5）式

（24）

こ こ に ， 渉は板厚 を 表わ し，x ＝ O 面を中立面 と してい

る 。 また，w
，
　Os は 要素境界辺 で定義 され るた わ み と境

界辺回 りの 回転角で あ る 。 辺 上 の 合力 Mn ，　Mns ，　V 、 は

それぞれ 次の よ うに 定義 され る 。

　　 Mn ＝・Mxl2十 2Mxytm 十 Mym2

　　M π s ＝ 一（Mx − My ）lm 十 Mxv （12− m2 ）

　　v ・
’ ・（

∂

詮＋
∂

舞・）1＋ （
∂

籌
〃

÷ 響）m

　（24）式 に お い て，曲げモ ーメ ン トは 要素内一
定，た わ

み は 要素境界 辺 で 線形 に 分布 （頂点の 値 で内挿）す る と

し，各境界辺 の 中点 で
一
定 な θ， を 仮定す る。 こ れ らを

（24）式に 代入 して，（12）式 の 剛性 マ ト リ ッ ク ス を求めれ

ば，　よ く知 られ た 藤野
一Morley 要素が 導出 され る o

　さて，こ の 要素を用 い て の ヒ ン ジ ラ イ ン の 表現は 次 の

よ うに 行なえぽ よい
。

θ， に 対応す る 等 価節 点力 Mn を

そ の 辺長 で 割れ ば，Mn 　＝mn1S と な り， 単位長 さ 当 りの

モ ーメ ン トとな る 。
M

π
＝Mp を満た した ら θ， を 独 立

に す る 。 堀田
9），山本 ら

8）は こ の 藤 野
一Morley 要素 を用

い て 同 様 な解析法を展開 し て い る が，ヒ ン ジ ラ イ ン の 判

定基準と して本論 の よ うな 等価節点力に拠 っ て い な い 。

　こ の よ うに 梁お よ び 板の 曲 げ 崩壊解析に は 有限要素法

の 変位法 に よ る既 存 の 馴染み 深い 要素を用 い る こ ともで

きる 。 と こ ろ で ， 梁で は 局部的 な 応力分布を仮定する こ

とに よ っ て せ ん断変形をも含む 要 素が 簡単 に 導び か れ る

こ とを 示 し た 。 板 に つ い て も同様 で
， 応力仮定か ら出発

すれ ぽ 容易 にせ ん断 の 影響を含 ん だ 要素が 導び か れ る こ

とを述 べ よ う。

Fig．　12　Fujino−Morley ’
s　plate 　element

に
Fig．　13　Hybrid 　stress 　plate　 element 　 including

　　　　shear 　deformation

　 面内の 応力 は σ x ，
av

，
τ

＝y は 三 角形要素内線形分布，
せ ん 断応力 rx

＝ ，τyl は こ れ らと釣 り合 う よ うに 仮定 す

る 。 こ の 時 ， 物体力は な い も の として い る 。

　　　　　　am ＝ 　 2 （a 十 bx 十 cy ）

　　　　　　ay 　 ＝ x （d十 ex 十 fy）
　　　　　 τ

＝ u
＝2 （9÷hx十 iy）

　　　　　：：：鞘二：：li
（25）

こ こ 1，t ，　 a 〜Z は
一

般 化 応力 を表わ して い る 。 こ れ よ り，

（10）式 の 0 は 求 ま る 。

　次 に （11）式 の 要素境界辺 の 積分 を 考え る 。 （U ）式は板

曲げ要素 の 場 合 は 次 式 の よ うに な る （Fig．　13 参照）。

∬n，
・・UtdSdz 一仏 匚（・・ 1・

＋ ・v
・ 、
1・ ＋ ・

、
m2 ）　Un

　　　　＋ ｛（一σ
。 ＋ ay ）lm＋ 動 （」

2一
挽

・
）｝γs

　　　　＋ （τ ・ノ＋ τ
μ 吻 耽 コdsda 　 　 　 （26 ）

要素境界辺 の 変位場 を仮定 しな けれぽな らな い が ， こ こ

で もや は り剛体変位場か ら誘導する。 剛体変位 は Z 軸方

向の 平行移動 Ws ．　x　it，雪軸 回 りの 回転 角 θ
．，
　ey の 3

成分で あ る 。 こ れ らを用い 辺 上 の 任意点 の X
， y，お よび

Z 軸方向 の 直変位 は それぞれ 次 の よ うに 表わ され る 。

髪急＿ 圃 ｝ （27・

こ こ に ， 中立面 は a ＝0 上 に あ る とし，（Xl ，
　Yl）は 辺 の

中点 の 座漂 で あ る o

要素境界辺 の 法線 接線方向の 直変位は （14）式 と剛 叢

に して それ ぞれ次 の よ うに 求まる 。
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　　　　　　　笥：堀 　 　 ・…

こ こ に ，
π 軸 （法線） 回 りの 回転角 en，　S 軸 （接線）回

りの 回 転角を それぞれ 次の よ うに 定義して い る 。

　　　　　　　 θn ＝ le． 十 m θ
y

　　　　　　　 θε
＝ − m θx 十 1θy

上式を逆 に 解 き，それ らを （27）式 の 第3 式に 代入 し ，

（16＞式 を用 い れ ば，次式が得 られ る 。

　　　　　　TVx＝We 十（s
− s1）θn 　　　　　　　　　　　（29）

こ こ に ，辺 上 で n ＝nl と
一

定 とな る こ とを 用 い て い る 。

最終的に 要素境界辺 に 仮定す る 変位分布 は 局部座 標系

X−n −S で 定 義 され た 剛体変位成分 （We ，　en，　Os）を 用 い て

表わ された （28）式 と（29）式 とな る 。 それ らと （25）式 を

（26）式 に 代入 すれ ば，（11）式 の L は 求ま る 。
ヒ ン ジ ラ

イ ソ は 前 述 した 方法に よ り表現され る 。

　中央に 集中荷重を受け る周辺支持 正 方形 板 の 解析結果

が Fig．　14 に 示されて い る 。 崩壊荷重 と メ カ ニズ ム は理

論解 と完全 に
一

致 し て い る 。 とこ ろ で ，本板 モ デ ル で は

要素の 頂点に 節点を置い て い な い の で Figほ 4 の 要 素 分

割で は 厳密 な 意味 の 集中荷重 を 扱 え な し・。 本計算 は （29）

式に 荷重点 （頂点に
一致 して い る） の 座標値を 代入 し，

そ れ に 連結 して い るすべ て の 辺 に 等分 し て 処 理 し て い

る。

　Fig．　15 に 等分布荷重を受け る 周辺 支持 正 方形板 の 結

果 が示 され て い る 。 分布荷重 に 対 して は （25）式を修正 し

ノ
　 k− a

↓

／
olaS 七i　l 　analrsi3

た応力分布を仮定すべ きで あ る が，簡単の た め 変更 を 加

えなか っ た 。 それに もか かわ らず，　崩壊荷重 は 理 論解
6）

と同 じに な るば か りか，メ カ a ズ ム も
一

致す る結果を得

た 。
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6　結 言

　 2 次 元，梁お よ び 板要素を統一した方法 で，ハ イ ブ V
ッ ドス ト V ス モ デル と して導 ぴ い た 。 もち ろ ん，こ の 方
法を拡張 し て 3次元 要素も容易に 導 出可能 で あ る。

こ れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2）
ら の 要紊 は 著者 の 一

人川井が提案した RBSM の 要素に

そ れぞれ対応 して お り （Fig．　16 参照〉，緒言で 述べ た よ

うな 不 明瞭さは なくな っ て い る の で ，い わ ば RBSM の 　　 3）

メ ートル 原 器 的役割を果 た すもの で あ る。

　定式化か ら明 らか な よ うに 本論文 で 提案 され た
一

連 の

要素で は ．辷 り等 の 変位 が 不 連続 と な る 判定 に 要素 の 変　　　4）
形 よ り決 ま る エ ネ ル ギー

（歪み za ネ ル ギ ー）か ら求 ま る

量を 用 い て い る 。 つ ま り， 等価節点 力 を用 い て 要 素 間 の

強度 を調べ て い る こ とに なっ て い る 。 本 モ デ ル に よ れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5）
ば ， 要素内の 強度も同eelC考慮がで きる の で あ るが，本

論 で は 材料を完全弾塑性体と考 え た 方法 しか 提示 して い

な い
。 両方を同時 に 考慮し た 解析 は 将来 の 課題 と して 残　　　6）

され て い る6
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 7）
　最後 に ，本モ デ ル の 収 束 性に つ い て 簡単に 付記 し てお

く。 梁要素 に つ い て は 述べ る 必 要 もな い の で ，2 次 元 と　　 8）
板要素に つ い て 触れ る 。 三 角形 の 中点 で の み 変位 の 連続

性 が 満た され て い る非適合 モ デ ル で あ る 。 （5）式の 汎関

数 に基 づ く一 イ ブ リ 。 ドス ト レ 琺 は ， 要素内応竕 布 　 9）

腰 素境界辺 上 の 変位肺 の 仮定姙 意齢 ・ ら・ほ と ん 　 、o）
ど無数の 要素が 導け よ う。 前述 した よ うに RBSM の 各

要PtS）
”5｝
．との 比較を 目的 として い る の で ，応力分布は で　　11）

きるだ け低 次に ，また 要素境界辺 に は 剛体変位を仮定す　　、

腰 素に 蝦 蜷 い て きた ． 。 の 枠をクト齦 も 。 と鹸 　
12＞

の よUl要素 に 作れ る 可能性は い くらで も残 され てい る と　　13）
思 わ れ る。

Fig・　14 の 例題 で 調 べ た 結果，本 モ デ ル が 収

束す る こ とが 確認 され た
2〕

。 大 きめ の 値 か ら薄板の 理 論

解よ り も少 し小さめ の 値 に収束して い っ た 。 こ の 傾向 は 　 14）

2 次 元 要素で弔同 じ で あ っ た 。 こ れ らを 改善す る こ とも

将来に 残 され て い る。
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