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（昭 和 55年 11月　 日 本造船学会秋季講演会に お い て 講演 ）

混合法 の
一

定式化か ら誘導 され る新 しい 要素

（第 2報）

一 殻要 素 とそ の 振 動問 題 に 対す る応用一

正 員　神　 田　芳 　文
＊

New 　 Elements 　Derived 　from 　 One 　Type 　 of　Mixed 　Formulations （The 　2　nd 　 report ）

　　　
− Shell　 Element 　 and 　its　Applicatiens　 tD　Vibration　Problems 一

by　 Yoshifumi　 Kanda，
　 Member

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Summary

　Because　there 　has　been　yet　no 　simple 　 and 　powerful 　element 　avaUable ，　it　has　been　 exper 藍一

anced 　that 　sorne 　practical　finite　element 　 analyses 　in　industry　lead　to　 unsatisfactory 　 results

even 　 in　linear　 situation ．　 Therefore，　in　 order 　to　ga 正n　 useful 　 and 　 reliable 　informations　for　an

actual 　 structure 　by　easy 　implimentation　of 且11圭te　element 　technique ，　 it　is　necessary 　to　develop
the　element 　which 　is　accurate

，
　 economic 　and 　troubleless，

　From 　 this　purpose ，
　 in　 a　 previous　paper，　 the　author 　proposed　 one 　type 　 of 　mixed 　formulation

based　 on 　Reissner’s　 variational 　princlple　 and 　derived　 several 　 kinds　 of 　 new 　 elements 　 such 　 as

plane　 stress ，3−dimensional　 brick　 and 　plate　bending　accDrding 　to　present 　formulatien．　Exa ・

m 三natiens 　 using 　 these 　 elements 　 in　 static 　 and 　 dynamic 　fundamental 　problems 三ndlcated 　 that

cxcellent 　results 　can 　be 　obtained ，

　In　th 童s　paper，　for　the　sake 　of 　 shell 　analysis ，　bo出 　plane　stress 　and 　plate　bending 　elements

irltroduced　 in　 the 　 previous 　 paper 　 are 　combi ロ ed 　and 　extended 　to　a　 general　 shell 　 element

whose 　 nodes 　 are 　 needless 　 to　 be　included　 in　plane　 making 　 use 　 Df　present　 rnixed 　formulation

and 　isoparametric　 shell 　 representation ．　 Numerical 　 results 　 from 　 several 　app 蠶cations 　 to　 vibra −

tion　problems ，
　 which 　 are 　intended　to　 demonstrate　 the　 effect 孟veness 　 and 　 versatili 亡y 　 o ξ new

element ，　show 　that 　natural 　frequencies　and 　mode 　shapes 　are 　always 　predlcted　with 　good
accuracy 　even 　by　a 　very 　coarse 　mesh ．

1 緒 言

　現在に お い て は 複雑な シ ェ ル 構造物 の 振動解析 に有限

要素法が用 い られ る 機会 が増えて きて い るが，そ の 解析

が失敗に終わ る ケ ース も未 だ 少な くな い
。 こ の 原因が 要

素自身の 性能 に起因 し て い る と思われ る 事例も多 く，経

済性，精度，信頼性，汎用性な ど の 要求を実用 レ ベ ル で

十分に 満足す る シ ェル 要素 の 出現が 切望 さ れて い る 。

　 こ うい っ た 状況か ら，現在 に お い て も な お 板 曲げ要

素
5｝や シ ェ ル 要 素

2〕，3）の 開発 研 究は 盛 ん に 行 な わ れ て い

る が， 残念な が らわ れ わ れ の 要求を十分 に満足 し て い な

い と思わ れ る 。 そ こ で ，著者 は 高性能の シ ェ ル 要素の 開

発を 目的 と し て ， 混合 法 の 一種 とみ な せ る 定式化を提案

し ， こ れ に 基づ い て 平面応力 要素や 平板曲げ要素を誘導

し，前報
11

に お い て そ れ ら の 静的 問題 に 対 す る 有効性の

　
＊
　東京大 学ユニ学部

高 さを 立 証 し て きた 。 また ， 平板 の 自由振動問題に 対 し

て も本報 の 付録で こ の 平板 曲げ要素の 性能 を調査し，良

好な 結果 を 得て い る 。

　本報 に お い て は こ れらの 平面応力要素や平板曲げ要素

を も とに 理 論 の 拡張 を行な っ て ，4 節点が 必ず し も
一平

面上 に な い 一
般 の 場 合 に 適用可 能な シ ェ ル 要素 を誘導す

る 。 そ し て ，こ の シ ェ ル 要素 の 実際的な 有用性を検証す

るた め ，タ
ービン 翼， 旋盤ベ

ッ ドお よび デ ィ
ーゼ ル 機関

の ブ ロ
ッ

ク な ど の 簡略模型 の 自由振動聞題に 適用 し，計

算 結 果 を 実験 値 や 既 存 の 要 素 に よ る結果 と比較す る 。

　厚板で 構成 され る構造に お い て 板が交差して い る場合

に，中央面 で 代表され る厚 さの な い 板 が 交差 し て い る と

す る 従来 の モ デ ル 化 に は 無理 が あ る よ うに 思わ れ る 。 そ

こ で，こ れ ら厚板の 交線上 に 3次元梁を置い た モ デル 化

を 工 夫 し，エ ン ジ ン ブ P
ッ クの 振動解析 に 適用 を 試 み

る o

N 工工
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混合法璽
一

定 式化 か ら 誘 導 され る 新 し い 要 素 （第 2 報 ）

2　従来の シ ェ ル 要素

　数多 く提案され て い る シ ＝ ル 要素 の な か で も，平面 シ

ェル とア イ ソ パ ラ メ ト リ ッ ク シ ＝ ノけ こ 属す る もの が
， 簡

単 で しか も精度が良 い の で 使わ れ る機会が 多い 。

　 平面 シ ェ ル 要素に お い て は 単に 平面応力要素 と平板曲

げ要素 を組み 合わ せ て 使用す る だ け で あ る か ら，改め て

シ ェ ル と して の 要素 の 誘導 は 不要 で あ る D 従 っ て，精度

の よい 平面応力要素 と平板曲げ要素 の 中か ら，節点 に お

け る適合性 が満足 され る紐み 合わ せ が行な われ る 。

　曲面 を多数 の 小 さ い 平 面 で近似す る訳 で あ るか ら， 三

角形要素が幾何学的に は 有利 で あ る 。 し か し一般に 四 辺

形要素の 方が精度が よい の で
， 折れ板や円筒殻で は よ く

使われ る 。 そ の 中で も平 面 応 力 要素 QM 　6 （要素 の 名称

は
一

般に 通用 し て い る もの がある 場合 に は そ れ を 用 い て

い るが ， 名称が な くて著者 が 勝 手 に 命癌 した もの も含む

の で 第 1 報
1）を参照頂きた い ） と平板曲げ要素 ACM の

組は 非常に 精度が よ く，薄板 の 長方形板 で 近似可能な形

状 に 対し て は 最も有効なもの の 一つ で ある とい え る。

　 ア イ ソ パ ラ メ ト リ ッ ク シ ェル 要索は ，3 次元中実要素

に 板として の 条件即ち中央面 に 対す る 法線 の 直線性の 保

持 を拘束し て 得 られ る もの で，せ ん 断 た わ み の 影響は 当

然含 まれ ， 形 状 の 近似度も高 くしか も簡単 で あ る。 通

常，変位法 に 基 づ い て 剛性 マ ト リ ッ ク ス が 誘導 され，そ

の とき薄板 に お け る Kirchhoff 仮 説 を 強制 す る た め ，

Reduced 〔あ る い は Selective）lntegrationが 行 なわれ

る
7）

。

　精度 と経済性 の 兼ね 合い か ら 8節点要素 が 用 い られ る

こ とが多い が ， 4節点要素の 使 い 易さ は大 きな魅力 で あ

っ て，Kanok−Nukulchai は 最近 BDS とい う名 の 4 節

点 ア イ ソ パ ラ メ ト リ ッ ク シ ェル 要素 を 提案し て い る
21

。

し か しながらこ れら 4 節点や 8節点 ア イ ソ パ ラ メ ト リ ッ

ク シ ェル 要素に は い くつ か の 欠陥を含 んで い て，とて つ

もな い 結果を 導 い て し ま うこ とが あ る。

　 こ う した 欠陥は 薄板 とし て の 条件 を満 足 さ せ る機搆に

原因が あ るの で，平 板 に お い て 顕 著 に 現わ れ る
S＞

。 従 っ

て ， い わ ゆ る Mindlin 板に お い て 克服 され て い る べ き

もの で あ る か ら， 著者は 第1 報
且1
に お い て こ の 問 題 を扱

い，混合法 定式化が 有効で ある こ とを 見 い だ し，こ れ ら

の 欠陥を克服し た Mindlin 板要 索 BM 　6 を 導 い た 。

　と こ ろ が，BDS は Mindlin 板要素 HTK の 含 む 欠陥

の 本質的解決を何ら行なうこ とな くシ ＝ル に 発展 させ た

要素 で あるか ら，HTK の 持つ 欠陥をその ま ま受け 継い

で い る 。

　MSC ！NASTRAN の 4 節点 ア イ ソ パ ラ メ ト リ ヅ ク シ ェ

ル 要素 QVAD 　4s）で は，数値積分点 の 工 夫 と剛 性 の 修正

に よ っ て 欠陥の 防止を図 っ て い るが，抜本的対策とは い

い 難 く信顧性 に 欠け る よ うに 思 わ れ る 。

3　混合法によ る シ ェ ル要素の誘導
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　ag　1報 に お い て 誘導 し た 平面 応力要素 MX 　2 と平板

曲げ要素 BM 　6 の 性能 の 良 さは すで に 前 報 ま で で 実証

済み で あ る か ら，こ れ ら を組み 合わ せ て 平 面 シ ェ ル と し

て 使用すれば高性能 の シ ェ ル 要 素 とな る こ とほ 十分に 期

待で き る 。 し か し，平 面 シ ェ ル の ま ま だ と形 状が 四 辺 形

で あ る こ とか ら使 用 が限 定 され て くる の で ，こ れ を 4 頂

点 が一
平面 上 に ない 一般的な シ ＝ ル 要素に 拡張 し て お く

必要性は 大きい と い え る 。

　そ こ で ，こ こ で は 第 1 報で 報告 し た 混合 法定式化 に 基

づ い て一般的 な シ ェ ル 要素の 誘導を行な うが，そ の 正 確

な 記述を 行 な お う とする とあ ま り に も 冗 長 に な り過 ぎ

る。と こ ろが 幸 い に も MX 　2 や BM 　6 か らの ス ム ーズ

な 拡張 で あ るか ら， そ の ほ とん どの 内容は 第 1報 の 記 述

か ら無理 な く類推 で きる 。 従 っ て，こ こ で は誘 導 の 流れ

を 説明す る に 留め る 。

　 こ れ か ら誘導す る混合法 4 節点 シ r ル 要素を MFS と

名付け，そ の 形 状 と使用 され る 座 慓系を Fig　1 に 示 す Q

　 Cartesian 座標系 X −rZ が全 体 座 標 系 で ，　Cartesian

塵標系 x −y−z が 要素 に 固定 した 墓準の 座標系 で，Car−

tesian 座漂系 xl−y
’−9 ’

が 要素内 の 各点 で の 局部座標系

で ，ア イ ソ パ ラ メ ト リ ッ ク表 示 の 親 要素 に お け る 座標系

が ξ
一
η
一
ζ 座標系で Carteslan 座標系 に 記 入 す る と

一
般

に は 直交 し ない 。 x−y一之 座標系は も と も と不 必 要 な もの

で あ っ て ，普通 に 行な わ れ てい る よ うに X −｝Y −Z 座 標系

と X
’−y

’−Z 「

座標系 で 記述可能 で あ り，
ブ 卩 グ ラ ム の 作

成 に お い て は 経済 上 の 理 由か ら用 い な い が，誘導 の 説 明

に は平 板か らの 類推を 容易に す る 目的 で 用 い て い る 。

　板 とし て の 条件を 課す る 乙 板厚方向の 特性 は そ の 中

央 面 に 代表 させ る こ とが 可 能で あ る 。 こ れ が 理 論 の 大 き

な 前提 で ある 。
a 軸 は 4 節点 の 重心 点 に お け る 中央

．
面 の

C−n−1 ：Locsl 　c叩rdi 冂駕e 　coac ！tt／tU 舵昂 pnrEnt
　 　 element

Fig．　1　Coordinate　 system 　 of　 mixed 　 type 　 four−

　 　 　 node 　shell 　 element

N 工工
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法線方鹸 こ，幻 軸 は 辺 23 と辺 14 の 各中点 を 結ぶ 直線

の 辺 23 側 に 向い て ，写 軸 は こ れ ら と直交す る よ うに と

られ る 。 こ の とき ξ軸 と ζ軸は それ ぞれ 郎 軸 と 9 軸 に
一

致 し，η 軸 は 辺 34 と辺 21 の 各中点 を結 ぶ 直線 の 辺 34

側に 向 い て と られ る o こ うす る と，X，　 y，ξ，η の 各軸 は

同
一

平面内に あ り，
こ の 平面に 中央面上 の 代表的諸量 を

投影す る こ とに よ っ て 平板 との 対応が 行なわ れ る 。 9
’

軸

は 中央面 の 各点 の 法 線方 向 に と り，y
’
軸は X 軸 を 平行

移動 し て kS 軸 と交 わ らせ て決ま る 平面に 垂直 に と り，

ゴ 軸 は X
’

軸 と y
’

軸に 直交 す る よ うICとられ る 。

　こ の よ うな 座 標系 が 決定 され る と ，
シ ＝ル 要素の 幾何

学 的形状を 定 義する 要素内の 任意点 の X
， y ，

9 座標値 は

次 の よ うに 表現 で き る 。

｛ト ｛liト（鰐 ）n （1）

　　　　　　　　　　　　　　 ttは節点 に お け る板厚，

V3t は 節点に お け る 中央面 の 長 さ tt の 法線ベ ク トル ，　 n

は 要素内の 任意点で の 中央画 の 単位法線ベ ク トル で あ る 。

　（ユ）式 は 中央面が hyperbolic　 paraboloid で ある よ

うな 板 の 幾何学的形 状 を 正確に 表現し て い る 。

　次 に，変位場 の 仮定 に 移 るが，そ の 前に X
’−yLx

厂
座 標

系 か ら ＝−y−Z 座標系へ の 座標変換 マ ト リ ッ
ク ス の 方向

余弦 マ ト リ ッ ク ス ［T コをベ ク b ル 表示 し て お く。 すな

わ ち，

　　　　　　　　　一 ［iil］ …

こ うした 準備の 後， 変位場 ｝ま次 の よ うに 仮定され る o

　　　　｛〆 1ト匿 ｛ii；｝

た だ し ，

蹴：1∴：‡1⊥：∵1・・

お よ び

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4

　　　　　　　　　　　 Σ 瓦 y3
己

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　
π

下 司 　
（3 ）

こ こ で，諤重， 翫 ，9t は節点座標，

た だ し，

お よび

鰐 ・朔1ヨ
匸¢ ・］一［・ 1一 削 瞭］

（5 ）

（6 ）

ー
　

　

忠

00

σ

　

　

1

0G

β

　

　

它

004

晶ー
　

＝

　

「
犀

　

F

　

匚 （7 ）

こ こ で，Ue
，
Vt，　Wt は節点で の それ ぞ れ X，　y ，　Z 軸方 向の

変位 で あり，θ鋭 ，θvt，θet は 節点 で の そ れ ぞれ X ，　y，Z 軸

ま わ りの た わ み角で あ る
。 また ， （5 ）式 の 右辺第 2 頂

は BM ．6 で 用 い た ” に 関係す る 2 次 の バ ブル モ ードで あ

っ て，（7 ）式中の At，　Bt，　Ct は 第 1 報の At，　Bt の 定

義 を 3 次 元 に 拡張 し た もの で ある 。

　汎鬨数 の ＝ ネ ル ギー
項の 計算に 必 要な ひ ず み は ，数値

積分点 で の xt −yLZ
’
座標系で 表現 さ れ て い る こ とが必

要 で あ るか ら，（5 ）式 か ら変位 の 微係数を 5じ一助 言 座標

系 に 対 し て 求め ，［
’T ］

T
を 用 い て こ れ を xLy

’−2，座 標

系 に 変換す る 。 こ れ らの 操作 は 変位法に よ る 場含 と同様

で ある か ら，文献 7） の 経済的処理方誌が ほ とん どそ の

ま ま 利用 で き る 。

　一定応 力 状態 の 剛 性 は ，
MX 　2 や BM 　6 の 場 合 と同様

に ，関係す る ひ ずみ エ ネ ル ギ ー項 を 1 点 Gauss 積分す

る こ とに よ っ て 評価 で ぎる 。 し か し ， 1 点 Gauss 積分

で は 要素 の 体積 y が正 し く計算 され な い こ とか ら，こ の

とき使用 され る積分点 ξ＝ η＝ ζ＝ 0 で の Jac。bi行列 の

行列式 det［Jo］を V18 に 置き換えた 計算を行な う。 厳

密に 要素 の 体積 γ を 正 し く求 め る た め に は 3× 3× 2

Gauss 積分が 必要で ある が，そ れ で は あ ま りに も面 倒 で

あ る 。 し か し 幸 い な こ とに，2x2 × 1Gauss 積分 に よ る

値は 実用上 無視 で きる 程度の 誤差 しか 生 じ ない 上 に，高

次 の 応 力 場 の 剛性計算 の 際 に 必然的に 求 ま っ て くるか ら

こ れを用 い る こ とに す る 。

　高次の 応力状態 に おけ る剛性の 誘導を行なうた め，高

次 の 応力場 の 仮定 を 行な う。 変位場 の 場合 と異な り，い

きな り X
’−Y −z’座標系 で 仮定す る こ とが 可能 と思わ れ

る 。 従 っ て，次 の よ うな仮定が行な わ れ る 。

・塁一 塩 ÷咢藤

　 　 　 　 　 6ζH 　 　 　 　

　　　　　　　M 多σ
ゲ
＝σ

ガπ 十
　 　 　 　 　 t2

脇 ・一 脇 伽 ・与略

・s… −

3
野（・

一・
2
）

・i」… ’− 3
野（・一・

・
）

（8 ）

こ こ で， t は 4 つ の 節点に お け る板厚 の 平 均値 。
σ翫 ，

σ＃・m ，
τ跳 腕 は膜応 力に よる 成 分 で，MX 　2 の 高次 の 応力

場 と同 様な形 に 書 け る 。
癩 盈M 訊M 鈎・，Q拶，鰐 は モ

ーメ ン トお よ び せ ん断 力 で あ っ て，BM 　6 の 高 次 の 応 力

場 と同様な 形 に 書け る 。 な お ，
こ れ らで 平 板 と異 な る の

は， X −y−Z 座標が xl−y
’−fft 座標に な っ て い る こ とだけ
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で あ る 。

　 （5 ）式 の 変位場 と 〔8 ）式 の 高次の 応 力 嶷 を 用 い て，

第 1報 で 提案し た 混合法定式化 に 従えば，高次の 応力状

態 に お け る剛 性 が誘導で きる 。 なお こ の と ぎ，Jac。bi行

列 の 行 列式 det［」］を V18 で 置 き換 え て エ ネ ル ギ ー項

の 計算：を行ない ， 計算 の 簡略化 と正 解 へ の 収束性に MX 　2

や BM 　6 と同程度 の 効果を期待 し た Q

　 以 上 の よ うに し て 得 られ た一定 応 力 状態 と高次の 応力

状態の 岡姓 マ ト リ ッ ク ス を単に 加え合わ せ て ，
シ ェ ル 要

tttの 剛性 マ 1 リ ッ ク ス が誘導 さ れ る 。 こ れ で 十 分 で あ る

が ， こ うし て 得 られ た 要 素 に は 中央 面 の 法線 まわ りの 回

転 θ
。
’に 対 応す る岡1性 は 含ま れて い ない 。

一般に，こ う

い っ た 剛性を正 し く評価す る こ とは 非 常に 困 難 で あ る上

に 影響も小 さい か ら含 め な い 場合が 多い 。 し か し，計算

プ ロ グ ラ ム の 簡略 化 と多少 の 精度向上 の た め ，こ の よ う

な 剛性の 評価を試み る こ とは 意味 が あ る よ うに 思わ れ

る o

　 シ ェル の 膜成分の そ の 法 線 まわ りの 平均 回 転角 ω が

　　　　　　　　・ 一告（
∂v
’
　 ∂ガ

∂x
’

　 ∂y
’）　 …

で 与えられ るこ とは よく知 られ て い る 。 こ れ とθ，
’との ず

れ が膜内で 高次 の せ ん 断 ひ ずみ γ乳・を 生 ず る と考えら

れ る 。 こ の とき， γ多ガ は

　　　　　　γ夢ガ
ーe

．
・一圭

一
（

∂ガ　 ∂ゴ

∂ゴ 　 ∂y
「）　　　　　（10）

と書け る 。 こ の γ瑯’が一
定応力 （一定 ひ ずみ ）状態 と

独 立 で あ る こ とは 容易に 理解 で き るか ら ， 第 1報 の 混合

法定式化に 従えばせ ん 断弾性係数を G とし て G γ錫・が

高次 の 応力 場を 表現 し て い る もの と考 え られ る 。

　こ の γ釣’に 対す る 剛性は，ひずみ エ ネ ル ギ ー

　　v
’
・
一音五剣 暢 傷 瀦1）｝

2dA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

を停留化す る こ とに よ っ て 得 られ る 。 こ こ で，κ 7 は 要

素内で の γ恥 の 分布を修正す るた め の 係数 で ある 。 MT

の 値の 変化 が計算結果 に 及ぼす影響は 小 さい こ とが 知 ら

れ て い る
2 ）か ら， 勘 の 決め 方 に そ れ 程神経を使 う必 要は

ない が，1 に近い値が自然 で ある よ うに 思わ れ る。 そ こ

で ，こ こ で は κ T＝516 が用 い られ る 。 な お，（11）式 の

数魑積分に は 2 × 2xl 　 Gauss 積分が 合理 的 で ある と考

え られ る。

　 こ の よ うに，混合法定式化 に 従 っ て MX 　2 と BM 　6 を

一般の シ ェ ル に 拡張 し ， 法線 まわ りの ね じ り剛性を付加

し て，新 し い シ ェ ル 要素 MFS が得られ る。 た だ し，法

線まわ りの ね じ り剛性 は 必ず し も考 慮 さ れ る 必 要 は な

く，それ の 除外 に よ っ て 大幅な経済化が行な え る場合に

は含 め ない 方が 賢明で ある 。

　MFS は 要 素 の 形 状が 平面の 場 合 に ぱ ， 互 い に 独立な

3 つ の 成 分 P す な わ ち MX 　2，　 BM 　6 お よ び 面内 の 回転

剛性 に 正 し く分解 され る 。 なお，任意 の 形 状 の MFS の

剛 性 マ ト リ ッ
ク ス の 固有値と固有 モ ードを 計算すれば，

6 個 の 剛体運動を含ん で い る こ と が確認で き る DMFS

は そ の 誘導過程 か ら見 て，浅 くない シ ェ ル に 対す る 遮用

に は 無 理 が 感 じ られ る が，こ の 点 は 実際 の 応用結果 の 実

績 を 通 し て 評価 され るべ きもの で あ る 。

　最後に ，振勤解析 に 必要 で あ る 質量 マ ト リ ッ ク ス に つ

い て は ，MFS の 場合に も付録に お い て 扱 っ て い る BM

6 の 場合と同様 に，（5）式 の 変位場 の 第 2 項 の バ ブル

モ ードを除外 し た もの を 用 い て ，censistent 　lnass と

1umped 　mass の 平均で ある mean 　mass を誘導し て ，

こ れを使 うこ とにする 。

4 数 値 解 析 例

　 は じめ に 厳 FS の 静 的 な 問 題 に 対 す る 性 能 を ，

Hyperbo1 三c　paraboloid シ ェ ル の 変形 解析 を 通 し て 行 な

い ，次に 本研究 の 目的 の
一

つ で あ る実際 の 構造物 の 振動

解析lc対す る MFS の 適用性を調べ るた あ ，そ れ ら の 簡

略模 型の 自 由振動解析を行な っ て 実験値や 他 の 要 素に よ

る結果と比 較す る 。

　 4．1Hyperbolic 　parabeloidi シ ェ ル の 静的変形

　 建築構造物 に 用 い られ る こ との 多 い Hyperbolic　par −

ab 。loidシ ェ ル が 全周固定 で
一

様圧力 Pn を受け る場合

の 変 形 を 計算す る 。 こ の 問題に 対 し て は ，
MFS は そ の

幾何学 的 形状を 正 確 に 表現 で き る oConnor らが誘導し

た Kirchhoff−Love 仮説に 従 うシ ェ ル 要素 CBK と差分

法 に よ る 解は 文 献 10） か ら，
BDS に よ る 解 は 文献 2）

か ら引用 し て 比 較 に 利用 し て い る 。

　 シ ェ
ル の 形 状が Fig．2 （a ） に ， 中央点 に お け る 変位

の 収束 が Fig．　2 （b ）に ，中央 線 に 沿 っ 変位 分 布 が Fig

2 （c ）に 示 され て い る 。 厳密解がな い の で 細 か な こ とに

つ い て は断 言 で きな い が，MFS と差分法 に よ る 結果は

よ く
一

致 し て い る の に 反 し，BDS に よ る 結果 は こ れ ら

か らい くぶ ん ずれ て い る こ とな どがわ か る 。

　 4．2　片持円 筒殼 の振動

　 フ ァ ン の 翼 の 基本的特 性 を 調 べ る の に 片 持 円 筒殻 が摸

型 とし て 用 い られ る場合が多い が ，
Fig．3 に 示すもの は

そ の 中で も最も簡単 な もの の
一

つ で あ っ て，板厚 は
一

定

で ある D 模 型 の 半 分 に つ い て，対称振動 と逆対称振動 と

を 別 々 に ，
MFS

，
　BDS

，
　ACM 十 QM 　6 （ACM と QM6 を

重 ね 合わ せ た 平面 シ ェ ル ） の 各要素を用 い て，固 有振動

の 解析を 行 な っ た 。 結果 を Table　1 と Fig．　4 に 示 すが ，

01son らに よ る実験結果 を 文献 11） か ら，　 QUAD 　4 に

よ る計算結果を文献 3）か ら引用 し て 比較 の 材料 とし た 。

な お，こ の 問 題を 他 の 多 くの 要素で 解い た結果 が 文献 9）
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Fig．3　Geometry　 arld 　 meshes 　 of　 cylindrical 　fan

　 　 　 　 blade

で 比較 し て あ る の で 参照頂きた い 。

　こ の 表 か らわ か る よ うに ，大 ま か に 見れ ば どの 要素に

よ る 結果も似た よ うな精 度 で ある が，そ の 中で も ACM

十 QM 　6 に よ る結果が最 も精度 が よ く，　 MFS に よる結

果がそ れ に 次 い で い る。ま た， Fig．　4 に 示 す よ うに，

MFS に よ る振動 モ ード も実験結果 と だ い た い に お い て

よ く似 てい る。

　4．3　ね じれた 片 持板 の 振 動

　 タ ービ ン 翼 の 最簡単模型 で あ る先端 が 根元 に 対 し て

30
°

だ けね じ れ た 等板 厚 の 片持板 の 固有振動を MFS を

用 い て 解析 し た 。 模型 の 形 状 と材料定数 な どを Fig．　「
j

Table　l　Natural　frequencies　 of 　 cylindrical 　fan　 bJade

MGde 　 No，

　 andSymmetry

Finite　 element 　predictions 　 （Hz）

ASSASAAS　

一

｝

一

一

一

　

【

12345678

ACM ÷ QM6

… t…

　 　 　 　

86．1135

，8240

．7357
．9385
．9404
．0

BDS 　
　 QUAD4 MFS

… ［
一’

9
’

・・ t… 8×4 　　 4× 2　　 8× 4

86．5 ：

139．5247

．9347

．5386

．3527

．4720

．0714

・9 ［

83．6139

，0279

．5423

，2483

．7688

，0

、1：ll
蟹

1嵩：：
：：：：91

86．81
　 　 　1139

．1279

．2416

．6455

．3672

．7

86．oi　 82，9 　 85．8

139，5 　 131．8 　 138．3

253．7　　　243．1　［　 245．5
　 　 　 　 　 　 　 ト

371，0　　　284．2　1　342．6

413．6　　290．5　i　 374，3

564．3 　 454 ，73 　511．5

818．6 　 　 ヨ699，4
　 　 　 1867

・5L
　 −1一墜

5

Experiment

　（Ref ．11）
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皿「一齟一Cal匸ulated 　nod 猷1　11n 巨 5 　by 　MFS 　〔Mesh 　3x4 ）一『 　Ey．per ±ren ヒ自 上 n。d己l　 li爬s 匠r。m 　 Ref ．1 エ

1−A 5−S

翻 …2−s

］−s

’
ノ／ 

．z − 一

爿

7−A

4 −A 8−s

F三g」4　Mode　 shapes 　 of　 cylindricaI 　fan

　 　 　 blade

　こ れ らの 比較 に よ っ て ，MFS に よ る結果 は 要素数が

少ない に も拘らず固有振動数とモ ード の 両方が 実験値 と

非常 に よ く一致 し て い る こ とが わ か る 0

　4．4　旋 盤 ベ ッ ド模型 の 振動

　旋盤 ベ
ッ ドの 基本的な 振動特性を調 ぺ る た め，Fig．7

に 示 す よ うな形状の 片持の 模型を製作 し，実験を行な っ

て 固有振動数 と振動モ ードを 測 定 し，こ れ らを 数 種 類の

要素 に よ る言十算結果 と比較し た o

　模型 は 厚さ 3．2mm の 軟鋼板を電 気 溶接に よ っ て 接

合 した 後，す み 肉 の 盛 り上 が っ た部 分 を 機械 加 工 に よ っ

て 除 去 し て ， 規定 の 寸法お よび 形状 を 正 し く実現し てい

る 。 ま た，固定端は 3個の 中実の 軟鋼角材 の 間 に 模型を

は さ み こ ん で ボ ル ト締 め し て あ る 。 固 有振動数 の 測 走 に

　　　　　．ノ 韆蠣驚墾

＼欝
F量g5 　Geome 七ry 　 Qf 　 twisted　 cantilevered 　plate

に ，計算結果を Table　2 と Fig」6 に 示す。
こ こ で ，

メ

ッ シ a 分 割 は 先 の 例 題 と 同 じ く，（弧 方 向 の 要 素数）×

（長 さ方向の 要素数） で 表現 し て ある 。
MacBain が文献

12）に お い て行な っ て い る 実験結果が比較 の 対象 で あ

り，彼 が同時 に 行 な っ た NASTRAN の 要素 CQUAD 　2

に よ る計算結果も併記 し て お い た 。

¢ aleulatetl
　nod 弖！　llnes 　b ｝

・
　MFS 　｛rtesh 　Ex12 ｝

Experi 皿 巳 n ヒal 　nodia1 　工 lnes 　丘ro 刀 　Rei ¶12

こF

Table　2　　Natural　frequencies　of 　twisted

　　　　 cantilevered 　plate
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　Unit ：Hz 　　、

PMl

2E’

No，Mode

！

FFTFT12139

一

123456

［PM ・

7
［

4F8

［ 3T
　 Fg

　 PM2

10　 PM3

4F

Finite　 element 　 method

CQUADi
　 210

× 23

　 60
．

　 340

　 504

　 9981

，4271

，5432

，　020

MFS

… 1… 2

’

Experiment 至

れ 　　　　　　　　　　　　　　　　

　 （Ref．12）

2・　248　1　2，　209
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3341334

　 490　 　 　 　 　 495
　 991　 　 　 　 　 993
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　 　 　 　 1，9971，957

　 　 　 　 2，222

　 　 　 　 2，287

2， ・・2　［　・，
　668 ［　・，　773

　 59

　 332

　 4791

，006

工，3371

，7432

，
　OOO2

，1492

，3722

，　929

］F

‘
1L

・ 噛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
イ

2雪

］T

PM2

PM3

Fig．　6　Mode 　 shapes 　 of 　twisted 　cantilevered

　　　 plate
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Table　3　Natural 　 frequencies　 of 　 model 　lathe　 bed

No ． Mode

123

・
456

巨 ・・ h・・d・・ g … u ・・ Y ・x ・・

2nd 　bending 　 about 　 Y　 axis

3rd 　bending 　about 　r　 ax 孟S

lst　亡Qrsion 　about 　X 　axis

lst　bending　 ab 。 ut 　Z 　 axis

4th 　bending 　 abQut γ axis

Calculation　 by　FEM （Hz ）

・D・　 i・・M ・ Q・ ・1SAP　 IV
　　　　1E。 P ，。im。。 t

MFS 　　　　　　（Hz）

　 413，21

，　781．　2

278．7286

．9

45．6146

．6268

，1255

．7270

．3388

．8

50，2155

．4265

．8281

，3372
．0359
．0

46，0146

．8260
．8279

．4287

，1360

．7

44．1140

．4258

．6265
、5268384
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嘲
　：　已 XF・e「1臼ent 　 ’　　

一・一：　Cfi1 ⊂ula ヒton　b ソ　hFS
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Fig．8　Mode 　shapes 　 of 　 model 　lathe　 bed

は 模型に 余分な もの が付加す る こ とを嫌 っ て，電 磁石 で

加振 し ， うず電流型非接触変位計 で変位の ピー
ク とな る

振動数を捜 し た 。 振動 モ ードは 動電型振勤発生 機を 短 い

ア ル ミ製 パ イ ブで 模型 に 結合し て 加振 し，うず電 流 型変

位計 と圧電型加速度計を モ ードに よ っ て使 い 分けて 測定

し た 。

　 計 算 は MFS
，　BDS ，　ACM 十 QM 　6 の 各要素 と汎用 プ ロ

グ ラ ム SAP 　IW5 ） を用 い て 行なわ れ た Q 結果 を Table

3 お よ び Fig．　8 に 示す が，　 MFS と ACM 十 QM 　6 に ょ

る 結果は 非常に 精度が良 く，
SAP 　IV で は これ ら よ りも

い くぶ ん精度が悪 くな り， さらに BDS に よ る結果 は y

軸 ま わ りの 曲げに 関し て 異常 に 高い 値が 得 られ て こ の 要

素 の もつ 欠 陥を 暴露し て い る 。 ま た，MFS に よ る モ ー

ド形 の 計算結果も実験値 に よ く似て い る 。

　 4．5　エ ン ジ ン ブロ ッ ク模 型 の 振 動

　La1 ◎r らは ト ラ ッ ク用 デ ィ
ーピ ル エ ン ジ ン の 騒音研究

に 関連 し て ，
Fig．　9 （a ）に 示す よ うな 形 状 の 直 列 6 気筒

エ ソ ジン の ブ ロ
ッ

ク模型 の 自由振動に 対し て 実験 と計算

を 行 な っ て い る
13 ）・tt）

o 模型は 鋳鉄 で造 られ ， 細 い ワ イ ヤ

ー
で 吊し て あ る 。 彼 らは こ の 模型に 対し て ，せ ん 断た わ

み の 影 響 を 含 ま な い 平 面 シ ェ ル 要素を用 い て 解析 し てい

るが ， そ の 結果 は 相当に 細か い メ ッ シ ュ 分割 が 行 な わ れ

て い る に もか か わ らず，ほ とん ど失敗 とい え る 結果 に 終

わ っ て い る o 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・

　 こ こ で は ，
MFS

，　BDS ，　ACM −
｝
−QM 　6 の 各要 素 を 用 い て

計算を行ない，Lalor らの 実験結果
la｝と比 較す る 。

　有限要素 モ デル は Fig．　9（b ），　 Fig．　9（C ）IC示す よ う

な 非常 IC粗い 2 通 りの メ
ッ シ ュ を 用 い るが ，

こ れ らの 自

由度 は 全 く同 じ で ある。
Fig．　9 （b ）の モ デ ル は 普通 に 行

なわれ る板だ け の モ デ ル 化 で ある 。 し か し こ れ で は模 型

の 板厚 が 厚 い た め，板 の 交線上 に お ける幾何学的近似の

妥当性に 欠け る 。 そ こ で ，
Fig．　9 （c ）に示す よ うな板 の

交線上 に 3 次元梁要素を配置 し た モ デ ル が 考案 され た o

シ ェ ル 要 素 の 節 点 と梁要素 の 節点 の位置の ずれ は ， 前者

を後 者 の 位 置 に オ フ セ
ッ トす る こ とで解決 し て お り，そ

の 結果，解析に 用 い られ る 節点 の 1固数 と 位 置 は Fig．9
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（b ） の もの と全 く同じ に な る 。
ACM 十 QM 　6 に 対 し て

は Fig．9 （b ） の モ デ ル を，　 MFS と BDS に 対 し て は

Fig．9 （c ） の モ デ ル を 用い て 計算を行な っ た 。

　 こ の よ うに し て 得られ た結果を Tab 正e　4 と Fig，10 に

示 す が，こ れ らか ら MFS に よ る 結果 は 固有振動数お よ

び モ ード形 の 両方が 十分な精度で 実験結果 と一
致 し て い

る こ と，ACM 十QM 　6 や BDS に よ る結果 は ほ とん ど使

い もの に な らな い こ とな どが わ か る 。

5　結 言

　第 1報 で 提案し た 混合法定式化 に 基 づ い て ， 簡単で 高

精度か つ 高信頼性の一般 的 な 4 節点 シ ェ ル 要素 MFS を

誘導 した 。 MFS の 有効性 を実証す る た め に ， 比 較的応用

性の 高い 構造模型 の 自由振動解析に 適用 し て ， 既存 の 要

素 で は 十分な結果の 得られ ない よ うな 問題 に 対 し て も，

非常 に 良好な結果を得た 。 こ の こ とが，用い た 混合法定

式化 の 妥当性を示す と と もに ，
MFS の 実機 へ の 応用 に

対す る実用性の 高 さ をも明らか に し て い る と思われ る 。

　終わ りに ，本研究 を進 め るに あた り，研究 の 実施に 多

大 の ご便宜 を い た だ い た上 に ，有益な ご助言 と ご鞭撻を

賜わ っ た 東京大学工 学部舶用機械工 学科 津 田 公
一

教 授

な ら びに 同 酒井宏助教授 に 心 か ら御礼申 し上 げ ます 。
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付録 平板 の 振動

第 1報 1）で 著 者 が 誘導 し た 平板曲げ 要素 BM 　6 を 自由

振 動 問 題 に 適 罵 し，得 ら れ た 結 果を 既 存の 要 素 で あ る

ACM お よ び HTK に よ る 結果 や 実 験 値 と比 較す る こ と

に よ っ て ，そ の 性 能 を 検証 す る 。

　 岡ii性 と質量 の 関係 を 見る た め ，
　 Reissrrer の 汎関数 を

平 板 の 場 台 に 限 ら ない 一般 的 な 表 示 で 考 え る o 慣 性 力 は

含 む が 体積力 ぱ 作 用 せ ず ， 幾 何 学 的 境 界 条件 が 予 め 満 足

さ れ て い る 場 合 の Reissner の 汎 関 数 ∬丑 は 次 の よ う

lc書F）る 。

　　fiR一五12苓［f，
，
n｛
−s・・」・… j・ ke

　　
・
　 ＋−1−a ・j（・・i，・｛−u ・，・）−s… t2｝dV

　　　　　一
丿〜伽

テ
・娩 4s］dt　　　　　　　（A −1）

　 こ こ に ， atj は 応力 テ ソ ソ ル 成 分 ，　 U ・1 は 変 位 成 分 ，

Ctjklは 弾 性 コ ソ プ ラ イ ア ソ ス 成分 ， ρ は 材料 の 密度 ，

’
は 時 間 teこ 関 す る 微 分，1偏 は 要 素 の 体積，丁

宅は 要素

境界で の 作 用力，San は 要 素 の 力 学 的 境 界 条 件 の 課 せ ら

れ る 部分，Σ］は すべ て の 要素 に わ た っ て の 総 和 を 意味 す

る o

　 こ の 灘関数に お い て T 運 動 ）L ネ ル ギ
ー一項 は 応 力 atj を

含 ま な い か ら 要 素 レ ペ ル で の 応力に 関 す る 停留化 の 操作

に 全 く無関係 で ある 。 従 っ て ， 剛 性 マ ト リ ッ
ク ス を第 1
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報 の 混 合 法定式化 か ら，質 量 マ ト リ
ッ

ク ス を 通 常 の 変位

法 と全 く同
一

の 定 式化 か ら誘 導 す る こ と に よ っ て 離散的

な 運 動 方程 式 が 得 られ る 。

　質 量 マ ト リ
ッ

ク ス と し て は 剛 性 マ ト リ ッ ク ス の 誘 導 に

用 い た 変 位関 数 Nt を 用い て 算出 さ れ る　consistent

mass （略 し て CM ）の 他 に ，経 済 上 の 利 点 か ら節点 に 要

素 内 の 質量 を 集 中 し て 振 り分 け る lumped 　 mass （略 し

て LM ） が 用 い られ る こ と も多 い
。

こ の LM は 要 素 内

で 区 分 的 に 定 数 で あ る よ うな 変位関数 AVtか ら算 出 され

た もの と解 釈 で き
16 ），具体的 な算定 方 法 の 一つ に ， 要素

の 全 質量 を CM の 対 角 項 の 比 に 分 配 す る 方 法 4），IT）が あ

る Q

　後述 の 数 値計 算 結 果 か らわ か る よ うに ， Mindlin板要

素 に お い て 要 素 分割 が 粗 い 場 合 に は CM と LM とで は

精度 の 上 か ら
一

長
一

短が あ っ て，曲 率 変 化 の 激 し い 振 動

モ ードで は CM が，曲率変 化 が ゆ る や か な振動モ ー
ド

で は LM が 精度 の 悪 い 結 果 を 与 え る 傾向 が み られ る o

そ こ で こ れ を改 善 す る た め の 方策 と し て ，CM と LM
の 中庸 的 な質量 マ ト リ ッ

ク ス を 用 い れ ば 効果 的 で あ ろ う

こ とが期待で ぎる o す なわ ち，質量 マ ト リ ッ ク ス の 算出

に 新 た な 変位 関 数 Nt と し て
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を 用 い た とみ な し て ，CM と LM に そ れ ぞ れ λ と （1− A）
を 掛 け て 両 者 を加 え合わ せ た 質量 マ ト リ ッ ク ス が 考 え ら

れ る o 　こ こ で は ，
λ＝＝O．5 を用 い る こ と と し ，　こ れ を

mean 　mass （略 し て MM ） と呼ぶ こ と に す る o

　な お ，BM 　6 の 変位 緲 に は 2 次 の バ ブ ル モ ードを 含 む

が ，一般 に よ く行 な わ れ て い る よ うに 質 量 マ ト リ ッ ク ス

の 算 出 に は こ の バ ブ ル モ ー
ド を 除外す る 。
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板 の 薄板 と 厚 板 お よ び 片 持 正 方 形 薄 板 の 低 い 方 か ら 4 個

E「「or5 　 w ユth 　respec 七 t 。 　ex 匪 ： 漁 en 亡邑l　 reSU エt

一一
弊
一一

　BM6 　 卯 ith 　CM
ig 　BN 雪　 wi ヒh　｝鼠

F4

　 　 　 　 　 　 〔Re 丘．6｝

一一一一碁 C：・！ w エヒh　C工｛…．…・一．P．cr・t りi　c
’
h　LM

一9
　 4　 　　 　 6　 　　 　 8
　 　 　 　 Nes

（b ｝　2nd 　frequency

consistent 　me35

皿een 　mB55

1umped 　mass

・一一一一一一
　exact 　thin 　pia 乞e 　301utiDn

一e
　 4　　　　 6　　　　 6

　 　 　 　 Nes

｛c ｝　3rd 　frequeney

＼

圏

＼、

「

ー
ト

ー
　一

　
「

．

＼

tt。
40

　 32Lo24

辷
01SEo

　8
ヒ

＆ o

一E

一16
　 4　　　　 6　　　　 8
　 　 　 　 Nes

〔d ｝　4th 　frequency

　 丶

　　＼
　　 ＼ ．
、．
　 “ ．“曽

「噛
一 ＿一．

FigL　12　Convergence 　 of　frequencies　for　simply

　　　 supported 　thick 　（tfL＝O．1）　rectangular

　　　 plate　（aspect
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FigL　15　Pe エ℃ entage 　error 　of 　the 　lower　three

　　　　frequencies　for　simp 王y　supported 　thin

　　　　（t！L 罕0．01）　square 　plate 　as 　a　functlon

　 　 　 　 of 　 DP

の 固有振動数の 収束 を それ ぞ れ Fig．　ll，　 Fig．12，　 Fig．　13
に 示 す 。 な お ，図中 の Nes ば

一
辺 当 り の 要 素 数 を意味

し て い る 。 次 に
， 要 素 の ゆ が み の 影響 を 調 ぺ た 例 と し

て，全 周単純支持正 方 形 板 を Fig．　14 に 示 す よ う な ゆ が

ん だ要素で 分割 し ， ゆ が み の 程度 を Hinton ら
1T〕の い う

distortion　parameter （略 し て DP ）で 表 わ し，　 DP を 変

え て 低 い 方 か ら 3 個 の 固 有振 動 数 の 誤 差 の 変 化 を 見 た 図

を薄板 と 厚板に 関 し て そ れ ぞ れ Fig．　15
，
　Fig．　161c 示 す o

　 こ れ らの 図か ら ，
BM 　6 と HTK で は 単純支 持板 に お
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Fig．　16　 Percentage 　 error 。f　 the 　 lower 　 three

　　　　frequencies　 for　 simply 　 supported 　thEck

　　　　（tfL　：＝O．　1）　square 　plate　as　a　function
　 　 　 　 of 　DP

い て CM が，片 持板 に お い て LM が 精度 の 悪 くな る 傾

向 に ある こ と，MM で は こ れ ら の 精度低 下 が か な り緩

和 さ れ る こ と，厚板に お い て は せ ん 断 た わ み の 影響 が 相

当 に あ っ て Mindlin 板 の 必 要 性 が 窺 え る こ と，　 MM を

用 い た BM 　6 は HTK に 比 べ て 要 素 の ゆ が み に 対す る

精度 の 低下 が 少 な い こ とな どが い え る 。 こ の よ う に，
MM を 用 い た BM 　6 は こ れ ら の 平 板 の 自由振 動 問 題 に

対 し て 実 用上 十 分 な 精 度 の 解 を与 え る こ とが 示 され た 。
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