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− Flat　 rigid 　 element 　model 　 for　 ana ！ysis　 of 　general　 sheH 　 structures 一
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Summary

　In　the 　previous　paperi） the　general　formuiation　 of 　curved 　rigid 　element 　mQdels 　 was 　described

for　the 　d董screte 訌mit 　 analysis 　 of 　 sevcral 　 standard 　 shells 　defined　by　 the 　orthogonal 　 curvilinear

coordirlates ．　These 　elemen セs　were 　der三ved 　without 　the　approxirnation 　of 　shapes 　ef 　curved

surfaces ．　 亙n 　this　p覗 er 　the 　triangular 　flat　rig 孟d　element 　 mode 蓋 is　introduced　for　the 　ana ［ysis
of　 shell 　structures 　 of 　 arbitrary 　 shape ．　 This　 type 　 Qf　 eLement ，　 be孟ng 　 also 　 used 　in　the 　 conven −

tio且 al　 finite　element 　analysis ，　 is　 of 　great　 use 　 in　the 　developmellt　 of 　the 　genera1−purpose 　com −

puter　program ，　 though 　it　includes　the 　shape 　approximation ．

　The 　phys 宝cal 　 concept 　 of 　the 　Hat　rigid 　element 　 modci 　can 　be　 obta 量ned 　 by　 the　 combined 　 use

of 　those 　 of 　the　plane　 strai 且 and 　plate　ber上d元ng 　 e 藍emerlts 　 proposed 　by　 Kawa 玉
2 ｝

，
　and 　 the　develop一

腿 ent 　 of　 the　 a 駈gorithm 　for　the　general　tllln　 shells　 was 　 carried 　out 　 recently 　by　Toi3）．

　In　th至s　rep   rt　the　formulation 　is　lirnited　tG　the　elasto −
p 董astic 　analys 圭s 　of 　static 　problems

under 　 the　 a ∬ ur 叩 tion　 of 　 smalE 　 deformation．　 The 　 outline 　 of　 the 　 method 　 of 　 discrete　 limit

analySis 　by　USing 　the 　f工at 　rigid 　eiement 　mOdel 　iS　deSCribed　 with 　 Some 　numerical 　examples 　 on

the 　sLandard 　problems ．　The 　application 　to　the　plastic　instability　 and 　dynamic 　collapse 　problems
is　 now 　 under 　 way 　 and 　 will 　be　 reported 　in　 the　 further　 reports ．

1　 序

　前報
1）で は，直交曲線座標系 に よ り定義 され る 工 学上

重要な数種の シ ＝ル 構造を解析対象 と して，形状近似を

含 まな い 曲 面 剛 体要素 モ デル の
一

般論 を 述べ た が，本報

では ， 任意形状を有す る 薄肉シ ェル 構造 の 離散化極限解

析に 用 い る三 角形平板剛体要素 モ デ ル を 誘導する 。 任意

の 曲面 板搆造を 三 角形平板要索 に よ り折 れ 板 近 似 して 解

析す る手法は 有限要素法 に お い て も用 い られ て お り，形

状近似を含む もの の 汎用的 な薄肉構造解析 プ ロ グ ラ ム の

開発に は 欠か せ な い 要素 モ デル で あ る 。

　 この 離散化 モ デル は 物理的に は ，すで に 川井に よ り提

案され て い る平面問題 お よ び 平板曲げ問題 に 対す る剛体

・ばね モ デ ル
2） の 概念を組 み 合わ せ た もの で あ り，任意
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の シ ェ
ル 構造解析に適用 す る た め の ア ル ゴ リズ ム は都井

に よ り構成 さ れ て い る
3）。

　本報告 で は 定式化 を 静的弾塑性微小変形問題 に 限 定

し，簡単な解析例 と と もに ，平板剛体要素 モ デル に よ る

離 散 化 極 限 解 析 法 の 概 要 を 紹 介 した い 。塑 性 安 定 問題，

動的崩壊問題 な ど へ の 応用 に つ い て は，次 報以下 で 述 べ

る こ と とす る 。

2　平板鬮体要紊 モ デ ル

　任意形状 の シ 。」ル 曲面を 嗣体平板三 角形要素 の 集合体
’

に 分割 し，隣接 す る 2 つ の 剛 体 三 角形要素 は そ の 要素覧

界に お い て，互 い の 飆対的運動に 抵 抗す る ぼね 系 に よ り

連結 され て い る もの と考え る 。

　通 常の 有限 要 素 法 に よ り離 散 化 され た 搆造物 り 全 体系

剛性方程式 は，要素座標系 に よ り記述 さ れ た 各要素 剛 IS

方程式の 座 漂変換 の 過程を 経 て，単
一

の 全 体座 漂系 に 対

して 構 成 され るが，剛 体 要 素 モ デル を 用 い た 場 合 は ，そ

N 工工
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Fig．1　Two 　 adjacent 　 fiat　 rlgid 　 elements

の 物理 モ デル と し て の 性格 よ り節点あ るい は 要素内部点

の 変位自由度の 設定が 若干変則的 で あ るた め ，同様 の 手

順を踏む こ とは
一

般に は 不 可 能 で ある 。 すな わ ち，剛体

要素モ デル に よ り離散化 され た 構造物の 全体系圃性方程

式 は ，適切 に 定義 され た要素座標系お よび 節点座標系を

用 い て 局所座標表 示 され なけ れ ば な らな い
。

こ の 場合，

要素座 標系を 参照す る の は要素の 内部点自由度 で あ り，

節点座標系を参照する の は節点 自由度で ある。 した が っ

て ，要素境界の 剛性 特性 も初 め か らこ れ らの 座標系を参

照 して 記述す る こ とに な り，通常 の 有限要素法 に お け る

座標変換 の 過程は 不要 とな る 。

　代表的な 隣接 2 剛体三 角形要素を F圭g1 に 示 す 。 以 下

で は Fi践 1 を 参照 し な が ら定式化を 行 う。

　 2．1　諸 座 標系の 定義

　定式化に 必要 な座標系を こ こ で 定義 して お く。 前述 し

た よ う｝こ ，
』
要素座標系お よ び節点座標系を変位自由度 の

参照座標系 と し て 用 い る 。 他 に ，節点座標値を 入 力 し，

各局所座標系を定義す る た め の 全体座標系 ， 要素間相対

変位成分を 定義す る た め の 要素境界座標系が 必 要 と な

る 。
こ れ らは い ずれ も直角座標系 で あ る 。

　 （i）　全体座標系

　全体座標系を （0 ；x，y，a）とす る （点 0 が 原点 。 皿躍 ，

a は 座標軸 。 以 下同様）。 点 i の 座標 饐は （： i，yt，　at ）と

記述す る 。

　 （量i）　要素座漂系

　要素A の 要素座標系を （5 ； XA ，　YA ，ZA ） とす る 。 各座

標軸方向の 単位 ベ ク トル （
→

に よ り表示す る 。 以下同様）

は，要素 A を 構成す る 節点番号 を 反時計 回 りに i
， i，

　k

とし て 次式 に よ り与え られ る 。

　
一一一コE

　　 1

　
詔 4 「 7 即」乞 ”艪 乞」

　
−S

　　 ユ

　
9 ・

；
2 塩

跏 褊
一ajtykt

　
XjtXkt

　　　　 （1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　
一Xjtgkt 　XjtYktrmYjiXkt 」

　 ぜ　　　　　　　　　　
　 YA ＝ ZA × XA

こ こ に ， 簿 L ＝ 勘
一

Xt （他 も同 様）。　 ltjは 辺 ijの 長 さ，

AA は 要素A の 面積で ある 。 要素 β の 要素座標系 （6 ；

XB ，　YB ，　ZB ） も同様 に 定義 され る 。 な お，点 5 お よ び 点 6

は原則的 に は 要 素 重 心 点 とす る 。

　（iii） 節点座標系

　節点座標系 と して は 面外座標軸 の み が 必 要 で あ る 。 節

点 1 の 節点座標軸 91 は ，節点 1 を 含 む 要素B の 要素座

標軸 ZE （こ れを （2E ）、 と記す） の ベ ク トル 的 平 均 を と

る こ とに よ り

　　　　　　 91 ＝一・（Σ（9E ）1）／IZ（aE ）11　　　 （2 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 E　　　　　　　　　E

，

と定 義 す る 。 節 点 2，3，4 の 節点 座標 z2 ，　 Zs
，

2t も同様

に 定義 され る 。 た だ し，実際の シ ヱル 曲面 の 単位法 線ベ

ク トル が 既知 の 場合 は，それを入力 して もよい
。

　（iv）　要素境界座標系

　要素境界座標系を （M ；ゴ，y
’

，2
’
） とす る 。 各座標軸

方 向 の 単 位 ベ ク トル は，次式 に よ り定義 され る。

　　　　　；i≡鋳 蕣 ｝（・）

なお ，点M は 要素壤界辺 13 の 中点 とす る Q

　平板剛体要素モ デル に よ る離散化 解析に お い て は ，要

素分割図に 従 い 全節点 の 全体座標値を入 力 した 後，各要

素境界の 濁性特性を算定す る前 に ，（1），（2），（3 ）式

に よ り全要素，全節点，全要素鏡界辺 にお け る局所座標

系を 定 め て お か な け れ ば な ら ない 。

　2．2　要 素 境 界 の 剛 性 特性

　（i）　要素 の 剛 体変泣関数

1
要素A の 要素座標表示 され た剛体変位関数は，次式に

よ り与え られ る。

ま た は

こ こ に

UA ・＝− asAyA 十 a4A

VA ＝asAXA 十 α 5
且

UJA ＝arAyA − a2AXA 十 aeA

｛UA ｝；［丑 （XA ，YA ）］｛aA ｝

｛UA ｝』 LUAVAt 〃且 」

｛aA ｝
t＝La1A 　azA …… a6A 」

）4（ー

）5（ー
こ こ に ， 未知係数 aiA ，　a2A

，
　a3A は 要素座標系 に お け る

XA ，　Ya，　 aA 軸 まわ りの 回転変位で あ り，　 a4A ，σ評，　 a6a

は XA ，　YA，　 ZA 軸方向の 並進変位 で あ る 。 要素 B に 対 し

て も同様で あ り，（4）， （5 ）式に お け る添字 A を B と し

て表 わ す 。

　 （ii）　　　才目　ヌ寸　変 　位

　要素境界辺 に お ける 2 要素 A
，
B 間の 相対変位は，最

も
一

般的 に は 次式 の 6 成分よ り成 る 。

φx
＝（lmBα 1B ＋・mxBa2B ）

一
（lmAa1A＋ 7nxAa2A ）

φy
＝（lvBale＋ myBa2E ÷ nvBa3B ）

　　　一（lyAa1A＋ mAAa2A ＋ nvAa3A ）

N 工工
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φe
＝（1：

BaiB
十nttBa2B十 ntBa3B ）

　　　　
一

（t．

Aa
、
A
＋ m 。

Aa
、

A
＋ n

，

Aa3n
）

　63・＝｛txB（UB ）M 十 m ．

e
（VB）．if｝

　　　
一

｛lmA（UA ）M 十 MmA （VA）M ｝

　あ ＝ 鞠
8
（Up ）M 十 MvB （VE ）M ＋ nyB （Ws ）滑

　　　
一

｛lvA（UA ）M 十 MvA （VA ）M ＋ nyA （WA ）M ｝

　δ、
＝ ｛」丿（UB ）nf十 fneB （VB ）M 十 nfB （ZOB ）“ ｝

　　　
一
｛lgA（UA ）M 十 MeA （VA ）M ＋ neA 　（WA ）M ｝

こ こ に
　 　 一　　‘　　　　　　　　　　　　　　　H“．　 ＿s

lxA＝xt・XA
　　 HーL　　A
lxB＝x

’・Ye
　　 A 　　4
1vA＝y

’・XA
　　 ハ　　A
lvB＝ yf・xB　　 i 　　A
i

．

A ＝z
’・XA

　　 ハ　　ーA
leB＝z

’・XB

mxA ＝：xt・YA

mxB ＝＝xt・YB　　　vーN 　　A
MvA ．．，y

广・YA

mer君
＝ 〃  8

　　　　　　4
嬲 ノ ＝ z

’・YA　　　A 　　A
” VgB 　 ・fl

厂・Ys

　　 ハ　　　
nyA 　・・y

厂・ZA
　　 　　　A
　 B ＿　　’
nv − y ’9B
　　 J 　　4
％

ど

A ＝zl・2A
　　 ＿LS　　　
恥

β ＝9
厂・9B

（6 ）

（7）

で あ る。（6 ）式 に お け る 噛，φy，φ、 は 要索境界座標

系に お け る X
「

， び，
2

’

軸まわ りの 回 転相対変位 で あ り，

δx，δv，δe は 点 M に お け る xt，　y
’

，　xt 軸方 向 の 並進相

対変位 で ある 。 （6 ）式に （4 ）式を代入 す る と，マ ト リ

ッ
ク ス 表示に よ る次式を得 る 。

∴簿辮 融 、｝（・）

［B コマ ト リ ッ ク ス の 具体形を Table　1 に 示す 。

　 G  　変位自由度

　各剛体要素に 独立 に 6 自由度を 設 定 す る場合 は ，（4 ）

式 に お け る 剛体変位関数の 来知係数 azA ，　atB σ冨1
，
2，

…
，
6）をその ま ま変位 自由度 とすれば よい

。 こ の 場 合

は，要素覧界の 剛性特性 の 定式化に 節 点座 標 系は 不 要で

あ り，全 体系鬮 性 方程 式 を全体座標表示す る こ と も可能

で ある e

　ま た，最終強度 に 及 ぼす影響が 2 次 的 と考え られ る ね

じ り変形お よ び 面外せ ん 断変形 を無視す る こ とを 前提 と

して ，節点 に 横 た わみ の 自由度 （Wi ），要素座標系原点

（通常は 要素重 心 点）に 面内変位の 自由度 （（UA ）5，（VA ）5，

（θA ）5 な ど）を 設 定す る場 合 は，こ れ らの 変位自由度 と

未知係数 atA ，　atB の 関係を定 め る必要 が あ る 。
　 Fig．　1

の 要 素 A に 対 して は 次 式が 成 り立 つ
。

　　　Wi ＝：／iA ｛uA ｝i ＝＝ λiA 〔H （（XA ）1，（YA）1）］｛aA ｝
　 　 　 　 　 ni 　　　　　　　　　　　　　　　
　　　w’

・
一λ

・
A
｛UA ｝，

＝＝ R
、

a
［H （（XA ），，（〃。），）］｛〆 ｝

　　　w3 ；λBA ｛uA ｝3
；λsA ［H （（xA ）3｝　（yA）s）］｛aA ｝

　　（τ｛A ）s
＝・− a3A （YA）5十 a4A ＝ a4A

　　（v．4 ）s ＝ ・a3A （XA ）5十 asA ・＝asA

　　（θA ）s
＝a3A

こ こ に

　 ｛UA ｝t ＝ ＝ L （zaA ）t （VA ）t （ZUA ）t」
　 　 　 J 　　　　　　　　　　A 　　　4 　　ヨ　　　　　　　
　　　／tA ＝＝ Llt

・xA 　Zt ・YA 　z ガ ZAI

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

同様 に 要素β に 対 して は 次式を得 る 。

　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　　
　　　

’
a ／　3　tu 　／3B ｛UB ｝戸 λ3B ［H （（Xe ）3， （  3）］｛aB ｝　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　−

　　　w4 ＝λ4s ｛UB ｝4 ＝ 1
，

B
［H （（： s）4，（YB）4）コ｛aB ｝　　　　　＿＿．k　　　　　　　　　　　　　の

　　　 Wl ＝AIB｛UB ｝エ
＝ λ

，
B［H （（XB ）1，（YB）1）コ｛aB ｝

　　（MB ）6 ＝ − a3B （YB ）6 ＋ a4B ＝a4B

　　（VB ）6 ； a3B （Xe ）6十 asB ＝asB

　　（θB ）E＝　asB

こ こ に

　　｛UD ｝t・・L（Z｛B ）t （VB ）t（We ）t」　　 　 　　　　　　　　　A 　　＿S　　　　　の　　　
　　　P．・iB ＝LZi・XB 　 Zt ・Ys　Zt ・9B 」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

（9）式 と （10）式を そ れぞれ atA ，　atB に つ い て 解 くこ

とに よ り，マ ト リ ッ ク ス 表 示 に よ る 次式 が 定 ま る 。

・

誌 ＿ ∴∵1
｝

＿ 職 副
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

（11）式 の 〔A コ マ ト リ ッ ク ス 内の （9 ），（10）式か ら定

ま る 各成分を Table　2 に 示 して お く。 なお ，変位自由度

を 以上 の よ うに 設定 した 揚 合 は，相対変位成分中 φz，

φs，驫，6v の み が 必要 とな る 。

　 （iv） 合　応　力

　剛体要素 A ，B は 要素境界辺 に お い て，（6）式の 相

対 変 位 成 分 （φx ，φP，φ9 ，δの，δy ， δe ）に 抵抗す る ば ね 系

（krx，　krcr，恥 8，　llpx，　kpy，　kPff） に よ り連結され て い る も

の とす る D 変形後 に ば ね 系に 生ず る内力は

Table　1　［B ］ matrix 　in　 eq ，（8）

σ昌 礎 　　　 σ詈　 1 σ ぐ　　 αξ　　 αぎ　　 α r　　　 σ 罫　　　 σ 皇　　 σ望
．

αξ1　 1　 陸 ぎ 1
φヱ 一

理 ． 一
耀 亅　 。　 　 o 0 o　 i　 1皇　 1　 ・還　 i　 o　

脚
。 1 。

　 　 　 　 　 　 　 　 ［

l　 　 l
0

φ9
一
拶

　 　 鴇　
η τ

ン

　 　 A一
胃

望
D o 。　 1　 ／夛　 1　 硝　　　 罅　　 G　　G1 0

φz

　 尸月一‘2
一
耀

一
畷 0 0 0　 ｛　 ／羣　 1　 耀 　　　　η 皇　 10 　　01　　 1 Ol

δ
τ 0 0 ．撫 lll一1滝　　弄 　 　 4一

剛 τ 0 o ・　 7灘癩レ至
1

雌 o

δ
∬

一
η拘 諏 π1（煽 。 嘱翻 一

σ
一
嬬

一
畷 ・譯ω ・

一
鶺 ）・に響1蟻

　　1

劇 ・・夛 ・夛
　 　 ヒ

δ，一
頑 ｝

・
、 ）掃 耀 （ヱ∂κ 一慈留丸

一1ゴ
1

一 ξ 一劇 繭 、 ）肘
一

π 詈（ヱ 。），，
一
∫羣（歹δ），、

＋ 耀 （エ 、 ）。

　 　 F

厚　　頑 　　濯　　　　　　　　　▼
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Table　2 　［A ］ matrix 童n 　eq 、（11）

（a ） 。・m ・  t・　 f・ 。 m 　・q・（9 ）
（． 1／d）

副 1 ψ 2 雄 3 （UA ）5 （VA 〉， （θ4 ）5

σ’ ‘ u ‘ 1z ‘ 13

一
λuCu

一λ
獣 戯 2

一え3LC13

一2【26u
一

λ22 ‘ i2
一え32613

　9［σ11

＋ 92σ 12

＋ 93‘ 1」

　 β

α zC21622 ‘23

一孟uc2 艮

一
λ巳且c32

一
λ3 覧‘23

一えLZ ‘91

一λ3z ‘ 22

一え32 σ23

　9【‘7L

＋ 92‘22

＋ 93助 3

　 濠

σ 30olo D o ゴ

α で　 oo 　 　 o 4 o o
o 爭　 o

　　Iooi

　 D ゴ　 　　 　 　 0

躍 ‘ 31032 ‘ 33

［
一

え・ …

　　
一

えac ユ 2

　　
一

え訓 ‘33

一え、、6 、、19 、ご、1一
ん 2 σ32

−23巳‘ 33

＋ 9Eσ32

＋
σ3633

whe ・e （ri　
＝（の ∫，写广 （Y。 ）∂

‘ H
＝Az3233（x3 一

ヱ 2 ）

‘ 毘
＝＝2331監3 （XL 一言 3 ）

‘ 、3
− A【3，矼23 （エ r エ 、）

c2 【 唄 z3 え33（Y3
−
Y2）

‘ ・2
一

λ・・A・3 （y、

−
9、 ）

6 ・s
＝Rn λ・ 、（Yz

一
夏E）

‘ 3匚

＝”2 ：3R コ i（XzY3
−
X3Y2 ）

‘ 32
一λ、，a、3 （x 、Y，

一
エ 、Y、）

Ce3
；R，3123 （x1Yz 一

範 y【）

［0コ

［d］

［0］

［Rs， ］

［e ］

［
− A，，］

［A33x3〕

［0〕

〔
− Rux1］

姪 ＝
L細 Ai1　 Ai・a 」 ，9，；Aily、− Ai2Xi

4F2 え鑒s2zz λ3ゴ dn 〔A，3A コ3 （x3　一＝ L）〕

（b＞ ・ 。 mp … nts 　f・。 m 　 ・q・（10） （Xl ／d）
” 1 ω 3 盟 4 （u8 ）6 ω 3 ）、 （βe ）G

　 β
α ［ σ 13 σ邑1 ‘ 【2

一λ3監‘ 匿互

一
λ《正σ 12

一
えu ‘ 【3

　1　x32c 反L
一
λ42 σ 翫2

一
λ匹z ご 奮3

　93σ 監1

＋ 94‘ 12

＋ 9L6B

　 8
σ 2o ε3 σ z匸 ‘ 22

一λ
ε【‘ 2莖

一λ蝦 ‘ 22

一λし1 」 23

一λ52 σ 2 【

一λ4言σ 22

一λ12 σ 2」

　93‘ ZL

＋ 9ミ σ 隠

十 qL‘23　”
　 8
σ 3000 0 0 4
　 8
σ 40o0 ゴ o o
　 θ

45000 0 4 o

認 o ； 3 ‘31 ‘ 32

一λ31 偽 L
一

λqC 」2
一

λu ‘ 331

一え32 ‘ 3 」

一
λミ2σ 32

一
え12 ‘ 33

　 93 σ31
÷ 94ご 」 2

＋ 9【ご 33

where

‘1【
＝1432，3 （x ド コr4）

‘
毫2
＝R、3為 3 （コt3

一
τ L ）

cI ユ　＝λ33R4 ユ（エ 4　
一

エ 3 ）

e ！L
一λ4 凶 3 （y 【

’
94）

‘2：
一
袖 λ33（Y3　

−
Y 匸）

c！3mA ！324 、（ジー ys ）

c31
冒A43A13（r4yi −

XIY4 ）

‘32
＝aLsA33（XIY3

−
x3YL ）

Ci3 　・　As3An （xヨY、− Y3 コ：4 ）

（Xi・
＝（τ e ）i，　 yi

＝（Ye ）、）

［0 ］

［d］

［D］

［2，，コ

［o］

［
−A コs ］

［A13＝ 、］

［Dユ

〔一一Assx3］
えρ冨LA 、臣 A，2 え、3」，9 ガ

；λ‘瓦y 厂 え1満

d 磊21 ” A崛s λ■3
・zf8 　　　　〔λSiA 匚3（エ 1

一
τ a ）］

　　　　　　　 ｛s ｝＝［D ］｛d｝

こ こ に

　　　　　｛∫｝
t
＝ ：LM ．MvMzA 「

mlvvAr β 」

　　　　　［ヱ）コ＝ 厂krxkrvfer＝
kpxllpyfepz）

と表わ され る 。 こ こ で ，

）21（ー
　　　　　　　　　　　 Mm

，　Mv ，　N3 は 曲げ モ ーメ ソ

ト，ね じ リモ
ー

メ ン ト，面外せ ん 断力で あ り，M
、 ，
N

，，

Nv は 面内モ ーメ ン ト，面内垂直力， 面内せ ん 断力 で あ

る 。 通常 の 単位長 さ 当た りの 合応力は 上 式の ｛s ｝を II3
’
で 除 し た もの で あ り，こ れを

　　　　　｛s ｝
t

＝ LMmMyM εIVxlVtr1＞g 」　　　　　　　　（13）

と記す 。 なお、要素 自由度を （11）式 の ｛U ｝の よ うに

設定 した場合は ，Mm
，　M2 ，　Nx ，　Ny の み が 必要 とな る 。

　 （v ） 剛 性 方程 式

　剛体要素間を結合す る ばね 系 に 貯え られ るひ ずみ エ ネ

ル ギー
に Castigliano の 定理 を 適用す る こ とに よ り， 次

の 測性方程式を 得 る 。 まず，各 剛体要素に 独立 に 6 自由

度 を仮定す る場合は

・

論 辮厩擁 ｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （14）

ま た，変位自由度を （11）式 ｛U ｝の よ うに 設定す る 場合

e｝i

　　　　　　　［周｛u ｝＝ ｛∫｝

こ こ に

　　［k］＝［A ］
t
〔B］

t
匚1）］［Bコ［A ］

　 ｛f｝』 Lfif2f3AfxAfyAtzAfxBfyBt ．

B
」

）51（
1
ー

で あ る 。 （14），（15）式の 剛性 マ ト リ
ッ

ク ス の 大 きさ は そ

れ ぞれ （12× 12） お よび （10× 10） で あ る。 ま た，全体

系の 総 自由 度 数 は，（14） 式 に よ れ ば （6X 総要素数），

（15）式に よ れ ば （総節点数 十 3× 総要素数） と なる D

　 2．3 境 界 要 素

　構造 の 境界線上，あ るい は シ ェ ル 曲面に お け る勾配 ，

断面常数，材料定数 な どの 不連続線上 に は 剛体線要素を

設ける と都合が よい
。 また，線要素を導入 す る こ とに よ

り，分岐線を含む任意の 薄肉，薄板構造解析が 可能とな

る 。 こ こ で は 境界条件の 導入 の み を想定 し て，こ の 線要

素 と三 角形要素間 の 剛性特1生の 算定法を述べ た い o

　変位 自由度 として at （i＝1
，
2

，
…

，
6） を 用 い る場合 は

Fig．　1 の 節点 2 ある い は 4 が 点M に
一

致す る もの と考え

れば，前節 の 定式化を何ら修正 す る こ と な く得られ る 。

　また ， 変位自由度を （11）式 ｛u ｝の よ うに設定す る場

合 は ，若干 の 変更が 必要と な る 。 すなわ ち，要素 A を線

要素 とす る場 合 は，変 位 自由 度 ZV2 の 代わ りに 線要素の

長 さ方向に 設定 した XA 軸 まわ りの 回 転変位 θ2 を 用 い ，

（9） の 第2 式 を

　　　　　　　　　　　02＝aiA 　　　　　　　 （16）

と し，要素 B を線要素 とす る場合 は ，
Wt の 代わ りに XB
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軸 まわ りの 回 転変位 04を 用 い，（10） の 第 2 式 を

　　　　　　　　　　 θ
，

＝ α 1B 　　　　　　　　　　　　　（17）
とすれば よい

。
これ らの 場合 の Table　2 の 変更に つ い て

は表中 の ［　］内に 示 さ れ て い る o な お，境界要素の 要

素座標系 に お け る 9 ．i 軸あ る い は 9B 軸は 不 定 と な る

（（1）式を参照） の で ， 実際 の シ ＝ル 曲面 の 法線 ベ ク ト

ル を用 い るか ，あ るい は 隣接三 角形要素の 要 素 座 標 軸 9

を 用 い る もの とす る。（2 ），（3）式 は その ま ま の 形 で 有

効 で あ るが
，

ベ ク トル 的平 均 を と る際，線要素 の 面積が

零 で あ る こ とを考慮す る 方 が 望 ま しい と考え られ る 。

　2．　4 ば ね 定 数

　弾性変形 時 の ば ね 定数 は，前報
1｝ と同様 に して 次 の よ

うに 決定 され る。

hrx＝ 2Dl
玉3／3（dl−…−d2）

kry＝ ＝21冫（1一ン）1エ3／3（ゴ1 十d2）
hrg＝kpyi

ユ32112

kpx＝　El
ユshf （1十y）（d，÷ d2）

kpy＝El
，ah 〆（1

− v2）（d，十d2）

娠 ；α 泓 迦 3（1＋の（d、＋  

（18）

こ こ に ，1）は 曲げ剛性，dl と d2 は それ ぞれ点 5 と点 6

か ら鬘界辺 13 に 降 ろ した 垂線 の 長 さ ， 飢 よ 肉厚，α は

有効せ ん 断係数 で あ る 。

　ま た，塑性 変形時の ［D コ マ ト リ ッ ク ス は ，適当に 仮

定 され た 降伏関数

　　f（Mx ！ltfXo，　Mu ！Myo ，
Mg1 ・ifio，

　　　　　　N
謬！N 置 o，

」＞
vfNUD ，　N ：！NZo）＝0　　　　（19）

を 塑性 ポ テ ン シ ャ ル と し て 塑性流れ則 に よ り定 め ら れ

る 。
こ こ に ，下添字0 は 各合応力成分 の 全断面塑 性値を

意味す る 。

3　数 値 解 析 例

　前章 の 定式化 に よる薄肉 シ ヱ ル の 弾性 お よび塑性解析

例 を示 す 。

　変位 自由 度は節点 に 横た わ み，要 素重心 点 に 面内変位

の 自由度 を設定 して い る 。 こ の 場 合 ， 生ず る 断面力成分

は 曲げモ
ー

メ ン ト ．Vx ， 面内 モ ーメ ン ト Me ，面 内せ ん

断力 焼 ， 面内垂直力 妬 の 4 成 分 で あ るが
， 面内 モ ー

メ ン トの 塑性変形に 対する 影響は 副 次的 な もの と見 な し

て 無視 し， 他の 3成分に よ る次式 の 降伏関数 を 使 用 す

る 。

瓜 顔 囲蠡ト（舞ア・（鵡一
ア
ー・一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （20）
こ こ に

　　蕗 ・
＝｝… ん・

・ ＆ 。一・ mh ．　igr
，。
＝・mh （21）

で あ り，a．ma お よび τ
”1．は 平面 応力問題に お け る降伏曲

面上 の 応力成分 ax，　Ov，　Txv に よ り構成 され る最大主応

力 と最大せ ん 断応 力 で ある 。 Mises の 降 伏条件

　　　　　　Ox2 − d
＝
σ y十 ay2 十 3τ ＝ y2

＝σ Q2　　　　　　（22＞

（こ こ に，ao は 単軸状 態 の 降伏応 力） に 対 して は

　　　 σ mi
＝2ao ！V5 ，　τ ＝　ao ！4百　　（Mises 一ユ）　（23）

とな る％ ま た，平板剛体要素 モ デル の 定式化 に お い て

無視され て い る要素境界線方向の 直応力成 分 ay を 零 と

仮定す れ ば

　　　　　am ＝：a
。・ τ m ＝ a

。犀 万 （Mises−2）　 （24）
で ある 。

Trcsca の 降 伏条件に 対 して は 両者の 区 別 は な

く，い ずれ の 場合 も

　　　　　　
am ＝ao ・　 τ m

＝Oe12　（Tresca）　　　（25）
で あ る

4）
。

　 （23）式を 用 い る と，ほ と ん どの 場 合 に 最高荷重の 上．
界値 が 得 ら れ，（24）式を 用 い た 場 合は 正解値 を 下 回 る

こ とが あ る 。 上 界定理 に 基 づ く仮想変形法 の 立 場 か ら

は，（23）式 を用 い るべ ぎで あ る が，要素 メ
ッ シ ュ

パ タ

ー
ン に よる塑性崩壇 モ

ー
ドの 拘束 を緩和す る 意味 で ，

（24） 式 を 用 い る こ と もで きる 。 以 下の 塑性解析例で は ，
同じ問題を （23），（24），（25）式の 3 種類 の 降伏閼 数 を 用；

い て 解析 して い る 。

　 3．1　円 筒 殻の 弾 牲 解析

　
Fig．2 （a ）に 示す，集中荷重 を 受 け る 自由円筒殻の 線

形解析 （1／8 解析）を行い ，結果 を SAP に よ る 有限要

素馳 1嫩 し た （Fig・・2 （b），（・ ）， （の ）。 変位 に は 若

干 の 相違 が見られ るが，塑 性 解析 に お い て 重要 とな る応

力の 精度 は 比 較的 良好 で あ る 。

　 3．2　円筒轂 の 塑性 解析

tSS液体 に よ る側壁 圧 を受ける 円筒 タ ソ ク （底部固定

頂部自由） の 塑性解析を 行 っ た 。 この 問題 に 対す る極限

解析鮃は Sawczuk に よ り与え られ て お り5），無 次 元 パ

ラ メ
冖

タ cz← 4L21Rh ） の 働 こ よ り 3 種類 の 崩壊 モ
＿

ド

が 現 わ れ る （Fig・・3 （d ）鯵 照）．・
・一・44 暢 合 の 解

析結果を Fig．　3 （a ），（b），（c ） に 示 す。 荷重 ・たわ み、
曲線 は M 孟ses の 降伏条件を仮定 した 軸対称有限要素解 ：

とも比較 して お り，良好な
一

致が 見 られ る 。 Fig．　3 （d＞
で は ，3 種類の 降伏関 数 に よ る 最高荷重値 を Sawczuk

に よ る理 論 解 と比較 し て お り，こ の 問題の 場合 は （23＞
式の 降伏条件が 麟 蠏 を毓 て い る こ とがわ か る 。

　 3．3　球轂 の塑性解析

　Fig．　4 は ，

一
様外圧を 受け る 周 辺 固定 部分球殻の 塑性

解析結果 で あ り， Onat と Prager に よ る 極限解析解

（上界 お よ び 下 界 ）
6） と比較 し て い る 。 Fig．　4 （a ），（b＞

は 1／2 開き角 OP
。
・・30°の 場 合 の 結果 で Sb ，降伏線の

進展過程は 既発表 の 軸 対称離散化解析解
7） とほ ぼ対応す

る こ と を 確認 し て い る 。
Fig．　4 （c ） に お け る崩壊荷重

値 の 極 限解析解 との 比較 よ 「
？，概 ね 良 好な解が 得 られ て

い る と判断 され る o
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4． 結 論

　本研究で は ， 任意の 薄肉構造物の 極限強度問題に対す

る効率的な 離散化解析手法 の 開発の
一

環 と して ，任意形

状シ ェル の 弾塑性微小 変 形 問 題 を 対 象 と した 平 板 剛 体 要

素モ デル の 定式化を行い ， 簡 単な解析例 に ょ リァル ゴ リ

ズ ム を確認 した 。 前報 の 曲面剛体要素 モ デ ル と比較す る

と，形状近似 を 含む 点が 特 に 粗 い 要素分割 で 解析を 行 う

場合に 精度低下をもた らす と予想され る が，汎用性 は大

きく増 して お り，本報 の 内容 に さらに 若干 の ア ル ゴ リ ズ

ム を 追加 す る こ とに よ り，あらゆる 形式 の 薄肉溝造物 に

対す る離散化極 限解析が 可能 となる 。

　本ア ル ゴ リ ズ ム は，従来の 仮想変形法 に よ る 塑性解析

法 と実質的に 同 等の 手順を コ ン ビ a
一

タ シ ミ ＝レ
ー

シ ョ

ン 用に 組織化 した ア ブ 卩
一

チ で あ り，対象 とな る構造体

の 幾何学的制約 は 取 り除か れ た が，広義 の 極限強度問題

に は 塑性 座 屈な どの 非弾｛生安 走問 題，衝撃強度 ・耐 震 強

度などの 動的崩壊問題，ク リ
ープ な どの 時間依存型構成

式 を 含む
一

般 材料非線形問題 な どが 含 ま れ，これ らの 問

題 を扱え る よ うに 本手法 を拡張 し解析例 を集積する こ と

が今後 の 課題 で あ り，そ の
一
部は すで に 成果 が 得られ て

い る
B｝・e）

o

　最後 に，本論文 で 提案した ア ル ゴ リズ ム に よる任意形

状 シ ェル の 塑性解析プ ロ グ ラ ム の 開発お よび 数値計算 に

御助力 を頂い て い る 安藤文雄 （千代 田化工 ），黒田道夫

（東洋 エ ン ジ ニ ア リ ン グ），丹羽
一

邦 （目本電子計算），

山本講治 （東急建設 ） の 諸 氏 に 謝意を 表 します。
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