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　前報
1）で は，任意形 状を有す る 薄肉 シ ェル 構造の 離散

化極限解析に 用 い る 三 角形平板剛体要素 モ デル を誘導
し，標準的な弾塑性微小変形間題に 対 す る解析例を 示 し

た が，本報 で は こ れ を 有限変形 解析に 拡張す る 。

一
般

に ，大変形，座屈 な どの 幾何学的非線形性 は 薄肉構造物

の 極限強度を決定す る 大きな 要因の
一

つ で あ る が，従来

の 塑性解析 za2）
−4＞に お い て は 必ず し もこ れ らの 統

一
的包

括的な扱い 方が 示 され て い る わ けで は な い
。 本研究で

は ，鬮体要素 t デル に よ る 荷重増分解析法 に さ らに 有限

変形の 影 響 を加 味 し，よ り現実的な離散化極限解析 ア ル

　
＊

東京 大 学コ：学 部
＊＊

東京大学 生 産 技 術 研
．
究所

ゴ リ ズ ム を 構 成 す る こ とを 試み た もの で あ る 。

　2章で は ， 平板剛体要素モ デ ル 1・t よ る 幾何学 的非線形

解析ア ル ゴ リズ ム を構成す る た め の 準備 と し て ．薄肉構

造 の 有限変形 問題 に お け る近似剛体変位関数を 誘導 して

お 1
），続 く 3章で は ，こ れを 用 い て Lagrange 流 の 増分

理 論
5）に 基 づ く定式化を 行 っ て い る。前報の 弾塑性微小

変形解柝で は 通 常 の 塑 性解析法 に 従い ，断面力表 示 に よ

る 構成式を用 い た が ， 本定式化 に お い て は 塑性安定問題

ある い は 弾塑性以外 の
一

般材料非線形 問 題 へ の 適用性を

考慮し，応力Jひ ず み 裘 示 の 構成方程式を 導 入す る 形式

を採用 し て い る 。 4章は 数値解析例で あり，3章の 解析
ア ル ゴ リズ ム に 従 い ，柱 平 板，円 筒 殻 の 座屈崩壊 問題
を対象 と し た 低 自 由度 シ ミ a レ ーシ

ョ ン モ デ ル を 構成

し，得 られ た 数値解と理 論解の 比 較 に よ り，本解析法の

N 工工
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椿

Fig．　1　Definltlon　 of 　Eulerian
　 　 　 angles

妥当牲を確認する と ともIC，
・
本 ア ル ゴ リ ズ ム が 種 々 の 薄

肉構造に 対 し，そ の 定性的現象把握を 中心 とす る 基礎的

研究の 有効な解析モ デル を 提供す る もの で あ る こ とを明

らか に し て い る o

2　有限変形問題 に お け る 鬪体変位関数

　Fig，1 の よ うに 定義 され る Eulcr の 角 θ，φ，ψ を 用

い る と， 厳密な 3 次元剛体変位関数は 次式に よ り表わ さ

れ る 。

　　tt（a：i
　Y，　z）＝Ua ÷ teX÷ 」卿 十 」ζ9

− x

　　v （x，Y，1）・．Vo 十 meX 十 溺 拶 十 mcz − y

　　w （x ，y，9）＝四
〇十 n ξ露 十 n

ワy十 n ζ9
一

之

こ こ に

　　　te＝ C・S θC・S φC・S ψ
一sin φsin ψ

　　　lV＝− C・SθC・S φsin ．ip＋ ．gin φc・Sψ

　　　tc＝sin θCQS φ

　　 切
ξ
＝COS θsin φC。S ψ＋ COS φ sin ψ

　　 m 尸
一CQS θsin φsin ψ＋ COS φCOS ψ

　　 物
コ s三n θs正n φ

　　 ne ：：： − S 三n θCOS ψ

　　 no ＝：tsin θsinip

　　 n ζ
＝ COSθ

（1 ）

（1 ）式 に お ける 1ξ，tr，，…，　 n ζ は ，運動前の 物体固定座

標 軸 ．X，　y，9 と運動後の 物体固定座標軸 ξ，η，ζ の な す

方向余弦で あ り
6），Uo

，
　V

。，
　Wo は原点 の 並進変位成分で あ

る o

　（1）式の 各方向余弦 を 非回 転の 条 件 を 表 わ す

　　　　　　　　 θ＝＝o，φ十 ψ＝o

を 中 心 に Taylor展開 し て，

2 次項 まで を考慮す る 。 さらに

　　　　　　　a 、
二
一θsin ｛（φ

一
ψ）12｝

　　　　　　　a2 ＝ θcos ｛（φ一ψ）f2｝
　　　　　　　a3 ＝ φ＋ψ

　 　 　 　 　 　 　a4 ＝Uo

　 　 　 　 　 　 　a5 ＝＝VO

　 　 　 　 　 　 　a6t ＝Wo

な る変数変換を施す と，

（2 ）

e お よ び φ十 ψ に 関す る

−
f

（3 ）

ai に 関す る 2 次項ま で を考慮

した 次の 3 次元近似剛体変位関数を 得 る o

ll：÷藤羅 一 囲
磁鬻蹴1∴：［lll：1

（4 ）

（4 ）式 に お け る al ，　 a2 ，　 a
： は 運動前の 物体固定 座標軸，

a
’
，y，2 まわ りの 回転変位で あ り，α 4 ，

　a5
，

α 5 は 各軸方向

の 並進変位を意味 し て い る 。 （4 ）式 の 剛体変位関数を，

変位に 関す る 2 次項 ま そを 考慮した 3 次元 の ひ ず み
一
変

位関係式に 代入 し，ai に 関す る 3 次以上 の 高次項 を無

視す る とすべ て の 有限 ひ ず み 成分が零とな る こ とは 容易．

に 確認で ぎ る 。 な お ，（1 ）式か ら （4 ）式を誘導す る 過

程 の 詳細 は 文献 7）を 参照 され た い 。

　 こ こ で ，9 ；O に よ り中央面が 定義 され る 十分に 薄い

平板を 考 え る と，次 の 不 等関係 式を仮定す る こ とが で ぎ

る 。

　　　　　　　　膿〒瓢 1｝　 …

第 1 式は 寸 法 に 関す る 幾 何学 的 条件で あ り，第 2 式 は 面

内回転変位が 面外回転変位 に 比 べ 十 分に 小 さ い とい う物

理的条件で あ る 。 （5 ）式 の 仮定 よ り，（4 ）式 か ら還 お

よ び a3 を 含む非線形項 を無視す る と，薄肉平板 に 対す
．

る 近似 剛 体変位関数 と して 次式を 得 る D

欝籌飜靄ll雛激 ll；｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6）

　以上 で は，Euler の 角を 用 い て 定 義 され た 厳密な 3 次：

元剛体変位関数か ら出発 して 数学的な オ
ーダ評価 に よ り

薄肉平板に 対す る 近似岡唾体変位関数 （6 ）式を 導 い た カ 

（6）式は 次の ひ ずみ 一変位関係式を直接積分する こ とに

よ り得 る こ と もで きる 。

i難 緯織 　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7 ＞

li≡谿欝
爾 幽 1

（7 ）式中 の 2 次元 ひ ず み 成分 Sx ，　ey ，物 評 こ お い て は，

勾配 ∂W ／ax，∂副 ∂y に 依存す る 非線形項 の み が 考慮 ざ

れ て お り，こ れ は von 　KArmEn に よ る 平板の 有限変形

理論
8）に お い て 用 い られ て い る 仮定の

一
つ で あ る こ とに

注意 された い Q （6 ）式は （7 ）式 の 有限ひ ずみ 成分 を零

とす る 近似的 な剛体変位場 に 過 ぎない が，通常 の 薄肉 溝

造 の 最終強度解析に は こ れで 十分 と予想され る 。 ま た，

簡略化 された 変位場で あ るた め，次章に 示す増分定式化．

N 工工
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Fig．　2　Flat　 rigid 　plate 　 elements

も容易となる 。

3　平板剛体要素モ デル に よる 有限変形解析

　本章 で は，有 限 要 素法 に よ る構造 解 析の 分 野 です で に

1
十分 に 確立 され て い る Lagrange 流 の 増分理論

5）に 従

い ，平板剛体要素モ デ ル に よ る 有限変形解析法 の 定式化

を 行 う
9）

。 代表的 な隣接 三 角形 平板國体要素 を Fig．　2 に

示す。
こ れ らは要素境界断面上 の 各点 P に お い て相対運

動 に 抵 抗す る ばね 系に よ り結合 され て い る 。 以 下 で IX，r

Fig．2 を 参照 しな が ら定式化を 進 め る 。

　 3．1 諸 座 慄系 の定義

　 定 式化に 必要な座標系は Fi喜 2 に 示 さ れ て い る 4 座標

系，す な わ ち，各節点の 空 間的 な位置を 入 力す る た め の

全体座標系 （0 ； x
， y ，

2 ）， 各平板闕体要素の 面内変位成

分 を 定義す る た め の 要素座標系 （5 ； XA ，　tJ・．t，9A ），（6 ；

XB
， YB，2B ），各節点に お ける 面外変位を 定 義す る た め の

節点座標系 （鵜 Zt ）（i＝1
，
2

，
3

，
4）お よび 剛体要素間の

相対 変 位 成 分 を定義す る た め の 要素境界座標系（M ；xt，

y
’

，の で あ る 。 各局所座標系 の 原点は 肉厚中央面に 設

け られ ，X 軸は 法線方向，　 X ，y 軸は 接線方向を 定義し て

い る が，そ の 定め 方 の 詳細は 前報
1）を参照 さ れた い 。

　 3．2　要 素 境 界 の岡il性 特性

　 （i）　要素 の 剛体変位関数

　各要素の 剛体変位関数を要素座標表示すれば，お の お

の （6）式 に よ り表わ さ れ る 。 要素A の 剛体変位関数 を

∴欝 繊欝 1
、， ，

礁 伽 轟 蠶 駕副
ま た は

。 。∴聯 濕 臨 囲
、、 ）

　　　綴：報 娠 褫 　1
と記す。 要素 B の 剛体変位関数 は，（8 ），（9 ）式に お

ける 添字 A を B とし て 表わ す。こ れ らの 剛体変 位 関数に

お け る 非線形項 は，要素間相対変位の 非線形成分を 評価

す る た め に 必要 とな るもの で あり，節点変位自由度 の 設

憲 分布荷重に 対す る 等価節点外力の 評揖 質量 マ liリ
ヅ ク ス の 算 定 な どの た め の 変位場 と し て は 線形項 の み を

用 い る もの とす る 。 な お，C3）式 の 3 次光剛体変位関

数 に 基 づ く厚肉 シ ェ ル を 対象 と した 定式化 は，文献 7）
で 紹介 さ れ て い る 。

　（ii）　変位 自由度

　面 外ぜ ん断変形 とね じ り変形 を 無視す る こ とを 前 挺 と

し て，変位 自由度 と して は ， 各節点 （図中○印で 示 す）

に 節点座標軸方向の 横た わ み の 自由度 ZOI，　w2 ，　zv3，　w4 ，要

素座標 系原 点 （図 中  印で 示 す） に 要 素座 標．kl・C よ る 面

内変位の 自由度 （UA ）5， （VA ）5 ， （θ且）5， （UB ）6，　CVB）6，（OB）6

を 設定する 。
こ れ ら の 変位自由度と atA ，　atB （i＝ユ．2，

…，6） の 関係 は 次 式 の よ うに 表 わ され る。

・ ・

泌 慧∴ t
 

・陛

騾 翻野
蹶 ・e… （UB ・・ 1

各変位 自由度をい ずれも平板要素中央面上 に 設げれば，

（10）式 に お け る ［A コ マ ト llッ
ク ス と して 前報

1） の

Table　2 を そ の ま ま 用い る こ とが で ぎる 。

　（iii）　相対変位二

　前 報 の 微 小 変形 問 題 の 定 式 化 に お い て は ，平板要素中

央面 の 並 進 お よび 回転相対変位 の 両者を用い て 隣接要索

間 の 相対変位を定義 した が，有限変形解析に お い て は，

塑性安定問題 な どで 肉厚方向の 塑 性 域 の 進 展 過 程 を 考慮

す る必 要性か ら，要素境界断面上 の 各点 P に お け る並 進

変位成分を用 い 要素間相対変位を 定義する 。 す なわ ち

　　δx
＝ ｛lmB（UB ）P

−1−MxB （VB ）P ｝

　　　　
一

｛lxA（UA ）P ＋窺 語 （VA ）P｝

　　δy
・・＝｛」詔（UB ）P ＋mvB （VD ）P＋ nyB （tVE ）P｝

　　　
一

｛lyA〔UA ）P ＋ mvA （VA ）P＋ nvA （WA ）P｝

こ こ に

　 　 　 　 り　　　　　 　　　　 　　　　 　　づ　 　サ

　　ら
A ＝ゴ ・XA 　 mxA ＝ x

’・yA
　 　 　 　 り 　　り 　　　 　　　　 　　　　　　 　　づ

　　lxB＝・x ’ ・XB 　 MxB ＝ xl ・YB
　 　 　 　 　 　　り 　　　　　　　　　　　　づ 　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ 　　り

　　lyA＝ y
’・x．9　 envA ＝y

’・YA 　 nyA ＝y
’・ZA

　 　 　 　 　　　り　　　 　　　　 　　　　　ゆ　　ゆ　　　　 　　　　 　　　　　−＋　　−ー〉
　　lyB＝y

’ ・XB 　 myB ・・yt・Ys 　 ncrB ・＝ y
’・ZB

（→は 各座標軸方向の 単位 ベ ク トル
，

（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　 e は内積 を 意味す

る ）。 （11）式 の δx ，あ は そ れ ぞ れ 要素 境界断 面上 の 任

意点 P に お ける x
’
軸，y

’
軸方向 の 並進相対変位で あ

る 。 前項で 述べ た よ うに 節点に 横 た わ み の 自由度を 設定

して い る た め，Z
厂
軸方向の 並 進相対変位 δ。 は 無視さ

れ る 。

　（iv）　相対変位の 増分
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Table　l　Matrix　［Bコ　in　eq 、（14）

（where 　XA ＝（XA ）F，　etc ．）

δ

歹
δ

　　　　　　 ar

御 窒鞠 十 贋 雲o 侮 』

一
÷ず勘 べ ÷癒 氤

層 9 沌 ＋ m ．：aey ”

Ln
：yff

一
青ゆ 伽

一
÷ゆ 鵡

　　　　　　岬

　 s　　 　　 　 　　 s 　 　fi−
M τ9 θ

｝
miOI 　YE

＋ ÷〜黝 ・
・ ÷嘱 鞠

　 　 　 　 　 　 　 　 躍

　　
一ICz 〃 →．1歪σ歪τ 刈

　　
一
青’碁幽 ・

一
÷砌 s・師 ・

　　
− 1：gA ＋ ぢo 致 4 十nCrA

⊥ ÷晒 ・一吉幽 ・ ・

　 　 　 　 　 　 σ 歹

〜呈9s
−

’羣α多趣

＋去’望幽 ・ ＋ ÷癖 侮

σ夛

i：YA
−

m 窒Xs

tey，

−
MtXA

σぐ ，
σ 、 1 σ

，　　　　　　　　　．
、　 ［

一
驚

∬ ぱ

　　　　　1
− ’眉

一一
畷 ， G

　　　　　I　　　　　 ト

　　　　亅

　　　　　　亅
　　　　　　 ｝

　　　　　　き
1　　 1
．
　 「
　　　　　　亅

一一一
「

引
　　　　　　1一

一
り

1−一　−
T
『．

一
畷

一
畷

δ

585

『
コ

53

一
／9ye十 η淫工 8　　 〜羣 m 至 o

　 E　　 　 　　 　　 B　 　 　 　 　 　 B　 　　 　　 　 　e−
Myg 厂 mia

・ JtE＋ nyyE

＋ −1−　i9・9y・
＋ ÷ゆ 鶲

1；ie −・t：a2 　rfi
−

ngx ，

＋ 去le・fy・ ＋ ÷ゆ 編 ．
一〜鞄 9 十 ，n 夛

　（11）式 よ り，非線形項 ま で 含め た 相 対変位増分 」δ♂
：
，

li6v＊ は 次式 の よ うに 表わ され る Q

l：：難靉撫ゴ副
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （12）

こ こ に・右辺 の 変位増分 dUA ，　AVA ，　AWA は，（8 ）式

よ り次 の よ うに 計算 され る o

4UA＝＝UA （atA 十 AaiA）
− UA （at4 ）

　　＝ XAAa2A − yAAa 、

A
＋ na

、
A− XAa2A ∠a2A

　　　
一
ト1／AalA ∠ta2”f2十 ！ノAa2A ∠laiA12

　　　
− XA （Aa2A）2

！2一トYA ∠faiA∠tα 2A12

・4砺 7 ひ A （atA 十 AaiA ）− VA （atA ）

　　＝＝XAMa3A − iAriaiA 十lfasA − yA α
ユ
馬zlaiA

　　　十 XAa1AAa2A12 ÷ XAa2A ∠SaiA！2

　　　
−

！ノA （∠lalA）
212

十 XA ∠taiA∠「a2A ／2

zftVA ＝ ZVA （aiA 十 Aa ．
eA ）

− WA （atA ）

　　＝・yAAa エ

A − XAda2A 十 diafiA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （13）

また，変位 増分 」吻 ，加 B，dWB は ，（13）式 の 添字 A を

B に 置き換え た もの で ある 。 こ れ らを （12）式に 代入 し

て 整理する と次式を 得 る 。

こ こ『
｝
二繍 讎

岫

  ，

　　　綴  欝 擁、犠 動 1
（14）式中の ［B コ マ ト リッ

ク ス の 具体形を Table　1 に

示 す。 また，非線形 成分 4δτ ，
ゴ飭 は そ れ ぞれ 次式 の よ

うに 計算され るo

砺 ＝ （112）｛」ノ（XA ）P （Aa 、

A
）
2 − 1

．

A
（y 。）。d α 、

Ada
、

A

　　　十 MxA （YA）P （tiaiA）2− mxA （XA ）pAa 、

A4a2A
｝

　　　
一

（1！2）｛lxB（XB ）P （lfa2B ）
2− 」ノ（YB）p ！taiBida2B

　　　 ＋ バ 〔YB ）P（∠a
・

B
）

2一
鞠

B
（XB ）pAa 、

BAa
、
β
｝

liδv・＝（1／2）｛lg” （XA ）P（Aa2A）2− lyA（YA ）ptiaiAzla2A

　　　＋ 物
且

（YA ）P （tiα 、

A
）
2 − M

，

A
（XA ）P ・fa

、

AAa
、

A
｝

　　　
一

（112）｛lyB（XB ）P （Aa2B）2− lyB（Y8）pAaiBria28 …

　　　十 MyB （YB）P （diaiB）Z − mvB （： B ）pAaiBzla2B ｝　 ノ
1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

　 （v ） 応　力

　隣接剛体要素 A とB は，要素境界断面上 の 各 点 に お い

て 相対変位成 分 妬 ，嵶 に 抵 抗 す る ば ね系 に よ り連結さ

れて い る 。 （9 ）式に 与え られ て い る 相対変位増分の 線

形成分 ｛Ad｝に こ れ らの ばね 定数を乗ずる こ とに ょ り，

次 の よ うに 点 P に お け る 応力増 分が 計算 され る 。

・

∵∴ 膿 ：］｝（・6）

（16）式 の τ は 面内せ ん 断応力， σ は 境界断面法 線方晦

の 直応力を 意味す る。

　（vi ） 増分形剛性方程式

　点 P の ば ね系 に 対す る増分形 の 仮想仕事式は，次式の

よ う｝こ 表わ され るロ

　∠iτδ（∠ゴδx）
一ト∠faδ（A δv）十 τδ（∠tδx ）十σδ（冴 鋭）

　　
＝＝Lδ∠fu」 ｛4f ｝十 （LδAu」｛〆｝

一
τδ（∠fδx ）一σδ（∠fδV））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （17）

こ こ に ， 左辺第 1， 2 項は 応力増分，第 3，4 項 は 初期

応力，右辺 第 ユ項 は 外力増分，第 2 項 は 前 段階 に お け る

不 平衡 力 の なす仮想仕事を意味 す る 。 す で に 導 い た

（10）、（14），（15）， （16）の 諸関係式を （17）式に 代入 し
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Table 　2　 Matrix ［kG］in　 eq ．（18）

（where 　X 。　
・’（XA ）。1　 etc ．）

（a ）　〔kG（τ）ユ　matrix （x τ ）

　 4
σ 監 o 歪 σf 、g　　　　 l

〆 参晦
一
÷晦 ＋ 蜘 〉 o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　 ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　 2
0

　 4
α2

1 寺・蹇・ ・ o 。　　
一

「
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　 」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　卩

oF
　　1　 8冖
7 晦 38 ÷晩 ・ ＋ 晦 ）

　 　 　 θ

　　σ2L

39 窩 ・
…
÷塩 　　 1

（b）匸島 （σ）］ matr 至x （× σ ）

αρ σ詈 岬 α穿

〆 ÷晦
一
÷晦 ＋ ・ 知 o o　　　　　　 ！

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 「

σタ ÷伽 0
　　　　　　　　　　　　　　　　　

齟
l

o　　　　　　　　　 i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝

α ρ

一

　　1　 旦一
7 丐 ヨε

　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　一

÷（1；ye ＋ 窺 錘 〉　　　　［　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」

o 穿

ε翻肱

一
÷晦 　　　 ｝

て 整理す る と，次の 増分形剛性方程式を 得る 。

・濫騾蕩路
｛fTl

　 1　，，，）

　　　留：謙 麟 野
）〕）呵

［k］は 初期変形 の 影響 を 含 む 増分剛性 マ ト リ ッ ク ス t

［転］は 初期応力 マ ト リ ヅ
ク ス で あ り，［kG（τ）］ お よび

［kG（σ）コの 具体形 は Table 　2 に 示 され て い る 。 ｛f｝ お

よび ｛fr｝は それぞれ外力お よび不平衡力 ベ ク トル で あ

る Q

　（vii ）　断面剛性マ ト リ
ッ

ク ス

　（18）式の 剛性 マ ト リ ッ ク ス ［h］お よび ［碗］は点P

に お け る 単位面積当た りの 嚠 性 マ ト リ ッ ク k で あ り，こ

れ を要素境界断面上 で 積分する こ とに よ り，断面剛性 マ

ト リ ッ
ク ス が得 られ る 。 （18）式 の 匚k］ お よ び ［kG］は

点 Pの 要素座標 （（XA ）p，（YA）p，（2A ）p）， （（XB ）p ， （ys ）p ，

（ZB ）p ）の 関数 とし て 表 わ さ れ て い る が，積分 の 便 宜 上

こ れらを 次の よ うに パ ラ メ ータ表示 す る 。

（XA ）尸
＝hl（s）（XA ）1 十 h，（5）（XA ）3

（YA ）P ＝hl（∫）（YA）1 十 編（5）（YA）3

（XB ）P
＝h

ユ（s ）（XB ）1十 h2（s ）（Xe ）3

（YB）P ＝ h
，（s ）（YB）1十 編（∫）（YB ）3

（鞠 ）P ＝ （9B ）P ＝（H12）t

ー
ー

（19）

こ こ

  幽 い ）！l，，，
．
・、

、（s，．副
式中，1、 s は境界 辺 13 の 長 さ，　 H は 肉厚 で ある 。 こ の

よ うに 表示する と，［列 お よび 〔kG〕は 無次元 パ ラ メ ー

タ S，t の 関数とな り， 積分領域 は

　　　　　　　
一1≦ s ≦ 1，− 1≦ t≦ 1　　　　 （20）

で あ る 。
こ の と き，境界線方向，肉厚方向の 積分点の 数

を それ ぞれ M
，
N とすれ ば，境界断面 の 接線剛性 マ ト

リ ッ
ク ス ［hT］ は 次 の よ うに 計算 され る 。

　 　 　 　 　 　 　 、if　 N

　　［bT］＝1
，，ff　．z ．Σ 鞠 （［le（St，　tj）］＋ ［妬（Si，　tj）］）

　 　 　 　 　 　 　 t＝1j＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

こ こ に、Wtj は適当な 重み 係数で あ る 。

　な お ・（18）式に お け る 不平衡力ベ ク ト ル ｛fr｝ に 対

し て も以下に 示す同様の 数値積分が必要に なる 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 M 　　N

　 ｛fR｝＝ ｛f｝
− 113正∫Σ　Σ Wtj 匚A ］

t
匚B （Si，　tj）］　　（22）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝lj＝1

　本離散化手法 の 主 目的は 短い 計算時間で 極限強度 を よ

り的確に 評価す る こ とで あり，数値積分点の 数は 最少限

に 押える 必要が あ る 。 従来の 塑姓 解析 に お け る 断面力表

示に よ る 降伏曲面 も近似的な もの に 過ぎな い こ とを 考慮

すれ ば， 境界線方向に つ い て は M ＝1〜3 程度，肉厚方

向に つ い て は N 濫 3〜5 程度で 十分で あろ う。

　 3．3　　1まね 定 数

　（14）式で 与えた 相対変位増分を用 い て，点 P に お げ
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る せ ん 断 ひず み 増分 n γ と直 ひ ずみ 増分 A ε を 次 の よ
’

うに 近似す る。

　　　　　　皇：二謙罵
）

｝　 ・23・

こ こ に ，ds と d6 は そ れ ぞ れ 要 素座 標系原 点 5 お よ び

6 か ら境界辺 13 に 降ろ した垂線 の 長さで あ る。 （23）式

を 平面応力 問題 の ：溝成 式に 代入 し， （16） 式の 関係を 用

い る と，弾性状態 に お け る ば ね 定数が 次式 の よ うに 決 定

さ れる 。

　　　　　　i繍i穿職 ｝（24）

　塑性変形時 の ば ね 定数 は，仮定 された 降伏条件式

　　　　　　　　　δ＝∫（τ，σ）　＝ag 　　　　　　　　　　　（25）

〈こ こ に ，δ は 相当応力，ay は 単軸降伏応力） に お ける

f（τ，σ） を 塑性 ポ テ ソ シ ャ ル と し て 塑性流れ 理 論 に 従い

識鑼｝；1鞭 ・働 ・ 』，

嵩 ＿ ，＿ 働 ＿ 孵
1

と 定め る こ とが で きる
10 ｝

。 （26）式に お ける H ’

は ひ ず

み 硬化係数で あ り，接線係数 Et と次の 関係が あ る 。

　　　　　　　　Hf＝E ，E1（E − Et）　　　　　　　　　　（27）

な お，除荷の 判定条件 は 次式 ｝こ よ り表わ され る b
．

　　　 kile（∂プ
r

／∂τ）∠1δx 十ゑ22
θ

（∂ノァ∂a）Aδg≦ 0　　　（28）

　　　　 4　安定 問題 の シ ミ ュ レー
シ ョ ン

　前章まで の 定式化に 従い ， 代表的な薄肉構造要素の 安

定 問題 に 対す る 低自由 度 シ ミ ュ レ ーシ ョ ン を 試 み る 。 ま

ず，本 ア ル ゴ リ ズ ム の 構成 手順 を 1次元 部材に 適用す る

と，よ く知 られた 柱 の 塑性 座屈問題 に 対 す る Shanley

モ デ ル
ll）abS得 られ る こ とを説明 し，続い て ， 3章 の 三 角

形 平板醐 体要素 モ デル に 対す る 定式化を平板 の 塑性座屈

問題お よ び 円筒殻の 非軸対称弾性座屈問題 に 応用 し ，

「
一

般化 Shanley モ デ ル 」 と も称すべ き一連 の 低 自由度

解析 モ デル が 構成 され る こ とを 明 らか に する 。

　 4謡　柱 の塑性座届

　Fig．3 （a ）に 示す よ うな 2 剛体棒要素に モ デル 化され

た 両 端支持H 型断面柱 の 強軸方向の 曲げ変形を 伴 う軸圧

縮塑性座屈問題を考え る 。

　Figレ3 （a ）の よ うに 各剛体要素 の 変位 自由度を設定す

る と，境界条件 お よび 問題の 対称性 よ り

　　　　　　　　　訟潔 ｝　 、
（29・

が成立 す る の で ，Wa お よ び u2 を 独立 自由度 と す る 2

自由度系 とし て 扱え る こ とに な り，以下 で は こ れ らを 単

に zθ お よび u と記述す る 。

直

L2
−
ー

L2iW

3

婚十

　　（a ）　 Rigid　 bar　 element

　 　 　 　 representation

Fig．3　Plastic　 bLtckling　 Qf 　 axially
−

　　　 compressed 　 columns

　3．2 節 （i）項の （8 ）式に 棺当す る各要素の 鬪体変

位関数は

　　　　　　畿1袈畿 嗣 　　（…

と表わ され る。 （30）式を 用 い て （ii）〜（iii）項 に 相当

す る手順 を踏む こ とに よ り．柱中央部の 要素境界断面 に

お け る軸方向相対変位 と して 次式が得られ る 。

・ 一 僚灘
擁 膨

陣
（31） 式か ら （iv）項 （14），（15）式の よ うな増分 形 の 相

対変位 が 次 の よ うに 計算 され る 。

　　 4δ2
＊
〒 Aδ9÷ d δs

　　　　 ＝＝2dw 十 （2tH ！L ）Au 一
ト（4！L）udu

　　　　　 一
ト（21工）（Au）

2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

中央部断面 に 分布す る ばね に 生 ず る 応力増分 は （v ）項

（16）式に 倣い

　　　　　　　　　　∠rσ ＝ kdδ9 　　　　　　　　　　　　　（33）

と表わ され，弾性変形時 の ぼね 定数は 3．3節 と同様 の 方

法に よ り

　　　　　　　　　　k＝：EIL 　　　　　　　　　　　　　　（34）

と決定 され る Q 応カ
ー
ひ ずみ 関係 に お け る 比例限に 0．7

av と仮定 し，比例限以後，降伏応 力 に 達す る まで は 次

式に 従い ，接線係数が減少す る もの と仮定する 。

　　　　　　E ，1E；一
（1013）la！avl 十 10〆3　　　　　　（35）

問題 の 対称性 よ り 1／2 解析とすれ ば，（vi ）項 （17）式

に 相当す る 増分形仮想 仕慕 式 は

　　　（1／2）｛A σδ（Aδβ）
一
トoδ（Aδ2 ）｝□ dP δ（∠rw）　　（36）

と表わ さ れ る 。 た だ し ， 不平衡 力 の 項 は 省略 さ れ て い

る 。 すで に誘導した諸関係式を用 い れ ば， 中央部断面任

意点に 対す る増分形剛性方程式 として 次式 を 得 る 。
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←［鼻 …（舞
二溺

　　　　慨 ］）信網
また は

　　　　　　 ［k（の］｛du ｝＝ ｛∠∫｝

（37a）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （37b）

各 フ ラ γ ジ 断面上 で 応 力 は一
様分布 と仮定 し，ウ ェブ の

存在を無視する と，（vii ） 項 で 述 べ た 断面剛性方程式は

次式 の よ うに 表わ され る 。

　 （A12）（［li（i＝ − 1）］十 ［為（t＝1）］）｛∠∫u ｝＝｛af ｝　（38）

（37），（38）式は，軸方向の 変形 ま で 考慮に 入れた Shan −

1ey モ デル に 対す る増分形 の 剛 性方程式 を 与えて お り，

（32）〜（35） 式を 併 用 す る こ とに よ り，柱 の 塑性座 屈現

象に 対す る 2 自由度 シ ミ＝レ ーシ ョ ソ が 可能 とな る 。

　数値計算は，微小な 初期た わ み uo を有し，　 A ＝O．2，

H ＝ ＝1，E−＝ 100，　 ay ＝ ・1 な る諸 元 を 有す る 柱 に つ い て 行

い ， 結果を Fig．　3 （b ）と （c ）に 示 す 。　Fig．3 （b ）に は

細長比 L ／r＝20，初期 た わ み u °fL＝10−7 の 柱に 対す る

荷重 ・た わ み 曲線お よ び 断面内の ひ ず み 分布 が 示 され て

お り，Shanleyが 説 明 した よ うに，接線係数応力を超え

た 柱が 除荷を伴い なが ら （図中○印）急激 に その た わ み

を増 し，等価係数応力に 至 る 前 に 最高荷重 （図 中 ↓印）

に 達 し て い る様子 が 理 解 され る 。
FigI　3 （b ）は column

curve で あ り，初期た わ み uOtL を 1．O−3
，10−4，10−7 と

減じて ゆ くと，最高荷重が接線係数応力を 超え等儼係数

応力に 近付く様子が 示 さ れて い る 。 t‘
01．L＝10

−4
程度 で は

最高荷重は ほ ぼ接線係数応力に一
致 して お り，最高荷重

が 接線係数応力以 上 の 時は 常に 除 荷 を 伴 っ

’
て い た こ とを

述 べ て お く。

　以上 で 説開し た こ とか ら，板殻構造 を 対象と した 平板

剛体要素モ デル の 有限変形解析 ア ル ゴ y ズ ム を 1次元部

材 に 適用す る と，
Shanley モ デ ル に 相当す る 2 自由度 モ

デル が 得られる こ とが 朗 らか で ある D

　 4．2　平 板 の 塑 性座屈

　面内圧縮荷重を受け る 周辺支詩正方形板を Fig．　4（a ）

に 示す よ うに 4 剛体三 角形要素に モ デル 化す る 。 各要素

座標系お よ び 節点座標系 は 図中の 全体座標系と同 じ方向

に 定義 し，面内自由度が 設定 される 要素座標系原点 は正

方形板 の 4 辺 の 中点 （図中鬱印）に 設け る 。

　問 題の 対称性 と境界条件を 考慮する と変位 自由度間に

距廴 圃
1

獄 凱蝟
・ 1

○・4t

−io
．i ・t

σ
・・e／σ

y

；澤 諜
α 51　　　　・⊂… む　　……｝三§……：こ；
　 　 　 　 ．oo6
　 　 　 　 　 　 　 　 　 −O．5500

：：il
　 o

．DO4

．002
　 「

o

一〇，4DOO

一〇．25GO

（39）

Strain　dEst厂lbuLion

O．

．02　　　　．04
　　 u ／H

（b ）　　Load −deflection　curve

　　　（L！r ； 　20，　ue ／L ＝ 10−7
）

．06

o 10 20　　　　　　30
　　 L〆「

（c ） C。1umn 　 curvcs

FigL　3　Plastic　buckling　of　 axial ｝y−

　 　 　 compressed 　co 重umns

40

な る 関係が 成立す る の で，平板全体の 独立自由度は Ul
，

v3
，　w5 の 3 自由度とな り，以下で は こ れ らを単 に u ，　v，

w と記述す る 。 また，境界辺 45 の み に 着 目 し，1！4 解

析 と し て 扱 う こ とが で きる 。

　定式化 は 3．2 節 お よび 3，3 節に 示 した 諸式に 従えぱ

よ い 。 積分点 の 数を M ＝ 1
，

N ＝3 とす る こ とを 前提 と

し，境界辺 45 の 中央部に お ける 肉厚方向任意点 P の 相

対変位増分を 3、2 節 （i）〜（iv）項 に 従い 計算 し，（10）

式 を 用い て U ，V，W に よ り表現すれ ば

ll；1≡鑼露細 圃

さ らに，（v ），（vi ）項 に 従い ，点 P に 対す る 増分形剛性

方 程 式 と して 次 式を 得 る。
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際嘱菱1謡｝ll蒙響 罎 1
また は

　　　　　　　匚k（t）］｛u ｝＝ ｛∠i∫｝　　　　　　　　　　　（41b）

数値積分則 として 台形 則 を 用い れ ば，境界辺 45 の 断面

剛性方程式は 次式の よ うに 表わ され る。

　　　（LH ！4，／薯
一
）（［：k（’＝− 1）］

一
十
一2［海（t＝0）］

　　　　　 −1−［k（t＝1）］）｛∠lu｝＝｛∠ff｝　　　　　　　　　　　（42）

（4／），（42）式は 圧 縮平板 の 塑性座屈現象に 対す る 3 自由

度 シ ミ ＝レ
ー

シ ョ ン の 基礎 とな る増分形剛｛生方程式で あ

り，柱の 塑性座屈聞 題 に お け る Shanley モ デ ル を平板

に 拡張 した 解析 モ デ ル と考え る こ とが で きる 。

　数値 計 算は 微小な 初期た わ み zσ＝が を有す る H ＝1，
E ＝200，y・　＝：O，　Ov ＝・1 な る 正方形平板 に 対 し 行 っ た 。 応

カ
ー
ひ ず み関係に お け る比 例限 ％ を判定す る 条件 とし

て ，Mises の 降伏条件 を 参 照 し，次 式 を 仮定 し た 。

・一 ∵∴ 匝
比 例 限以 後，降伏応 力 に 達す る 間は ，柱の 場合 と同様，

　　　　　　　E
，IE＝− 10δ13av十 1013　　　　　　　（44）

に 従い 接線係数が 減少す る もの と仮定 し，3．3 節 （26）

式に よ りばね 定数 を 定め た。

　初期た わ み を tve！L ＝ 10
”3

，
10
一4

，
10｝6

と仮定 し て 得

た 解析結果を代表的な塑性座屈荷重 の 理 論解
13 ）と比 較 し

て Fig．　4 （b ） お よび （c ）に 示 す （Fig．　4 （b ）に お け

る Q ，△ ， 匚］印は最高荷重点を 示す）。 こ れ らの 解析結

果か ら判断され る定性的事項を 列挙す る と以下の よ うに

な る 。 （i） wo ！L→0 の 時 ， 数値計算に よ る 最高荷重 は，

塑性流れ理論 に 基づ く最も精密な理論解 と考え られ る

Handelman と Prager の 解に 漸近 し て ゆく。 （ii＞実際

峠
嘛

σ　一疊

］ り

Z　iLv1

引

「

　（a ）　R三gid 　element 　representatien

FigL　4　Plastic　 buckling　 of 　 compressed

　　　 square 　plates

麗

一

3

｝

躍

」

…

4
一

」

1
ー

。

響
。

　

一
　
】
ー
レ

　

　

＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （41a）

の 平 板 の 初 期 た わ み の オーダ と考え ら れ る wOfL ＝・10
．−3

程度で は Bleich の 」7 公式 （こ の 呼 び 方 は 文献 14）

に よ る ） な ど が 比較的数値解に 近い 。 （iii）等方性接線

係数理 論 に よ る Bleich の τ 公式 （あ る い は 山本 に よる

Shanley安定限下限） は 数値解 と比 較 して か な り安全側

に あ り，塑 性 座屈 荷重 の 下限 と考え られ る 。 これ らの 事

　 t9v1

°

1−…一 一 一 一

〇 9

oE

PT

06

05

04

口 ｝

01

o．1

〔D

o　 　　 　 o　l　 　　 　 o、！　 　　 　 9 ］　　 　 0　4　 　　 　 e5 　 　 　 05

　 　 　 　 　 　 　 WiH

（b）　Load −deflect星on 　curves 　（五1月
「；2G）

c「m。

10

05

LIH10

（c ）　 Comparison 　between 　calculated

　 　 　 maximum 　 stresses 　 and 　 theo 旦
一
etica ［

　　　buckling　stresses

FigL　4 　Plastic　buckling　 of　 comprcssed

　 　 　 square 　plates
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項は い ずれ も古くか ら数多 く行わ れ た 解析的 ・実験的研

究か ら得 られ て い る 定性的“ufil4），15 ） と一
致 して お り，

本解析モ デ ル の 妥当性が 確認 された と考 え られ る o

　な お，任意 の 曲面板を 対象 に した 3章の 定 式化を平板

に 適 用 す る場 合 の 簡単化に つ い て は文献 9） で 触れ られ

て お り，本 3 自由度モ デ ル に 即 した詳細な 定 式化 は 文献

12） を参照 され た い 。

　 4．3　円筒殻の 非 軸対 称弾 性座屈

　軸圧 縮荷重 を 受 け る 薄肉円筒 の 座屈崩壊時に は Fig．　5

（a ）に 示 す よ うな diamond 　pattern が観察 され る 。 こ

れは Yoshimura 　 buckle　pattem16 ） とし て 知られ て お

り・円 筒 殻 の 非軸対称座屈 挙動 の 研究 特 に その 定性的把

握の た め の 解析 モ デ ル として しば し ば利用 され る
1T）−19）

。

こ の 座屈 パ タ ー
ン は 互い に 折れ 曲が っ た 三 角形平板の 集

合 体 で あ り，本 平板剛 体要素 モ デ ル をそ の ま ま用 い て 模

擬す る こ とが で き る 。 本節で は こ の 座 屈 パ タ
ー

ン の 規則

性 を利 用 して，平板剛体要素 モ デ ル に よ る低 自由度 シ ミ

ュレ ーシ ョ ン モ デ ル を搆成 し，非軸対称座屈問題に 対す

る固 有値解析 を 試 み る D

　境界条件を無視す れ ば，Yoshimura 　buckle　pattern

の 周期性 よ り Fig．　5 （a ） に お け る 四辺 形領域 1234

の み を 解析対象 とす れ ぽ よ く， こ の 部分を Fig．　5 （b ）

に 示す よ うに 6 要素 に モ デ ル 化す る 。 図中に は 各変位自

由 度を 定義す る た め の 要素座標軸お よ び 節点座標 軸が 示

さ れ て い る 。 ま た ，4 つ の 領域境界辺 （12， 23，34，41）
上 に お ける要素境界座標 を含む 各局所座標系 は，それぞ

れ の原点位置 に お け る 円筒曲面 の 法線お よ び 接線方向を

正 確に 指 し示 す よ うに 定義 され て い る 。 総変位自由度数
は 26 で あ るが，座屈 モ

ー
ドの 周 期性 と対称性を考慮 し，

さ らに 要素 5 と 6 の 面内回転変位 を 無視す る と，変位 自

由度間 に 次 の 関係 が 成立 す る 。

　 　 　 　 　 　 躍
廴
＝ ZV3

　 　 　 　 　 　 tV2 ：：＝ ev4

　 　 　 　 　 　 Ul ＝ u3

　　　　　　1讒幽 一
 

（こ こ に ，曜 は 線要素 ゴの 軸 まわ り回転変位 を 意味す

る 。） し た が っ て，本解 析 モ デ ル に お ける 独立 自由 度は

za・1．　w2 ，　u1 ，　 u2 ，彿 4，塩 娩 ，v3 ，
　 v5 の 9 自由度 とな る 。 こ の

9 自由度 モ デ ル に 対 し， 3章 の 定式化 に 従い 特有方程 式

を 導き，座屈固有値解析を 行 っ た 。

　円筒 殻 の 諸元は 1〜；100mm ，1彊 2．1× le’・
　kg／mrn2 ，

シ＝0 で ある 。 断面剛 性 を 得 るた め の 数値積分 は M ＝1，
△」 3 と し 台 形則 を 用 い た 。 Nachbar と Hoff に ょ る

軸 圧 縮 円筒 の 端 部 座 屈 問題 の 埋 論解
20 ］を 比較対象 とすれ

麟
脳

（a ）　Yoshimur 且

　　buckle　pattern

ff．，　Ikglmm「i

・・i
tO ・

膠o』

　　　　　　 …
皀

　　　　，《 ，

　　4〃 で　！ 
＼

丶 丶 3

長｝
　 　 　 　 　 　 1

（b ）　Analytical　 model 　 wlth

　　 rigid 　 elements

　 　 　 　 　 　 　 　 　 臼 〆H

（c ） C・ mparis 。n 　between 　calculated 　elgen −

　　　values 　and 　重heoretical　buckling
　 　 　 stresses

Fig・5　Non −
axisymmetric 　elastic 　bucklin9・

　　　　of 　circular 　cylindrical 　sheHs 　under

　 　 　 　 axia 工compression

ば，周 方向の 波数 η は 次式に よ り計算 され る 。

　　　　　n2 ＝O．32ノ（2H ／Rv
！3（1− v2 ））　　　　　　　（46）

ア ス ペ ク ト比 （辺 12 と 23 の 長さの 比） は 試計算に よ

り最 も低い 座屈荷重を与え る 値と して 1 を 用 い た 。 半

径
一
肉厚比 RIH を 変えな が ら固有値計算 を し て 得た 座

屈荷重値を Fig．　5 （c ） で 理論解 と比較 して い る 。 両 端

支持 の 有限長 円筒 の 古典座屈応力 aet に 対 し，　 Nachbar

と Hoff は 0．37σ ce なる 座屈応力値を 与 え て い る 。 本

計算結果は約 0．44σci で あ り，低 自由度モ デ ル の た め

やや 高 目の 値 が 得られた が，R ！ff の 座 屈応力 に 及 ぼす

影 響な ど定性的に は 理 論解析結果を よ く説明 し て い る 。

また，ア ス ペ ク ト比 も理 論解の 波形 とほ ぼ 対 rtlす る。
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5　結 論

　 本論文 で は，三 角形平板剛体要素 モ デル に よ る薄肉板

殻構造の
一

般的な離散化極限解析 ア ル ゴ リ ズ ム を紹介 し

た 。 本 ア ル ゴ リズ ム の 主 な 特徴を 以下 に 示す 。

　 （1 ）　任意 の 薄肉板殻溝造要素に 対 し，幾何学的非線

形 性，材料非線形性の 両 者を 考慮 した 極限強度解析が可

能 で あ り，従来の 塑 性解析法の 適用範囲 が 大 き く拡張 さ

れ る 。

　 （2 ） 薄肉構造要素の 安定 問題に 応 用す る と，柱の 塑

性 座 屈問 題に お け る Shanley モ デ ル か ら 円筒殻 の 非軸

対 称座屈問題に お け る Yoshimura 　buckle　 pattern に

至 る
一

連の 低 自由度 シ ミ ュ レ ーシ ョ ソ モ デ ル を 包 括的に

構成 す る こ とが 可能 で あ り，種 k の 不 安定 現蜘 こ 対す る

定性的研究に 特に 有用で あ る o

　 （3 ） 断面力表示の 定式化か ら応カ
ー
ひ ずみ 表示 に 改

め た た め，任意の 構成方程式を導入 可 能で あ り，粘弾塑

性間題な ど一般の 材料非線形聞題 へ の 応用 が 容 易で あ

る 。
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