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振動方程式の 特性行列の 同定 に関す る研究

（そ の 1 ， 解析法 と解析例）

正員 道 本 順 一 ＊
村　中　

一
　意

＊

　　 Identification　of　Characteristic　Matrices　in　Vibration　Equation

（1st　Report，　Proposition　of　a　New 　Method　and 　Example 　of 　Calculation）

by　Jun−ichi　Michimoto ，　Member　 Kazuoki　Muranaka

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S  劉tary

　The　mass ，　the　damping　and 　the 　stiffeness 　matrices 　in　the　equation 　of　vibration 　are 　called 　as　the

characteristic 　matrices 　of 　a　vibration 　system ．正n　this　paper，　a　new 　meth σd　to　identify　the　character 玉stic

matrices 　from　the　response 　of　the　vibration 　system （transfer 　function）is　proposed．　In　this　method ，　the

initial　value 　of　characteristic 　matrices 　are 　estimated 　by　the 　lst　report 　of 　Ookuma 　and 　Nagamatu 口and

modified 　so 　as 　to　minim 玉ze　the　error 　between　the　actuai 　and 　the　estimated 　transfer　function．　This

modificat 玉on 　is　iterated，　and 　stopped 　When　the　error 　becomes 　minimum 　or　the 　curve 　fit　of 　the　transfer

function　is　su伍 cient．

　In　order 　to　confirm 　the　accura6y 　of 　the　proposed　rnethod ，　the　transfer　function　is　calculated 　us三ng 　the

gi・en　characteristlc 　matrices ，　and 　fr・m 　its　transfer 　functi・n　the　characteristic 　matr 】ces 　a 「e　agaln

identi丘ed．　The　identi負ed 　characteristic 　matrices 　are 　compared 　with 　the　original 　ones
，　and 　a 　good

agreement 　can 　be　seen 　between 　them 　when 　the　transfer　function　contains 　su伍cient　info  ation 　about

the　vibration 　system 　When 　the　transfer 　function　containing 　insu伍 cient 　information　about 　the　vibration

system 　is　used 　for　identi負cation ，　the 丘tness　of 　transfer　function　is　found　be　good，　However　the　identi丘ed

characteristic 　matrices 　are 　considerably 　different　from 　true　matrices ．

L 　緒 言

構造物の 振動応答を決定す る と こ ろ の特性 を求 め る こ と

を振動系の 同定 と い う。そ し て，振動系の 同定法 に は，理

論的同定法 と実験的同定法の 2 っ が 考 え られ て い る 。 有限

要素法 の よ う に 構造物を離散化 して ，そ の 構造 の 剛性行列

あ るい は質量行列を求 め る こ とは振動特性 の 理論的同定法

の 1 つ に な る が ，こ の 方法 の 難点 は 減衰特性が今 の と こ ろ

理論的 に 求 め る まで に 至 っ て い ない とこ ろに あ る 。

一方，

実験的同定法 も ， 求め よ う とす る特性の違い に応じて 次の

よ うな 2 つ に 大 別 され る
1）。 1 っ は 固 有振 動 数，固有 モ

ー

ド，
モ ード減衰比 ，

モ ード質量 ，
モ ード剛性 な ど の モ

ード

特性 の 同定で あり，い ま 1つ は剛性行列，質量行列 ， 減衰

行列 な どで 代表 さ れ る 物理 モ デル の 同定 で ある。

　実験的な モ ード特 性 の 同定 は，振 動 実験 で計 測 された 伝

達関数 （振動応答／起振力 ）の 周波数ス ペ ク トル や 時刻歴応

＊

　広島大学工 学部

答 曲線 に適合す る モ ード特性を求 め る こ と か ら 曲線適合 と

も呼ばれ て い る。この 方法 は我国で は長松 ら に よ り体系化

さtL2・S ），研究段階 か らす で に実 用 段階に 入 り， ミニ コ ン ピ

ュ
ータ あるい は パ ー

ソ ナル コ ン ピ ュ
ータ 用の モ ード解析用

の ソ フ トウ エ ア が 市販 され て い る。また，FFT ア ナ ラ イザ

に簡単 なモ ード特性が 求 め られ る ソ フ トウ エ ア が 組み 込 ま

れ て い る もの もあ る。同定 され た モ ード特性か らモ ードア

ニ メーシ ョ ン な ど が可能 で あ るの で，振 動 現 象 を表 現 す る

に は都合が よい が
，

モ ード特性が 構造物 の 物理 特性 を 直接

的に表す もの で な い た め に そ の 利用 に 当た っ て は制限 を受

け る。

　実験的な 物理 モ デ ル の 同定 法 に も い くつ か の 方 法 が あ

り，その 中の 1つ に特性行列 （剛性行列，質量行列 ， 減衰

行列〉の 同定法が あ る。こ の 方法 に 関 して は大熊
・長松の

一運 の 研 究
4 −S）

が あ る が，誤差 を含む 実験結果 か ら真の 特性

を算出する こ とが 困難で あ る こ とか ら研究 も少な く， まだ

実用 の段階 に 至 っ て い な い
。 特性行列が 実験的 に 同 定で き

る と，有限 要素法 な どの 理 論的同定法 と組 み 合わ せ て ， そ
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れ それ の 利点 を生 か した興味あ る 解析が 可能 に な る と考 え

ら れ る。た と えば
，

一都 の 構造 を有限要 素法 な どの 離散的

手 法 で 解析 して ， 残 りの 構造 に 対して は実験的に 特性行列

を同定 し．そ れ ら を結合 し て 全体構造の 振動特性 を求め る

こ と も可 能 で あ る。また，特性行列 が 得 ら れ れ ば構造変更

と 振動応答 の 関連 に つ い て も調べ る こ とが で き る 。

　機械 工 学の 分野 で は ， 対象物が 比 較的 小 さ く振動実験 に

費 用 と時間 を あ ま り必 要 と し な い こ と，あ るい は 数個 の モ

ジ ュ
ール を組 み合 わ せ て 1 つ の 製品 に す る 場合な ど も多い

た め，モ
ー

ド特性 の 実験 的 同 定 や ， 構造 全体 を数個 の ブ ロ

ッ クに 分割 し て 各 々 の ブ ロ ッ クの モ ード特性 を実験 的あ る

い は理 論的 に 同定 し て，そ れ ら を合成 して 全 体 の 振 動 特性

を求 め る ，
い わ ゆ る モ

ー
ド合成法が 広 く普及 して お り， そ

の 結果 は設 計 に 取 り入 れ られ る よ うに な っ て い る 。

一
方 ，

造船 の 分野で は香 川 ら
9・lo ）

の 主船体 と上部構造の モ ード合

成法 に 関す る研 究 な ど が あ る が，必ず し も研究例 は 多い と

は 言 え な い 。こ れ は
， 研究の対象に す る船舶 が 巨大で 詳細

な振動実験 に費用 と時間が か か る と と もに ， 単品生産 で あ

る た め に 1隻 に の み 費用 と時間を集中で きな い こ とが 原 因

して い る と考 え ら れ る 。 し か しな が ら，将来，付加価値の

高 い 低振動船 の開発 を具体的 に 考えて行 くに 際 して は，こ

れ まで の よ う に 固有振動 数 と固 有 モ ードの み に と ど ま ら

ず ， よ り詳細 な デ ータの 蓄積 が必 要 で あ る。

　本研究 は，実験 で 計測 し た起振力 お よ び振 動応 答か ら振

動 方程式の 特性行列 （剛性行列，質量行列，減衰行列） を

同定す る方法 に つ い て 検討す る 第 1段階 と し て，繰 り返 し

計算 で 特性行列 を 同定す る一方法 を提案す る 。 また，提案

した 方法の 精度 を 検討す るた め に，対象 に す る構造物の特

性行 列 を与 え て 起 振力が 作用 した と きの 振動応答 を 計算

し，そ の起振力 と振動応 答 を用 い て 特性行列 を同定 す る。

そ して ，先 に 振動応答の 計算 に用 い た特性行列 と比較 す る

と と もに 同定 され た特性行列 の 性質 につ い て も調 べ る 。

2． 計　 　算　　法

　有限要素法な ど の離散化手法 を適用 して構造物の 振動を

計算す る と きの 振動方程式 は，一
般粘性減衰 を仮定す る と

次 の よ うな多自由度系 の 振動方 程式 に な る。

　　［M 】｛δ｝＋ 【c 】｛δ｝＋ 【K 】｛δ｝＝｛F ｝　　　　 （1）
こ こ で ， ｛δ｝：応答変位ベ ク トル

， ｛F｝：起振力ペ ク トル ，

　　　　［K ］： 剛 性行列，　　　　 ［M ］：質量行列 ，

　　　　 ［C ］：減衰行 列。

（1 ）式 の 中 の 剛性行列，質量 行 列お よび 減衰行列 を振動方

程 式 の 特性行列 と い う。 い ま，円振動数 ω 、の 周期的な起振

力

　　｛F ｝＝｛F ｝ie
」“’‘t

　　　　　　　　　　　 （2）

で 起振 し た と きの 振動応答 を

　　｛δ｝‘｛δ｝iejt
°st
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

と表 す。こ こ で ，」＝VZJiで あ り，　 t は 時間で あ る 。 （2 ），

（3 ）式 を （1 ）式 に 代 入 す る と，（1）式 は 次の よ うに 表 され

る 。

　　【〔KI一
ω蓍［〃 ］＋iω i［c］］｛δ｝，

＝｛F ｝，　　　　　　　　（4 ）

（1 ）式の よ う に 減 衰 が存 在 す る 振 動 を取 り扱 う場 合 に は ，

起振力 と振動応答 との 間に は 任意の 位相差が 生 じ るの で，

起振力 と振動応 答 と もに 次 の よ うな複素数で 表 して お くの

が
一

般的で あ る。

　　｛δ｝ご＝｛δR ｝i 十ノ｛δ，｝i，｛F ｝f＝｛F 瀞｝i 十ノ｛F ，｝1　　　　（5 ）

こ こ で ｛δ議，｛FR｝i は振動応答 お よび起振力の 実数部 で あ

り，｛δ，｝，，｛F ，｝， は虚数部 で あ る。通 常 の 振動実験 で は 起振

力 を基準 と して 応 答 を整 理 す る場 合 が 多い 。そ の よ う な 場

合 に は ｛F ． ｝，＃ O で あ る が ｛F，｝i
＝0 に な る 。 （5）式 を （4 ）

式 に代入 して ，実数部お よ び虚数部 を取 り出 して ま と めて

表 す と次 式 の よ う に な る 。

［
［

甥
刷

，  疔認 ｝ヨ飢 …

（6）式は 円振動数 ω 、の 起振力で 起振 し た と きの 関係式で

あ る 。

　衝撃加振あ る い は ラ ン ダム 波加振実験 で計測 した起振力

と応答変位 （
− eeに は応答加速度 を計測 す る場合が 多 い 〉

を 2 チ ャ ン ネル の FFT ア ナ ラ イ ザ で 解析 して 求め た 伝 達

関数の 周波数 ス ペ ク トル は （変位／力）の次元 す な わ ち コ ン

プ ライ ア ン ス で 表 さ れ て い る 。 そ し て，そ の 伝達関数の 値

は ， 実験 計 測 に お い て 誤 差 が ま っ た く含 まれ な い と仮定 し

た ときに は ， （6）式 で起振力ベ ク トル の 起 振 点 に 対応 した

所の 実数部の み を 1 に して そ れ以外 を零 と した ときの 振動

応答 に
一

致す る。通常の FFT 解析 で は
一

定 の 周波数間隔

で 伝達関数が 得 られ る の で ，そ れ らの 周波数 に 応 じて （6 ）

式の 関係 が 得 られ る こ とに な る 。

　実験 で 計 測 し た 起振 力 ｛凡 ｝ご，協 ｝i と振動痞答 ｛δ， ｝、，

【δ，｝， か ら （6 ）式 の 中の 特性 行 列 ［K ］，［酬 お よ び ［C】を

同 定 す る 方 法 を 検討 す る 。 振動実験 で 起振力 ｛FR ｝，， ｛凡 L
は 計測 さ れ て い るの で ， 特性行列を何 らか の 方法で 推定で

き る と，そ の 特性行列 に 対応 した 振 動 応 答 が （6 ）式か ら計

算で き る。な お ，特性行列 の推定値 は以 下 の 計 算の 初 期値

に な る もの で あ り，必ず し も実際の現象 を正確に表す必 要

は な く適当 に 与 え て 差 し支 え な い 。い ま，この よ うな特性

行 列 の 初 期 値 を ［K
−
］，［M ］，［窃 と し て，こ れ ら を用 い て 計

算 さ れ る 応答 を ｛鷁｝ガ，｛5，｝i とす る と， そ れ ら の 間に は次

の 関係が 成り立 っ て い る。

［
［

  響
1
【  細｛爵｝i −｛飢 …

先 に も述 べ た が ．特性行 列 の 初 期 値 は 実際 の 現象 を表す必

要が ない の で ， それ を用 い て 計算 した応答 は実験で 計測さ

れ た応答 と は
一

致 し な い の が
一

般的 で あ る。そ こ で ，実験

で 計測 さ れ た 応 答 に 良 く一致 す る よ う に 特性行列の 初期値

を修正 す る こ と に す る 。
い ま， 特性行列 の 修正 量 を［AK ｝，

［tiM］，図C ］と し ， こ の よ う な修正 を考慮 して 計算 し た応
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答 は実験値に 等し くなる もの k す る と，

［［
［

  評
1
［講細

・［
［4

鴛譜
副

面噸翻
・｛llレ｛卸、

（8）

（7 ）式 と （8）式の 起振力ベ ク トル は 等しい の で，差 を とる

と

［
［κ

に［嘆1β 】

［  粘1］｛｛蔚　驚｝i｝
　 国κト ω佃 胡
・［　　　ω 、［AC ］ ［。溜 翻｛ll｝厂 ・

　　　　　　　　　　　（9 ）

に よ うに な り，
これ よ り

獻 一｛蔚レ［駄評
】

｛ポ1翻
一1

　　　・鬥譜
副

［。溜 餬｛li｝、

（…

の 関 係 が 得 ら れ る。（10）式 で 特 性行列 の 修 正 量 ［nK 】，

［riM ］，［AC ］が 適切 で あり，しか も実験で 計測 され た 応答

｛δ詠 ，｛δ，｝s に 誤差が 含 まれ て い な い と きには左 辺 と右辺 は

等 し くな る が ，実験で 計 測 され る起 振力お よび変位 （
一

般

に 加速度で計測 され る場合が多い 〉に は 次に 述べ る系統的

誤差
41
が 含 ま れ て い る の で ，左 辺 と右辺 を 等 し くさ せ る こ

と は通常で きな い
。

こ こ で ， 系統的誤差 とは，セ ンサ
ー

の

校 正 値の ず れ や増幅 器 の 不 調 な どが 原因の 誤差で ある 。

一

方 ， 偶然誤差 とは 何 らか の 外乱に よ る 誤差で あ り， た と え

ば 計測点の 近 くで 工 事が 行わ れ て い る場合とか ， 計測点 の

近 くを人 が 歩 い た と きに 振 動 が変 化 して 混 入 す る誤 差で あ

る 。 系統的 誤差 は 十分な調整 な ど を事前 に し て お け ば混 入

を防 ぐこ とが で きるが偶然誤差を完全 に 除 く こ とは不可能

で あ る の で ，実験 に よ る 計測値 に は何 らか の 誤 差 が 含 まれ

て い る と考 え な けれ ば な ら な い
。

　 実験 で 計測 さ れ る応答 に 誤 差 が 含 まれ て い る と きに は

（10）式の 左 辺 と右辺 は等 し くな ら な い の で ， その 差 を次の

よ う に表 し，

｛・｝i
−｛ll｝厂｛蔚レ［［πじ［誓｛

疲】

［  細
一’

　　　　・鬥譜  溜 翻｛ll｝t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

こ の 誤差 を最小 に す る よ う に 特性 行列 の 修 正量 ［dK ］，

［dM ｝，［AC 】を 決 め る。（11）式で 特性行列 の 修 正 量 は 未 知

量 で あ るの で，こ れ を分離 し て 次 の よ うに表 す 。

　　｛ε｝、
二｛酬 ＋ 圄 i｛D ｝　 　 　 　 　 　 （12）

こ こ で，全自由度 を n とする と ，

囲 1ユー
｛瓢　　　　 ・13・

　　｛D ｝
T
　＝・｛4K ，i　AKi2…AMi ヨ　bM 且，

…ACI ビ
・・
∠0司 （ユ4）

で あ る。』κ妨 』ム4萌 4C り （ガ＝1，2，一・n ，　i− 1，2，…n ＞は

［tiK］，［nM ］，［AC ］の 成分 で あ り．未知 量 の 総数 は 特性行

列が 対称行 列 の と き 3n（n ＋ 1）！2 個 に，対 称行 列 で な い 場

合 に 3n2個 に な る。した が っ て ，（11）式 の 右辺 第 3項 か ら

（14）式の 未知量を 抜 き出 して 得 られ る行列 ［A ］， は，特性行

列が 対称行列で あ る と す る と 2n × 3n（n ＋ 1）f2，ま た対称

行列で ない とす る と 2n × 3n2 の 大 き さに な る 。

　（12）式で 表 され る誤差を最小に す る特性行列 の 修正 量 を

最小 2 乗法 を適用 して 求 め る た め に は ，未知量の 数 よ り条

件式 の 数 を多 くしな けれ ば な らな い
。 そ こ で ，m 個 の 周 波

数点 に っ い て （12）式の 関係を 求 め ， そ れ らを結合 して

　　｛ε｝＝ ｛B ｝十 ［A 】｛1）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

と表す 。
こ こ で ，｛ε｝， ｛B｝は 各周波数点 で の ｛ε｝，，｛B ｝， を縦

に 並べ て で き る m × 2n 行 の 列ベ ク トル で あ る 。 また ［Ai

も［A ］，を縦 に 並 べ てで き る行列で あ り， 特性行列が 対称行

列 で あ る と した と きに は m × 2η 行，3n（n ＋ 1）！2 列の 行列

に な る
。 した が っ て

，
この と き に は mX2n ≧ 3n（n ÷ 1）12に

なる よ うに解析周波数点を とれ ば ， 次の よ うな 手順 に よ り

最小 2 乗法を適用 し て 未知 で あ る 特性行列の 修正 量 が求 め

られ る。す なわ ち，誤差 ベ ク トル が （15＞式 で 表 さ れ る の で，

重 み 関数行列 【叨 を導入 して誤差 の 2乗和 を求め る と，

　　A− ［｛B ｝一ト［ノll｛D ｝IT［VVI［〔B ｝十 ［Al｛D ｝］　　　　　　（16）

の よ う に な り， 誤 差 の 2 乗和 を 最小 に す る 皿 萌 6〃ヴ，

」（渇 は

　　譱 一q
、漏rq 黙

・一 　 　 （17・

を満 た す 必要が ある の で，こ の 関係 よ り特性 行 列 の 修 正 量

に 対す る連立 1次方程式 が得 られ ， それ を解い て特性行列

の 修正 量 が 決 定で き る。 そ して ， 先 に 仮定 した 特性行列の

初期 値 に こ の よ うに して 得 られ た修正 値 を加 え て，

　　［K ］＝［ff］＋ ［AK ｝

　　［ノレ1】＝［澱】十 正∠fM］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18〕

　　［Cl− ［c
−
］＋ ［AC ］

に よ り， 実験結果 を よ り良 く表 す こ とが で き る特性行列が

同 定 で き る 。 しか し ， 1回 の計算で は不 十分で あ るの で，

（18｝式で 得 られ た特性行列を新 た な初期値 とし て 以 上 の 計

算 を 繰 り返 し， 誤差 の 2乗 和 の 変 化 お よ び （18＞式 の 特性行

列 を用 い て計算され る振動応答 と 実験 で 計測 し た 振動応 答

の
一

致の 状態を 見な が ら適当な と こ ろで 終了 さ せ る 。

　 こ こで 提案 し た 方 法 と，大 熊
・
長松 の 第 1 報

毫1
お よび第 2

報
5
切 方 法 を比 較す る と，大 熊・長 松 の 第 1報の 方法 は 繰 り

返 し計算 を必要 とせ ず計算 の ア ル ゴ リズ ム も本方法 と 同程

度 に 簡単 で ある が，実験誤差が 含 まれ て い る応答 に 対 して

は 対応で き ない こ と が第 2報で 確 か め ら れ て い る。また，

第 2報の 方 法 は ， 統計 解析 の 概念 を導入 し て 実験 誤 差 を含
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む 応答 か ら繰 り返 し計算で特性行列を 同定す る 方法 で あ

り，計算 の ア ル ゴ リズム は 第 1報 の 方法 に 比 べ て か な り複

雑 で ， 計算 に 要 す る時間 も長 くな る。一
方，こ こ で 提案 し

た 方法 は ， 実際 の 計算過程 に お い て 全周波数点 に 対す る

（15＞式 の 関係 を 求 め る 必 要 は な く，各周波数点で （12）式か

ら 2 乗誤差 を 定義 して （1の 式 の 計 算を して，順 次 周 波 数点

を変え て行 け ば良い の で 計算 に 要 す る容量 も小 さ くて す

み，計算 の ア ル ゴ リズム も非常に 簡単で ある 。 しか し ， 各

周 波数点で （11）式中の 逆行列の 計算 を しな けれ ばな ら な い

の で 計算時間 は あまり短縮で きな い
。

Length ： 4GO  

Breadth 　：　40　田m

Thickness ： ア。3  

 

 

 

 

3． 解析例 と精 度

　先に 示 した ，起振力 と振動応答か ら 振動 方程式 の 特性行

列 を 同定す る方法 の 精度を検討す る 第
一
段階 と して ， 数値

実験に よ り得られ た起振力 と振動応答を用い て 特性行列 を

同 定 し た。す な わ ち，解析対象 に し た 搆造物 の 多自由度系

の 振動方程式 を 算出 し て 周 期 的 起 振 力 に対 す る振 動 応 答 を

計算 し ， そ の 起振力と振動応答を用 い て特性行列 を 同定 し

た。そ して ，得られ た特性行列 と先 に 振動応答の計算 に 用

い た 特 性 行 列 とを比較 す る と と もに，同定 さ れ た特性行列

を 用 い て計算 した振動応答 と 同定 の 計算 に 用 い た 振動応答

を比較検討 した 。 な お ， 振動応 答 の 比 較 に 当 た っ て は， 振

動応答変位 を起振力で 割っ て 得 られ る伝 達関数 （コ ン プ ラ

イ ア ン ス ） を用い た 。 線形 な振動系に お い て は 起振力 と振

動応答 は比 例関係 に あ るの で 伝達関数 に よ り起振点 と応答

計測点の 間の 関係が 決 め られ，また伝達関数 の 大 き さ は単

位 の 起振力で 起振 した と きの 振動応 答に
一致 して い る 。

　振動方 程式 の 特性行列の 同定計算に 使用 した起振力 と振

動応答 は数値実験 で得 られ た もの で あ D ， 通常 の 実験で 計

測 され た もの と違 い ，そ れ らの 中 に は 系統的誤差 も偶然 誤

差 も含 まれ て い な い の で 計 算が 妥 当で あ れ ば同定 され た 特

性行列は 振動応答 の計算 に 用 い た 特性行列 に
一

致しな けれ

ばな らな い 。

　 本論 文 で 提案 した解析法で は，何 らか の 方法で 特性行列

の 初期値 を推定 しなけれ ばならない が ，こ こで は 大熊 ・長

松 の 第 1 報 の 方法に よ り初期値 を求 め た 。 先 に も述べ た

が ， 大熊 ・長松 の 第 1報の 方法 は ， 特性行 列の 同定計算に

用 い る起振力 お よ び振動応答に 誤差 が含まれ て い な い と き

に は 比較的精度良く特性行列が 求め られ る の で ，計算 さ れ

た 特性行列 に 適当な 定数 を掛 け た 特性行列 を初 期 値 と し

た。ま た ， （16）式の 重 み 関数行 列 として は ， 応答 振 幅の 2

乗 の 逆 数 を行列 の 対角に 層 い た。

　 3．1 解析対象

　 Fig．　1（a ）の 片持 ち 梁 の た わ み 振勤 を例 に 解析 を 行 っ

た。 こ れ は，nj　40　mm ，厚 さ 7．3mm ，長 さ 400　mrn の 軟

鋼製 の 梁で あ り，こ れ を Fig．1（b）に 示す よ うに 4個の 質

点 と質量の ない 4 本の 梁 か ら な る振動 モ デ ル に モ デ ル 化 し

て，4 自由 度の 振動 と して 取 り扱 っ た。な お ，4個 の 質点

（a ）

Fig．1

（b）

Cantilever　beam 　modeI

に は 自由端か ら順番に Fig．1（b ）に 示す よ うに 番号 を付 け

る。こ の ように モ デ ル 化 した と きの 剛性行列お よび質量行

列 は Table　1 の よ うに 表 さ れ る 。 また ， 減衰行列は 解析的

に 決 め る こ とが で きな い の で
， 質量 行列 に比 例 し た粘性 減

衰 を考慮して Table　1の よ うに 仮定 した 。 4個 の それ ぞれ

の 質 点 に 0〜1eOO　Hz の 周期 的起振力を作 用 させ た と きの

4個 の 点 で の 振動応 答 を求 めて 同定計算 に 用 い た。

　3．21 点を起振 して求め た振動応答を用 い た解析

　Fig．　1（b）に 示 す 計算 モ デ ル の 自由端 の 質点   に 周 期 的

起 振力を作用 さ せ た と きの   〜  点の 振動 応答 を計算 し，

そ の起振力 と振動応答か ら振動方 程式の特性行列 を同定 す

る こ とを試 み た 。 まず ， 大 熊 ・長松の 第 1報の 方法に よ り

同定 した 特性 行 列 を Table　2 に 示 す。な お ，同定計算に は

Table　 1Characteristic　matrices 　used 　to　calculate 　origi ・

nal 　response

岡 ・Liiiiliiii：iiiiiiiiii：iiiiiiiiii補iiiiii］
［呵 ・ i野 i妙 iレ i：』』
圈 ・隴

…

i；i− ii翫 ili＿ 1
Table　2

［x］・

［M］a

［9］・

Characteristic　matrices 　identified　by　lst
report 　of　Ookuma 　and 　Nagamatu

攤ii攤ii：iiliiiiii：iiiiiii｝ii　i
D，114BxlO 『3 −O．1875 ：1匝

一9
−O．1675x10 』9　　 0．2Z92 匡ニロ

幽3
0，置484罵lo鹵9 　　0，409Sx 更o

施6
0，455ZKIO 冒8　 −O．IZ20KIO −1

o．14s4Klo −9
0．‘098 民1『 8

0，2292tl 『
1

0．91e2篤lo一日

0，2001x10■4　　0，2508麗10％8 　艪0，22δ9 乂呈0
『7

0，2508xlO −e　　O．2eoOKIO −4　 曹0．●663klO −7
ro．2259K 田

一7　 −o．4661Klo −7　　0．1995Klo．4
0，54餌 x10

−7
　 0．7543K 四

一7
　 0．4931tlO−7

liiiiiiil；］

illiiiiili　j
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20Hz か ら 1000　Hz ま で の 等間隔 の 50個の 周波 数点 に お

け る 起振力 と振動 応 答 を 用 い て い る。Table　2 に 示 さ れ る

特性行列 の同定結果は，同定計算 に 使用 す る 振動応 答を 計

算した Table　1の 特性行列 に 良 く一致 して い る 。 こ の こ と

か ら ， 大熊 ・長松 の 第 1 報の 方法 は ，同定計算に 用い る起

振力 と振動応答 に 誤差 が 含 まれ て い な い 場合に は比 較的精

度良 く特性行 列を同定で き る こ とが 確か め られ た。

　本方 法 で は ， 大熊 ・長松の 第 1 報の 方法 に より計算 した

特性行 列 を初期 値 に し て 繰 り返 し計 算 を して よ り精度の 艮

い 特性行列を同定す る よ うに し てい る。しか し ， 大熊 。 長

松 の 第 1 報の 方法 に よ り同定し た特性行列 は振動応答の計

算 に 用 い た 特性行列 に 良 く一致 して い た の で ， その 特性行

列 を初期値 に して計算を実行 し た の で は本方法 の 精度 は 検

討で きな い と考 え られ る。そ こ で ， 大熊 ・長松 の第 1報 の

方 法 で計 算 し た Table　2 の 特性行列の う ち，剛性行列 ［K ］

を 10倍， 質量行列 ［M ］を 0．1倍， そ して 減衰行列 ［C ］を

O．1倍 に した特性行列 を初期値 に して 計算を行 っ た 。 な お
，

こ こ で 用 い た乗数 は特 に 意味の ある もの で はな く， 単 に同

定計算に 用 い る 振動応答 と関連の な い 特 性 行 列 の 初期値 を

得 る 目的 のた め に 採用した もの で あ る。こ の よ う に し て決

め た 特 性行列 の 初 期 値 を 用 い て 計 算 し た 振動 応答と

Table　1に 示 す特性行列 か ら計算 し た振動 応答 を比較 した

1例 を Fig．2 に 示 す。この 図は ，   点に 作用 さ せ た 起振力

で   点に お け る 振動応答変位 を割 っ て求 め た伝達関数 を表

し て い る 。こ の 図 よ り初期値 とし た 特性行列 か ら計 算 され

る伝 達 関 数 は 同定計算 に 用 い た 振 動 応答 の 伝達関数 と全 く

異 な っ て い る こ とが わ か る 。

　 以 上 の よ うな 方法で 決 めた特性行列 を初期値 に して ， 特

性行 列の 対称性 を考慮せ ず に 同定計算 を行 っ た。先 に 示 し

た 方法 を 2 回 繰 り 返 し た 後 の 特性 行列 の 計 算結果 を

Table 　3 に 示す 。 また ， 同定 した特性行列か ら計算 し た伝

達関数 とそ の 特性行列 の同定計算 に 用い た 振動応答 の 伝 達

関数 を比 較 した 結果 を Fig．3−6 に 示 す。計算に 当た っ て は

1000Hz まで 等間隔に 100個 の 周波数点に お け る 起 振 力 と

振動応答を用い た 。 こ の解析周波数範囲に は 4個 の 固有振
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動 が 全 て 入 っ て い る。特性行列 の 同定の 計算に 用 い た振動

応 答 の 伝 達 関 数 と Table　3 に 示 さ れ て い る 特 性 行 列 の 同

定結果か ら 計算 し た 伝達関数は 全て の 点 で ， ま た 解析 し た

全周波数範囲に お い て ほ とん ど同 じ値 に な り， 図で は 重 な

っ て 区別が で きず 1 本 の 曲 線に な っ て い る 。し か し，
　Table

l と Table 　3 の 特性行 列 を比較 す る とそ の 値は 全 く異な っ

て い る。こ の よ う に，1 点の み を起 振 した と き の 起振力 と

振動応 答を用 い て ， しか も特性行列 の 対称 性を 考慮 しな い

で 同 定計算を行 う と ， 振動 応答 の 伝達関数 はほ と ん ど同 じ

値 に な る が 全 く異 な る 特性行列 が 同 定 さ れ た。こ れ は 1 点

の み を起振 した と きの 振動応答だけ で は ， その 中 に 振動系

の 情報が 十分に 含 ま れ て い な い うえ に ，さ らに 特性行列の

対称性 を 考慮せ ず に 同 定 す る特 性の 自由 度 を増 や した こ と

が 原因 し て い る と考 え られ る。な お ，大熊 ・長松 の 第 2 報

の 方法 で も，特性行列の 対称性を考慮 し ない と きに は 同 じ

よ う な結果 に な っ た 。

　同 じ く，   点 を起振 した と きの   〜  点 の 振動応答 を用

い て 特性行列の対 称性 を考慮 して同 定計算 した特性行列 を

Table　4 に 示す。こ れ も繰 り返 し回数 2 回の と きの結果 で

あ り，こ の 特性行列 は振動応 答の 計算 に 用い た Tab 】e　1 の

値 に 良 く
一

致 して い る。こ の よ うに ， 特 性 行 列 の 対 称性 を

考慮 し て 同定す る特性の自由度を減 ら せ ば， 振動系に 対 す

る情報 が必 ずし も十分含 まれ て い る と は言 えな い 振動応答

を 用 い て も比 較的精度良 く特性行列が 同定で き た 。

　 3．3 多点を起振 して 求め た振動応答を用 い た解析

Table 　3　Characしeristic　matrices 　identi丘ed 　using 　trans−

　　　　 fer　function　 excited 　 on 　point   （Antlsym −

　　　　 metric 　matrlces ）

岡 ・Lililiiiil：iliiiiiiii羅iiii　liiilliii
岡 ⊥ilii難i　liliiiiiiiii　li；iiiiiiili：i；iiiiiiiii］

畦i：iii難i補i；iiil　1羃；iiiiii｝li：iiiiiiiii］
Tab ［e　4　Characteristic　matrices 　identi丘ed　using 　trans・

　　　　 fer　func亡ion　excited 　on　poi11t   （Symmetric
　 　 　 　 matrices ）

・ ⊥iliiiii；ii：i：iii；iiii
［M ］・

〔c］・
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5
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0．2730110 −9 　　−e．225ExlO −；
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−0、3S77xlD ’9　 0．2090Xl θ

一a
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−s
−Or7479xIO −9　　0．547 コx 卍0

鹵9

0．匠9コ3xm3
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o．3s30xtOA
−o．31fi31監o‘

：i：iliiiiヨ
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−P 　　 O．2730x10 −9
−0、δ3e5 × 10

匿9 　−0．225届X10
一9

0，Z2SZxlDr3 　 e．e303xlO −te
O．S303XlO ．tO

　 O．22S2110 　
3

0．1870xlO匿9 　 −0．7dlgxla ’9
0．ユ084x10『邑　 0．5473x1019
0、200ax10 ．4 　　−Or409Bxl 口

冒9

−0．4098xl ロ
ー9 　　 0．2000x 聖0

−
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Tab！e　5　Characteristic　matrices 　ldenti翁ed　using 　trans．

　　　　 fer　function　excited 　on 　four　points （Antisym．

　　　　 metriC 　matriCeS ）

・
−Liiiiiiii｛liiiiiiiii：攤iiii：盤liiii！1

［M］・

［c］＝

：iliilii恥：iiiiiiil；｝；
：illiiii鷺攤ilill

：ili難iiil
一

攤il覊 ii彗iiiii｛i「
　Fig．1（b＞に 示 す計 算 モ デ ル の   点 か ら  点 を それ ぞ れ

起振した と きの   点か ら  点の 振動応答を用 い て 同様 の 計

算 を行 っ た。特性行列の 対称性 を考慮 し な い で 同定 し た特

性行列の 計算結果 を Table 　5 に 示す。こ れ は 2 回繰 り返 し

て 計算 した 後の 結 果 で あ る 。 こ こ で 取 り扱 っ て い る振動 は

当然弾性範囲内の 現象 で あ る の で Maxwell−Bettiの 相反

定理 が 成 り立 ち，た と え ば  点を起振 した と きの  点の 振

動 応答 は，  点 を 同 じ 大 き さ の 力 で 起振 した と きの   点 の

応答 に 等 し くな っ て い る はず で ある 。 したが っ て
，

この よ

う な性質 を有す る起振力と振動 応答を用 い て 同定計算 を行

う と，特性行列 に 対称性の 条件を課 さな くて も同定 され た

特性行列 は 対称行列 に 近 くな っ て い る。 そ して ，　Table　5 の

特性行列 は Table　1 の 特性行列 と良 く…致 して お り，こ れ

らの特性 行列 を用 い て 計算 した 振動応答 も良 く
一
致 し て い

た。ま た，特性行列の 対称性 を考慮し た場 合 も ，
こ こ で 示

した 結果 と同 様 に 良 い 一致 を示 して い た。

　3，4 解析周波数範囲を狭 くした ときの 解析結果

　 こ れ まで の 計算 に は 1000Hz まで の 100個 の 周波数点

で の 起振力 と振動応答 を 用 い た が ， こ の 周 波 数範囲 に は

Fig．2 に 示 され る よ う に 4 個の 固有振動 が 全 て 入 っ て い

た。そ こ で，次 に解析周波数範囲 を狭 くして ，解析 す る 周

波数点 を 110Hz か ら 650　Hz の 11  個 と し た 場合 と，110

Hz か ら 380　Hz まで の 55個 と した 場合 の 計 算 を行 っ た 。

Fig．7 か ら，こ れ らの 周波数範囲に は それ ぞれ 2個 あ る い

は 1個の 固有振動 が 存 在 し て い る こ とが わ か る。  点を起

振 した と きの   〜  点 の 振 動応 答 を用 い て ，特性行列 の 対

称性 を 考慮 し て 計 算 し た 特性 行 列 を Table 　 6 お よ び

Table 　7 に 示 す 。
　 Table 　6 は 110｝Hz か ら 650　Hz ま で の

110個 の 周 波数点で の 起振力 と振動 応 答 を用 い て 2 回繰 り

返 し計 算 した後 の 特性 行列 で あ り，こ れ．は Table　I の 特性

行 列 に 良 く
一

致 し て い る。

一
方，Table　7 は 110　Hz か ら

380Hz まで の 55個 の 周波数点 での 起振力 と振動応答 を用

い て 4 回繰 り返 し計算 し た 後の 特性行列 で あ る 。 また．こ

の 特性行列 を用 い て 計算 し た  点の 伝達関数 と同 定計 算に

用 い た 振動応 答 の 伝 達 関数 を比 較 した 結 果 が Fig．7 で あ

る 。 同定 され た特性行列は Table　1 の 特性行列 と全 く異な
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Table　6　Characteristic　matrices 正dentified　using 　trans−

　　　　 fer　function　excited 　on 　point   （Symmetric

　　　　 matrices ，　Ana ｝yzed　frequency　range ： 110−650

　 　 　 　 Hz ）
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Table　7　Characteristic　matrices 　identified　using 　trans −

　　　　 fer　funetion　excited 　on 　point   （Symmetric

　　　　 matrices ，　Analyzed　frequency　range ； llO−38 

　 　 　 　 Hz ）
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三

8り

称行列で あ る とし な い 場合 に も同様の傾向 を示 し たが， 

点〜  点 を起 振 し た と き の   〜  点の 振 動 応 答 を用 い て 計

算 した と き に は 解析周波数範囲 を狭 く して も Table 　 1の

特性行列 に ほぼ 等 しい 特性行列 が 同定で きた 。

　以 上 の よ う に
， 振動 系 に 関 す る少 な い 情報か ら多 くの 特

性 を完 全 に 同 定す る こ とは 容易 で は な く，特性行 列 の 同 定

に際 し て は解析す る 周波数の 範囲は で き る だ け広 くし，ま

た解析周波数範囲 に 制限 を受 け る と きに は ， 多点を起振 し

た と き の 振動応答を用 い る こ とが 同 定の 精度を向上 さ せ る

上 で 必 要 で あ る と考 え られ る。

　3，5　同
一

の 振動応答を表す異なる特牲行列

　起振点が 1点の と き の 振動応答を用 い て ，しか も特性行

列の 対称性 を考慮 せ ず に 同 定 した Table　3 の 特 性 行 列 は

振動 応 答 の 計算 に 馬 い た Table 　 1の 特性行列 と は 全 く異

な っ て い た が，振動応答の 伝達関数は 非常 に 良く
一

致 して

い た。そ こ で ，こ の よ う な 特性行列の 性質 に つ い て 若 干 の

検討 を行 う。Fig．1か ら固 有 振 動 数 は 1次 振 動 で 約 36　Hz ，

2次振 動 で 約 216　Hz， 3次振動 で 約 570　Hz に な っ て い

る。 そ こ で ， こ れ らの 振動数の 周期的起振力が   点 に 作用

した と き の   〜  点の 応答 を，特性行列 が Table　1お よび

Table　 3で 表 され る と き に つ い て 減衰 を 無視 し て 計算 し

た。そ の と きの 振動応答か ら固有振動モ ードを推定す る と

Fig．8 の よ うに な り，全 く異 な る特性 行列 を用 い た に もか

か わ ら ず両 者 は 良 く
一

致 し てい る。また そ れ らは
一

般 に 良

く知 られ た ， 解析的に 求 め られ る振動モ ード に も良 く
一
致

して い る。次に ，こ の よ う に して 求 め られた 振動応答 ｛δ｝と

［

110HZ

　 　 　 lidentifiedor 司9 葷冂a 罪

　 　 　 、rL〆

；
lBOHz

1・
1

圏

　

　

　

　

6
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Fr日q   匚y ｛ Hz 〕

Fig．7　Comparison　 between　 original 　 and 　 identi且ed

　　　 transfer　function　at　point　｛D　excjted 　on 　point  

　　　 （Analyzed　frequency　range ： UO −380　Hz ）

っ て お り ， また 伝達関数 も同定計算 の 対象 に した周波数領

域か ら離れ る と差が み られ る。な お ， 4回 以 上繰 り返 して

も Fig．7 に 示 され た状態 よ り改善 され な か っ た。

　特性行 列 が 対称 行列 で あ る と した と き ， loeo　Hz まで の

起振力 と振 動 応答 を用 い た解析で は精度良 く特性行列が 同

定で き て い た に もか か わ らず．解析周波数範囲 を極端 に 狭

くす る と ， 解析周波数範囲内の 振動応答 は 良 く表 す こ とが

で きるが，そ の 範囲か ら離 れ た と こ ろ の 振動応答 まで 完全

に 表す こ とが で き な い 特 性 行 列 を同 定 し た。特 性 行列 が 対

｛36Hz ｝ ｛216Hz ） 〔570Hz ｝

（a｝　 Calculated　using 　characteristje 　matrices 　of 　Table　1

（36Hz ） （21EHz 〕 ｛5アeHz ）

（bj　　Calculated　using 　characteristic 　mntrices 　of 　Table　3

　　　　　　Fi9．8　Vibration　mode
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｛b ｝　Calculated 　using 　cheracteristic 　metrices 　of 　Table　3

　 Fig．9　Distribution　 of 　kinetic　energy

Table 　1 あ るい は Table　3 の 質量行列 ［M 】か ら，

　　〔δ｝
T
［M 】｛δ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

に よ り運動エ ネ ル ギー
の 分布 を求 め て 比較 し て み た 。そ の

結果 を Fig．9 に示 す。運動エ ネル ギ
〜

の 分布 は 特性行列 が

違 え ぱ 全 く異な っ て い る 。 Table　l の 特性行列 を用 い て計

算 し た と き に は 各 々 の 質 点の 所 で 正 の 運動エ ネ ル ギー
に な

っ て い るが
， Table　3 の特性行列 を用 い て 計算 し た と き に

は，質点 に よっ て は 負の 運動エ ネ ル ギ〜とな っ て い る所 も

あ り，物理的 に 説明で き な い 結果 と な っ て い る。

　 以 上 の よ うに ，振 動 系 に つ い て の 十 分 な 情報が 含 ま れ て

い な い 振動応答 を用い て特性行列の 同定を行 っ た場台，同

定計算 に使 っ た振動応答 に 関して は比較的良 く表 す こ とが

で き る が，構造 の 真の 特性 を表 して い な い 特性行列 を 同定

す る こ とが あ るの で 注意が 必要で あ る 。

4 ． 結 言

　起振力 と振動応答 か ら振 動 方 程 式の 特性行 列（剛 性行列 ，

質量行列，減衰行列〉 を繰 り返 し計算で 同定 す る 方 法を提

案 し ， その 方法の 精度 を検討する ため に，特性行列 を与 え

て 振動応答を計算 し，その 起振力 と振動応答 を用 い て特性

行列 を同 定 して 振動 応答の 計算 に 用 い た特性行列 と比 較検

討 した。そ し て ， 同定 され た特性行列の 性質 に つ い て も調

べ た。得 られ た結果 を要 約 す る と次 の よ うに な る 。

　 （1 ） 繰 り返 し計算 に よ り起 振力 と振 動応 答 か ら振 動 方

程式 の 特性行列 を同定す る新 しい 方法 を提案 した 。
こ の解

析方法 は計 算 容量 も小 さ くて す み，また 計算 ア ル ゴ リズ ム

も簡単 で あ る。

　（2 ） 特性行列 の 同定計算 に 用 い る 振動応答に 振動系 に

対する 十分 な情報 が 含 まれ て い な い と きに は ， 計
．
算 に 用 い

た 振動応答 は良 く表す が ， 物理 的に 明 らか に 閔違 っ た特性

行列 を 同定する場合 が あ る の で 注意が 必要 で ある。

　（3 ）　特性行列 の 同定計算 に 当た っ て は ， 振 動系 に 対 す

る 十分 な情報が 含 まれ て い る振動応 答 を用 い る こ とが 重要

で あ り， そ の た め に は解析周 波数範囲 はで きる だ け広 くし

て，し か も多点 で 起 振 した 振動 応答 を用 い る こ と が 望 ま し

い e

　（4） 本論文 で提案 した方法 は ． 特性行列 を 同定 し よう

とす る振動系の 情報 が十分含 まれ て い る振動応答 を用 い れ

ば精度良 く特性行列 が 同定 で き る。

　本論文 で は ， 特性行列 を与 え数値実験に よ り振動応答を

求 め，そ の起振ガ と振 動応答 か ら特性行列 を 同定 して 解析

法の 精度を検討 した。今後 は，実際 に 振動実験 を行 っ て 計

測 した振動応 答 を用 い た特性行列 の 同定 と，実験 的 に 同定

した特性行 列 と理 論的 に 求 め た特性行列の 合成に つ い て検

討す る 予定 で ある。

　 な お，本研究 は，文部省科学研究費
一

般研究（C ）の 補助

を 受 け た。
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