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流体音場の 基礎方程式 に つ い て

正 員 山　崎 　隆　介
＊

On 　the　Wave 　Equation　in　Hydroacoustic　Field

by　Ryusuke　Yamazaki，　Member

Summary

　 In　this　paper，　it　is　shown 　that 　liquid　can 　be　treated　hydrodynamlcally　as 　a　compressible 日uid　sim 三1ar

to　gas　by　using 　the　extended 　Tammann 　equation ．　 Thus，　regardless 　of 　fluid　phase，　the　wave 　equation

goveming 　the 　hydroacoust 孟c　field　can 　be　deCluced　from 　the 　fundamental 　equations 　of 　compressible 　fiuid．
As　a　result 　it　is　found　that　the　heat　can 　be　one 　of　the　sources 　of　sound 　as 　well 　as 　mass 　injection，

　external

force　and 　Lighth董H’s　stress，

L 　緒 言

　流体中の音 は，ま ず音源が あっ て ， 次 に こ れ か ら発 生 し

た音波が 境界面 （壁面〉で 制限 され た領域 の 媒質 を介 して

伝播 し
， 最後 に 観測点 に 達 す る とい うパ ターン を もつ 。そ

し て 音源 とし て は ， 送風機 ， 換気扇 な どの フ ァ ン，船舶及

び 飛 行機を推 進す る た め の プ ロ ペ ラ，ジ ェ ッ トエ ン ジ ン の

噴流 ， 不 連 続流 を つ く る空洞の よ うな騒音源 か ら， 楽器 や

昆虫な どの よ うな 美 しい 音 を出す音源 まで 無数 の 種類が あ

る。また音 の 伝播 は 媒質で あ る流体 の 成分
・相及 び流速 と

直接関係 し て お り，他方で 境界面に お け る反射，透過，屈

折や，障害物 に よ る回折， 散乱 ， 吸収な どの 現象 を含 ん で

い る 。 何れ に せ よ流 体音 は流体の 現象で あ るか ら，流体力

学 の 基 礎 方程式 を満足 し な けれ ばな ら ない 。

　 さ て多くの 音の 理 論 は 媒質 に よ っ て 区別 さ れ ， 媒 質が圧

縮性流体で ある空気音 と非圧縮性流体 に 近 い 水中音は それ

ぞ れ 別個 に 取 り扱 わ れ，流体 とし て相 に 関係 な く統
一

され

た 基 礎 方程式 は導 か れ て い な か っ た。しか し水の 圧縮性 は，

音に 限 らず， 水中に お け る有限振幅 の 圧力波 の 伝播 ， 爆発

現 象な ど ， 多 くの 問題 に 関係 す る。こ れ を解 くた め に ， 本

報告で は ，流体 を単
一

相の 場 合 に 限 り，基礎方程式 と して，

圧 縮性流体 に 関 す る運続方程式，運 動 方 程式 及 び エ ネ ル ギ

ー方程式 を示 し，更 に 液 体 に も気 体に 対応す る形 の状態方

＊

九 州大 学 名誉教 授

程式 を導入 す る。そ し て これ ら の 基礎方程式 を用 い る こ と

に よ っ て ， 厳 密 に ， 流 れの あ る一般 的 流場 に存 在 す る音場

の 基礎方程式 を 導 くこ と もで き るが
1），本報告で は簡単の

た め，空間的 ・時間的 に 激 し く変動 し ない 流 れ を媒質 とす

る音場 の 基 礎方程式 ， す なわ ち波動方 程式 を導 く こ とに す

る 。

2． 単
一相の流体力学の 基礎方程式

　 流 体 の 充満 す る 物理 空 間 を ， 空 間固定の 直交 直線 座 標

Xi ， た だ し ゴ＝1，2，3 で 示 し， 時間を tで 表す 。 本節で は，

流 れ の状態 を
一

般化 し て乱流 とし，層流 は形 式的 に乱流の

特殊 な状態 と考 え る こ とに す る。さ て ，流 体 の 密度 を ρ，流

速 の Xi 方向の 成分を Vi，体積力の ポ テ ン シ ャル ρ9 の 影

響 を差 し引 い た圧力を p と し．銑 の
一

定の 面内に お け る Xj

方向の 粘性 に よる 応 力 ア ン ソ ル を 砺 粘性係数 を μ ， 体積

粘性係 数 を x， 乱 流 運 動 エ ネ ル ギーを K ‘ とし ， 単 位質 量 あ

た りの エ ン タ ル ピーを h， Xi 方向の 熱流 束 を a1， 絶対温度

を T ，熱伝導係数 を leと し ， 更 に 単位体積 に 分布 す る 吹 き

出 し 強 さ を σ，熱源の 強 さ を Q，単位体積に 働 く外力の X ，・

方向の 成分を fiと す る と，
　 mass

．−
weighted 　 average さ れ

た 基礎 方程 式 は次 の よ う に得 られ る
2｝。尚 こ こ で 吹 き出 す

流 体 は，速度 もエ ネル ギ
ー

も持た ず に 放出 され る もの と す

る。す なわ ち

連続耀 式 ・器 煮（・・ 冠 　 　 （1）
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運 動 方程式

藷・Vi）・孟（・鋤 … p− ri」）一ん

エ ネ ル ギー
方程式 ：

（2 ）

磊［・（h ・t・… 〉
一

・］・謠［・（h・告・・Vh）・・

−
v ・riS

−＋ 9干9 ＋ 呱 　　　　　（3）

状態方程 式 ：A（ρ，p，　T ）＝＝O，

ただ し

（4 ）

rif− ・儲 ・｛絵）
一・4［（・ 一号・）豊 ・ ・K ・｝

　　・・
一一囓 　 　 　 　 　 （・）

　　A （ρ，p，　T ）：流体の 状態 に よ っ て 決 ま る ρ，
　p，

　T の 関

　　　　　　　 数．

こ こ で指標 i，　i，
々 は何れ も 1，　2，3 を示 し ， か つ EinSteinの

約束を採用 し ， 勗 は Kreneckerの 記号 で あ る 。 今乱流モ デ

ル の
一

例 と して Smagerinskyモ デ ル を採用 し， す な わ ち，

th及 び k。 を そ れ ぞ れ 物性値 とし て の 粘性係数，熱伝導係

数 と し，定圧比熱を c ρ と し ，
tiを数値計算の た め の 微 小 格

子 の 体積と して

　　μ
一

絢 ＋ 21，，μ，
・＝

ρ（Cdi＞2A ”2
，　Kt− （α 4）

2A

　　み《藷・謝絵．

　　le− k・＋ 馳 一
筈 ・舮 筈 　 　肚 （6 ）

とお く。 こ こ で μt 及 び le， は それ ぞ れ 乱流粘性係数，乱流熱

伝導係数 と呼 ばれ ， Cs 及 び Cxは定数 で あ り，P ，。 及 as　P ．

は Prandtl数 で，何れ も予 め 与え られ る 。 尚 ， 流速 の 空間

的
・
時間的変化が 緩や か な 状態で は （6）式 に お い て A ・−D

と な り，従 っ て tit＝・O，　K ，
＝O， 更 に h，

− 0 と な っ て ， 原 方程

式（1 ＞，（2）， （3）， （4）は 層流場 の そ れ ら と一致す る。

　ま ず ，
エ ネ ル ギー方程式 （3 ）を

　　券・伽 激偽 ）
一
（咎畑 譱）

一
砺藷＋豊

　　　一・e ・
−1−… V，　 　 　 　 （・）

と 書 き換 え，更 に基礎方程式 の 表示を簡単 に す る た め

　　弄
・一た 謠（・町 ・ ），

　　Q ・

＋ ・畦 嘸
一
｛塾・ ・ 劣1　 （・）

を定義す る と，（1），（2 ），（7 ）式 は

　　夥＋ 防畠＋鵜一
の

　　嘉ρ・・）＋幕一 疏

　　ρ（t／・囓 ）一（留＋ め藷）＝−Q
＊

（9 ）

（10）

（11）

と表 さ れ る 。こ こ で fi，Q＊
は，（8 ）式 に 示 す よ うに tf ，，Q

の 他 に 流速 Vi，熱流束 qi，粘性 に よ る応力 τσ を含 ん で い

る 。

　次 に，状態方 程式（4）及 びエ ン タル ピー h に つ い て 考 え

る。現在 ま で に 気液 の 二 相 を包含 す る状態方程式 と して

van 　der　Waals の 式を は じめ として 多くの 経験式 が提案 さ

れ て い るが ，
こ こ で は ， 簡単に

， 理 想気体 の 状 態 方程式 を

拡張 す る こ と に よ り て 得 られ た Tamma 皿 の 式啼 更 に

拡張 し て

　　P＋ ρ。
　・ρR 、（T ＋ T ，）　 　 　 　 　 　 （12）

を仮定 し ，　PH，　Te及び R ． は流体の 種類 相に対応する定数

とす る。こ の （12）式 は，p ，　p，　T の 変化 の 範囲が大 き くな い

とき に ば少 くと も
一

般 に 近 似的に 成立す る。そ して ， 定圧

比熱 Cp を近似的に 定数とし ，

　　R 。
一．仁   　 　 　 　 　 　 　 （13）

　 　 　 　 　 κ

で κ を定義す る と， 理想気体の 場合 鳥 は 気体定数 で あ り，

x は 比熱比 で あ る。 次に エ ン タル ピーh を T
，Pの 関数 と

す る と

　　幽 一（
∂h
∂T ），・T ・（茘〉汐 　 　 ・14・

とお くこ とが で き る 。 こ こ で （）p，（）r な ど は それ ぞ れ p，

T な ど が
一
定の も とで の 偏微分 を示 す。 熱力学

4｝
に お け る

定義及 び関係式か ら

（2ti）， ≡ ・・ （蕩），

一一・（轟 〉，＋去
が 成立 し ， （12）式 を用 い る と， （15）の 第 2式 は

　　（
∂h
∂P）， 一

一
鑑 ＋

鳥

鴇，L 鍛
と な る 。 （14）式 に （15），

　　dh− ・・
dT ・ 舞卸

と 表 され る。他方（12）式 か ら

　　轟 一穿一
丁望ガ 蠡 4T

（15）

（16）

〔16）式を代 入す る と，
dh は

（17）

（18）

が導か れ，こ の （18）式 と 〔17）式か ら d7
’
を消去 し， （13）式

を参照す る と，結局 dh は次の よ うに 得 られ る ，

　　伽 叔壱 ・
丁転）の

一
≠1塑 面

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （19）

従 っ て，標準状態 T ＝ T°，p＝Pbに お け る標準エ ン タ ル ピ

ー
を h；が とす る と，

h は （17）式 また は （19）式を積分 す る

こ とに よっ て次の よ うに 表 され る ，

　　h ・ h・… （・ − T “
）… T・ 1・9多な釜

一が 一
・・（T

・
＋ T ・）＋≠τ禦

B

　　　・ 跚 ・9驚 1・　 　 　 （・・）

今 ，
エ ン トU ピーを S とし，s の 定義式 と （19）式を 用い る と

　　・TdS・
・d・一・・

一
。
望1［の

一 （
響 ・・｝（21・

た だ し
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　　　　　 （κ一1）Te　　　　　　　　　　　　 κ
一1）ρRs　TB

　 　 σ ＝ 1十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （22》　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ 1十
　 　 　 　 　 　 T ＋ Ts　　　　　　　　　　　　　　P十Pe
が 成立 す る 。 （21＞式 の関係 を用 い る と， （11＞式 は 最終的 に

　　夥・囓
一κ

黔 惚 ・囓 ）一
κ

汚
1
¢

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （23）

また は

・T （
∂s 　 ∂s

∂t
十 V」

∂Xi ）：− Q
・

と書き換 え られ る 。

（24》

特 に ， 断熱変化 すな わ ち等エ ン トロ ピー変化 を 考え る と

き ， 音速 c は （21）式か ら ，

　　c2 ≡ （並∂ρ）5
− 」

讐 一κ

乏シ
1
　cρ〈T ＋ T ．） （25）

と定義され ， また （24）式 か ら Q ＊＝0 となり，（22）式を考慮

して （23）式 を解 く と，

　　T・ ＞＞ T の と き … 学 … n …
，
C2 一学

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 以上 （26）

　　T・ … の ・ き ・紙 学 ・ ・… t・，… 一．e（（P十 PB
　 ρ

）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 以 上 （27）

が得 ら れ る。さて 体膨張係数 βは （12）式 を用 い て

　　β・ 傲券）、 一纛 　 　 　 （・8）

と表 され る が ， 理想気体の 場合 は 玲 ＝ 0 で あウ， 液体 の 場

合 は β が 気体の 場合 よ りは る か に 小 さ い こ とか ら 乃 》 T

で ある 。 す な わ ち （26）式 は液体 の 場合 に 対応 し，（2の式 は

P8＝ e の とき理 想 気 体 に 対応 して い る 。 尚 ， 水中爆発関係 で

は圧縮性 を考慮 した 液体の状態方程 式 と し て PB≠ 0の と

きの （27）式が採用 され，p と ρ の 関係式 は Taitの 式 と呼

ばれ て い る
5）

。

　最後 に，流体 を 気体 と液 体 に 分 け ， それ ぞれ の 代表 例 と

して空気 と水 をと りあ げ， 状態方程式 （12）及 び エ ン タル ピ

ー
の 式 （20）に 含まれる物理量 の大略 の 偃に つ い て述べ る。

　（a ） 空気の 場合

　空 気 は近似的に 理想気体 とみ なすこ とが で き るか ら，
R

を気体定数 ， γ を比熱比 と し て PB＝O，　T ．
・・O，　h

°−
c ρT

°・＝

0，か つ κ
＝

γ
置1．4，Cp ＝・1．OD45kJfkgK，従 っ て Rs ＝ R ＝

0．287kJ／kgK とお くこ とが で き
1，

， （12）， （20）， （22）， （27），

（25）式 は そ れ ぞ れ

　　P − … 加 ・跚 一・凌 ・・n ・t，　c2 ＝
J
￥

！

と書 くこ とが で きる。こ れ らの式 は空気力学 で用 い られ て

い る。

　（b） 水の 場合

　真水 を 圧 縮性流体 と考 え る 。 水 の 物性値 の tc6｝7）か ら ，

15℃ を基 準 に と り，
T “＝288．15　K ，　p

°；＝1．01325x105Pa， ρ

＝999．17kg 〆m3 ，　hq− 62．941　kJfkg，　cp 　・＝4．184　kJfkg・K ，β

＝ 1．58x10“41K ，　c ＝1467m ／sec をよ み と り，こ れ らの 諸値

を （25），（22）武 に 代入 す る と， Tk＝ 6040K，　rc＝・1．0881，　U −

1，0841，ps＝・21423× 105Pa が得 られ， 更 に （13）式か ら Re＝

0．3388kJfkg・K が 得 られ る。こ れ に 対 し，　Coleは ， 実験結

果 を整 理 し ， Taitの 式 に 対 して ρ8 ＝3047x105P2
，

κ
＝7ユ5

を与え て い る
5》

。

3． 流体音場の 基礎方程式

　前節 に お い て ， 状態方 程式 （4）が （12）式 の よ うに 与え ら

れ た とき ， 基 礎方程式 は （9）， （10）， （23）式 ， す な わ ち

審・ 囓 ・ ・黔 ・ 　 　 　 （29）

　　壽・v ・）＋募一眉
一・， 2，・3，　　　 （3・〉

　　審・ 鵜
」 劉 夥＋畷 ）一

κ

まα

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （31）

で あ る こ とを示 した。

　連立方程式 （29），（30），（31＞を解い て ρ，　Vi を消去す る と，

p に 関する方程式 の 申に 音圧 に 関する方程式が含まれ て い

る筈で あ るが ， しか し元 の 連立方程式は非線形で あ り， P の

み に 関す る方程式 を導 くこ と は 不可能 で ある 。そ れ故 こ こ

で は流速 な どが 空 間的・時間的に ゆ っ く り変動す る 流場 に，

音圧が 重 畳 され た 場合 を取 り扱 う 。 す な わ ち ， 平均圧力を

p。 ， 平均速度 を Voi，平均密度 を ρ。 と し，変動 量 を hat 一
で

示 し て，

　　ρ　
＝＝

　Po十 ρ，　Vi＝tloi十 θご，　p；to十 p　　　　　　　　（32）

とお き， ρo，VOi，あ に 比 べ て fi，携，　P を 1次 の 微 IJN量 と し，

か っ ρe，thi，　p。 の 場所及び時間に 関す る微分 を 2次以上 の

微小量 と す る。更に σ，f‘

“

，　Q ＊1Uの 時間的変動成分 を 1 次

の 微小 量 と し， それ ぞ れ を［σ］αc
，［fi　］ac ，［Q ＊

！σ］ac と表 す 。

（32）式 を （29）， （30）， （31）式 に代入 し ， 2次以 上の 微小 量 を

無視する と，

釜・誌幅 ・ 砺 ρ〉一［・】碕

　　審（ρo δf十 四〇，ρ）・絡 臨

　　甓一6霧一（・
一

・）［Q ・1u］…

た だ し

　　盡景 囑 盡 拒
κ

謡
卩

・

　　u・
− 1・

（κ

認帶
乃

が 成立す る。（33）， （34）式か ら 甜 を消去 す る と

　　亜 ＿ ∂
Zp

＿∂［σユue 一盤
　　 ∂t2　 ∂Xi ∂Xi　

’
　∂t　　　∂Xi

（33）

（34）

（35）

（36）

（37）

が 得 ら れ ， 更 に 〔35）， （37）式か ら ρ を消去 す る と， 音圧 fi
に 関す る方程式 が次 の よ うに 得 られ る ，

　　霧（
⊥ 並 ＿ 塑 一
〇3 ∂t2 　∂Xi ∂記f）一 甜撃 一響 ）
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　　　　　　　　　　　　・望
ヂ［
繰

σ1・

… 8・

（38）式 は 空間的 ・時間的に 変動 の 緩 や か な 流場 に お け る音

圧 P の基礎方程式 で あ り， c 。 は 断 熱 音速 で あ る。

　更 に 最 も簡単 な場合，すな わ ち ， 静止 流体中で 音波 が伝

播す る場 合 を考 え る と，

　　v・ 1≒ ・
， 従 ・ て毳揚 　 　 　 （39）

とお くこ とが で き ， 2次以 上 の 微小 量 を省略す る と ， （38）式

と同様 に して ，音圧 P に 関 す る波動方程式

　　 1 篁 ！ 廴 こ並 ＿−e［iZl・9
　　蕾 ∂t2

−
∂Xiaxi 　　∂t　　　　　　　　　　　　　　　 ∂Xi

　　　　　　　　　　　　　＋
κ

壽
1 ・撃 （40）

を導 く こ とが で き る 。 （40）式 は音全体 に 関す る基 礎 方程式

で ，そ の 右辺 は音源 の働 き を表 し，こ れ に 対 し左辺 は音圧 ．

b の 伝播の あ り方 を示 して い る。（40）式の 右辺 の ［Q＊1U］ac

の 存在 か ら ， 熱源 も音 の 原因 とな りうる こ と が 分 る
S）。

　尚，Phillipsの 圧力方程式
9 ｝1°）に お い て，　 u ＝1 と し，

エ

ン ト ロ ピー
の 項に ， 〔24）式を代入 し て ， 上 記 と同じ近似操

作 を行 い ，更 に ∂Vi／∂Xi ≒ O とお くと ， （40）式 と同 じ式が 得

られ る。

4． Lighthillの 方程式に対す る一考察

　音 に つ い て の Lighthillの 基 礎 方 程 式 は 次 の よ うに し て

導 か れ て い る
ll］

。 す な わ ち連続 方程式（29）及 び運 動 方程 式

（30）か ら ρVi を含 む項 を 消去 して

肇一
、謡 一 器 募 　 　 　（41）

を導 き ， 左辺 第 2項 を右辺 に移項 し ， 適当な 常数 Cr を導入

して

嘉 ・協 1
一募幕 ・孟 メ・

一
・；・）… ）

と 書 き 換 え ， こ の 式の右 辺 に （8 ）式を代 入 して 整理 し ， 最

終的 に 音場 の 基礎 方程式 と して

　　離一
・帚毒

一寄一募＋譏 ・　 （43）

た だ し

　　 Tu・＝＝Teu’十 δσ（P− c4ρ），7  ヴ
＝

ρ四、防 一
tti　　　　 （44）

を提 示 し て い る 。
こ こ で Tb・は Lighthillの 応 力 テ ン ソル と

呼ばれ．ま た c ， は 静止流体中 の音速 に 等 し くな る よ う決

め て い る。尚，Lighthillの 原論文
11）

で は σ＝O，五五〇で あ る

か ら，（43）式 は 拡張 さ れ た Lighthillの 式 とな っ て お り，多

くの 教科書に採用さ れ て い る 12）13］
。

　 他方，（41）式 か ら同様 に し て

　　藩 一
、磊 一籌一蘊・毒

．募（P− ・1・）・・5・

を導 くこ とが で きる 。 （45）式 に お い て 各項 の 変動 成分を と

P，それぞれ を （40）式の 各項 と対応 させ る と．c ，
＝C。 とな

り，ま た 右辺 第 3 項の 対応 か ら

　　毒蓄ρ
一
翻 一κ

壽
1 一
撃 ，

す な わ ち

　　誰ρ
一

砌 一（・
− 1）［Q’ fU］ac （46＞

が 得 られ．る 。 （46）式 は エ ネ ル ギー方 程式 で あ る （23＞式 に お

い て Vi を 1次 の 微小量 と し，高次 の 微小 量 を無視す る こ と

に よっ て も導 くこ とが で き る。 （46）式の 関係か ら，（43）式

の 右辺 の 為 に 含 まれ る づ
一C諮 は，陰に で は あ るが，熱源

に 相当する項 を含 む こ と が わ か る。

　尚 ， 音 を音源 を も含 め て 断熱変化 と 考 える と ， （21＞，（24）

式か ら

　　Q
・
…

， す な わ ・ 伽 卸
が 成立 し，従 っ て （41）式 は

　　⊥ 型 ＿一塑 一＝童 ＿．鐘
　　 c者∂tZ　 ∂Xi ∂Xi 　 ∂t　 ∂1：i

とな りt 更 に （44）式を用い る と

　　奇券一
∂鑑 一審一矗＋ 羞驚

（47）

（48）

（49）

が 得られる 。 （48＞式 を音場 の 方程式 と考 え る と き ， 時 問 的

定常項 を省略 す る こ とが で きる か ら，p，　O 及 び fiは前節

の 記 号 を 用 い て そ れ ぞ in．　p，［O］a。，　lfi】ac と お くこ とが で

き，次の よ うに 書 き換え られ る，

器 勢一
、謠 一∂【

舒
・ 」 黔 　 （・・〉

5． 結 言

　以上 に お い て ， まず ， 単
一
相流体 の 状態方 程式 と して 拡

張 さ れ た Tammann の 式を採用す る こ とに よ り， 液相 の 場

合 の 流 体力学 の 基礎方程式は ， 気相 の 場合 と同じよ うな圧

縮性 を考慮 した方程式 に 導 か れ る こ と を 示 し た 。 次 に ，
こ

の 基礎方程式 を媒質の流動が 空間的 ・時間的 に 緩 や か な 場

合に 適 用 し，液体に も気体 に も適用 で きる音 圧 に 関す る 波

動方程式 を導い た 。そ の 結果，気 ， 液 の相 に 関係 な く，形

式的 に吹 き出 し ， 外力， 乱 れ流 れ 以外に 熱源 （エ ン トロ ピ

ー変化） も陽 に 音源 とな り うる こ とが 分 っ た 。 尚 こ こ で 導

い た 波動方 程 式 は ， 流 体の 運動 の 変化が 緩や か な場合 に 限

らず，

一般 化 され た流場に も含 まれ て い る こ とが 類推 さ れ

る。

　最後に ， 騒音 の研究をは じめ る｝こ当っ て 御指 導 と御便宜

を賜 わ り，特に 本報告の 内容に関して 多 くの 御教 示 を頂 い

た 九州大学 工 学部難波昌伸教授 に 心か ら御礼申 し上げ る 。

　な お
， 本報告 は

， 著者が 三菱 重工 業（株）の 顧問とし て 実

施 した 研究の
一

環 を取 りま とめ た もの で あ る。
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