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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Summary

　At　present，　the　finite　element 　method 　has　become　a　standard 　tool　direct夏y　and 　widely 　applied 　to　ship
structural 　design．　One 　important　application 　is　the　overall 　analysis 　of　ship 　hull　or 　a　large　portion　of　it
to　evaluate 　stresses 　acting 　on 　different　members ．　Although　accurate 　results 　may 　be　obtained 　by　the
丘nite　element 　method ，　the　accuracy 　of　these　results　depends　on 　the　way 　they　are 　used ．　For　example

，

when 　plate　buckling　strength 　under 　combined 　loads　is　evaluated 　approximate 　buckling三nteraction
equations ，　the　inaccuracy　of　these　equations 　may 　d三minished 　the　value 　of 　the　accurate 　stress　analysis
by　the 且nite 　element 　lnethod ．

　In亡his　paper，　an 　accurate 　and 　eMcient 　calculation 　method 　of 　the　buckling　strength 　of　a　rectangular

Hat　plate　is　presented．　The 　boundary 　condition 　is　any 　combinat 三〇n　of　being　sirnply　supported 　and 　fixed，
and 　the　plate　is　subjected 　to　combined 　two　directional　axial 　stresses （び呈and σ夛），　inplane　shear （r」y）and
two　directional　inplane　bending（（淫 and σρ）．　Biharmonic 　deflection　function　whi （th　satisfy 　the 　boundary
conditions 　is　assumed 　and 　made 　to　satisfy 　the　boundary　conditions ．　The　principal　of　virt ロal　work 　is
applied 　to　formulate　a　general　eigenvalue 　problem 　in　a　matrix 　fo  ．　Solutien　of　this　problem 　provides
the　buckling　stress 　and 　the　corresponding 　buckling　deformation　pattem ．　The　accuracy 　of 　this　method

is　estimated ．　The　same 　method 　is　used 　with 　any 　boundary　and 　loading　conditions ，　and 　is　implemented
mone 　compact 　and 　ef丑cient 　computer 　program ．　The　buck至ing　values 　may 　be　more 　accurate 　than　those
by　the　finite　element 　method 　with 　less　computer 　time．

L 　緒 言

　計 算機 の 発達 と それ を と り ま く環 境 の 整 備 に よ り， 有限

要素法 が船体構造設計時の 応用解析へ 直接適用 され る よ う

に なっ た。有限要素法 は強 力 な ツ
ー

ル で あ り精度の 高 い 計

算結果 を与 え るが ，そ の 精度を保持 しなが らそれ に続く強

度評価 に つ なが な け れ ば，価値 を低下 さ せ る こ とに な る。
そ の一

例が 座屈強度評価 で あ る。
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　船体構造 の 中で 座屈 評 価 を必 要 とす る構造要 素に 矩形 板

が あ る。矩形板の 座屈強度の 推定は 船級協会等が 示 した 簡

易式 を用 い る こ とが で き るが 文献 ）で 示 したとお り精度 は

あ ま り よ くな い。本論文 で は 各辺が 固定 ま た は 単純支持 の

組 み 合わせ で 2 方向 の 圧縮 ， 剪断， 2 方向の 面内曲 げが 作

用 す る矩形板の 座屈応力を精度よ く求め る 方法を 述べ る 。

　本論文 で は矩形板 の 座屈値 を求め るた め に仮想仕事の 原

理 か ら導 か れ る基 礎方程式 を も とに
． 少 し工 夫 を こ ら した

処理 をした後，一
般固有値問題 として マ トリッ クス を作成

して 解 く。こ の 方法 は，古典的な解法 で あ り，1930年前後

に か な り研 究 さ れ て い る
2 ）3 ｝

。 しか し，吉識等
e

も 指摘 して い

る とお り理 論的な 統
一

性 に 乏 しい
。 そ の 理由の

一つ に 各 文

献問 の撓み 関数が統
一

され て い な い こ とが あ げ られ る。吉

識等 は 擁み 関数 を ベ キ 級数 と し て 問題 を解 い た が ，本研究

で は よ り収 束 性 の よ い 重 調 和 級 数 に よ り撓 み 関数 の 統
一
化
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を は か っ た D

　本 解析法 に よ る 座 屈問 題 の 解析結果 の 精 度 は 撓 み 級数の

項数 に 依存 し項 数 が 少な い と精度が 悪 くな り，項数 が 多い

と精度 は よ くな る が 計 算時 間を 要す る。最適の 項 数 を検討

し，
そ れ に よ っ て 高精度か つ 効率的 に 座 屈 応 力値が 求 ま る

こ と を示 す 。

2． 理 論

　2．1　基礎方程 式 の 導出

　対象 とす る矩形平板 の 寸法 ， 座標系 は Fig，1 に 示 す。各

辺 が 固定 また は単純支持 の 矩形 板 の 座屈問題 を解 くた めの

基 礎 方程 式 は仮 想仕事の 原 理 か ら導か れ式 （1 ）で あ る。

　　∬∬［嬬 勢 ・囓 嘗

　　　＋ 畷審
．
黌 ＋嗇警〉

　　　・ 鵡
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　　　圄   響 ・ ・識 魏

　　　＋券
∂

劉］ 
一〇　　　　 m

こ こ で
，

σ詈は x 方 向 の 軸応 力，σ5は y 方向の 軸応力 ， r。 y

は剪断応力，σ2は x 方 向の 面内曲げ応 力 ， σβは y 方向の 面

内曲 げ応 力 で Fig．1 に 示 す と お りで あ り， 矢印で 示 す方向

が 正 の 応力 で あ る。w は 燒み で ， δw は仮想燒 み で ある 。　D

は 曲げ剛性 ← Et3112（1− yZ）），　 t は 板厚，
　E は ヤ ン グ率，

v は ボ ア ソ ン 比 であ る。

　式（1）は 無次元化する と式 （2）に な る。
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Fig．1　Dimensions 　and 　coordinate 　system 　of 　a　 rectan −

　　　 gular 　plate　and 　positive　acting 　stresses・

＋歩票肇 ・ 2藷 差霧
＋ ・

・

壽
・

靉｝齠 帰 （2 ）

こ こ で ， a は ア ス ペ ク ト比 （＝αノの で あ り，5呈，5夛，　
r
恥

δ2， 齶，th，τ，　g は 無次元 量で あ り次 の よ う に 定義す る。
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　　Cb＝・w 〆t，∫ ＝ x！a ，　Y
−
　＝　y！b．

　式（2）の 撓み と仮想撓 み を式 （3）の よ う に 証 方向 の 撓

み 級数 と g 方向の 撓み 級数 に 分離で き る 形 に す る。

　 　 　 　 m 　 　り

　　tO＝ΣΣ｛狐 ，x 々僑）玖 歹）｝，
　 　 　 々這2’冨畳

　　　　 m 　　n

　　δ翻＝Σ Σ｛δ砺 X ，（溶 ）島（互）｝，　　　　　　 （3）
　 　 　 　 ピニにゴヨし

式（3）を用い る と式 （2 ＞の 積分 も 各項 毎 に 節 方向 と 亘 方

向の 積分 に 分 離す る こ とが で き る 。 式 （2）の積分 も分離 し

た 上 で 式 を さ らに 簡潔 に 表現 す る た め に 式（4 ）を定義す

る。

　　縱 イ
∂
ρ

瀞
）∂

9

券
譁）

鷹

　　／留
一∫跨疑 響弄

）
晦 ・

　　・泉イ （2x
− − 1）X ，（xM）Xlt（x

一
）讃 ・

　　Jn＝1i（2ず
一1）Yj・（互）Y ‘（評）ofび．　　　　　　　　　（4）

∫潔， ノ卿 ， 瀛 ， 乃 は 積分を定 義 す る記号で あ る か ら以 後
“
積

分値
”

と呼 ぶ 。 ま た ， 式 （4 ）の 定義式 に は式 （5）の 性質が

あ る。

　　∬  一∬8ρ，ノ）Pt9＝ノ呂
P．　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

式（3）と式 （4＞を 罵 い て 式（2 ）を計 算 した結果が 任意の 仮

想燒 み の 成分 δto，， に つ い て 成 立 す る た め に は式（6）を満

足 しな けれ ば な ら な い
。

　　 m 　　n

　　 ΣΣ［tOm〔δ呈∬’是溜 ＋ δ夛∬靉ノナ’＋ 島 （躍 ／鋼
　 　 k；1i一1

　　　＋ 瘰 刀P）＋ 謝 飜 ＋ δ纏 刀昌 歩∬耀

　　　 ＋ 2∫謎刀〜＋ ゲ∫靉乃
z
｝】＝・O，f・ r　all　i，　i 　 　 （6 ）

式（5）と式（6）よ り， 必 要な 積分値は 澀 ，躍 ，躍，ノ鎗

錦，ノ磐，ノタ！
亀

，刀’，乃
Z
，乃 で あ る こ とが わか る。 こ れ ら の

積分値 を具体 的 に 決 定 す るた め に は ，ま ず式（4 ）に 表れ る

撓み 級tw　X ，（の ， 琢 の を具体的に 決 定 し な けれ ばい け な

い D

　 2．2 撓 み級 数

　 式 （3）で 定義 した 撓み 関数 の X 、（の ，以 の は 基 本的 に

は境界条件を満足す る級数 で あれ ば どの よ うな級 数 で も よ

い が ，本研究 で は 少 ない 項数 で 座屈波形 を う ま く表現で き
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る重 調和関数 を撓 み 関数 とす る。」 方向の 燒 み 関数 は 式

（7 ），境 界 条件は 式（8 ）で あ る。

　　X ，
・（置）＝イtl，　cosQ ），ヱr）十 B ∫ sin （φixm ）十 C 、

　cosh （φご恋）

　　　　　　＋D 、 sinh （ρ、τ）．　 　 　 　 　 　 （7 ）

奏灘 綴鶏 灘編 ．
｝ …

こ こ で ，ゐ は境界 の 位置 で あ り Fig，1 の 矩形板 の左 辺 で は

娩
＝0， 右 辺 で は あ ＝1で あ る 。ま た ，例 え ば X ノ僑 Q）は

∂x，（τ o ）1∂置 を意 味 す る。

　式（7 ）の At
，
　 Bi

，
　 C・，　 D 、，

　 p， は 境界 条件 で あ る式（8）

よ り求 ま る値 で ある 。

　巧（の も式 （7 ）， 式 （8 ＞と 同 じ 形 で あ る の で 説明 は 省略

す る。

　 2．3 積分値

　撓み 級数で ある式 （7 ）を式（4 ）へ 代入する と，積分値 は

求 ま るが ，
こ の と き，積分 値 を 数値積分に よ り求 め る と，

高次の 撓 み 級 数 を含 む積分 値 に 対 して は 多 くの 積 分 点 を取

らな い と精度 が 悪 くな る 。 本研究 の 目的で あ る 高精度の 座

屈値 を得 るた め に は撓み 級 数の 項数 を高次 まで 取 る 必要が

あ り，そ の 高次の 擁 み級数 を含 む積 分値 こ そ高 精度 で 求 め

なけれ ば な ら ない 。そ こ で，積分値 を数値積分 で はな くて

数 式 積 分 に よ り求 め る 。 しか し ， 式 （4 ＞を数式積分す る こ

と は，両 辺単純支持 な ら ば比 較 的 簡単 で あ る が ， その 他の

場合 は 計算が 困難で あ る し
， 実際 に 計算す る と非常に 繁雑

な解 しか 得 られ ない
。

　そ こ で，式（4＞に 対 して 部分積分を繰 り返す こ とに よ り，

積 分 値 を X ，（の の 導 関 数 の 境 界 で の 値 ， つ ま り，X ノ（0），

X ∫
’
（0），κ

”
（0＞，」Y∫（1），

Xi’（1），
　Xin（1）な どに よ っ て 表す 。

こ の方法 の手 順 は文献 5）に詳し い
。 以後 ， この撓 み級数の 導

関数の境界で の 値を
“

境界値
”

と呼ぶ こ と に す る。こ の 方

針 に 従 い 式 （4）を計 算 す る と，式（9）を得 る。

i＝k の とき，

潔 一一
歯X ’（1）脚 ）・ 藷｛X ・（・）｝

Zi

・巽一表跚 淵 （・）一
、｝／．　｛X

・（・〉｝
・

　　　　
一
表X ’（1剛 1）・ 8，．｛

邸 （・）｝
2t

　　距 盍跏 ）X ・

”
〈・）一壱脚 脚 （・）

　　　　・纛勵 1）｝
・
＋1｛x ，（1）｝

・

，

　　∬器＝ρ1∬理，

・ト 嘉脚 ）｝
・一
壼隙 〉｝

・

＋
，｝紳 ）｝

・

　　　　・謝照 1）｝
・・

i≠ k の と き，

　　瑠 ≡∬鋳＝0，

　　酷
ρ？≒隻

｛一測 魄 （・〉・ X ；
’
（o）xg （0）

　　　　
− X ∫（O）X ”（0）＋ Xl

”
（1）XL（1）− X ，f

’
（1）XE

’
（1）

　　　　 ＋ X ∫（1）Xi
”
（1）｝，

　　躍 一
ρ1≒翼

鮒 ・）Xi
’
（・）一・X ：

y （・）XA
”
（O）

　　　　 − X ∫

”
（1）XE

’
（1）＋ xr （1）Xi

”
（1）｝，

　　∬畠一
（s／F！if．．pi）・｛

一（ρ1＋ ρ隻）x ’（o）XK（・）

　　　　 − 2× 1”（0）X 彦
〆
（O）十（♪穿十 ∫）裏）丿（∫（1）X ｛（1）

　　　　
一
十
一2丿ぐ∫

”
（1）XI

’「
（1）｝　　　　　　　　　　　　　 （9）

歹 方 向の 積分値 も 同様 で あ る の で 説 明 を省略 す る。

　 式 （9）に よ り式 （4 ）の 数 式積 分 は 完了 す る の で ，あ と は

各境界条件 に 対 す る境界値 を求 め て式 （9）に 代 入 すれ ば よ

い 。

　 2．4 境界値

　 こ の 節で は各 境界条件に 対す る 境界値 を求 め る。Xi（xL）

に 対 す る境界値 も 以 の に 対 す る境界値 も同様 の 解 法で

求 ま るか ら，こ こ で は X ゴ僑 ）に 対す る境界値 だ け を示 す 。

求 め方 は どの 境 界 条件 の 場合 も同 じ で ある の で 両 辺 固 定の

場合 を詳 し く解説 し ， 他 は求 めた 結果の み を示す。

　 2．4．1 両辺固定の 場 合

　 両 辺 固定 の 場合，式（8 ）を式 （7 ）に 代 入 す る と式 （10）と

式 （11）を得 る。

　　 cosPi 　coshP 厂 1＝0．　 　 　 　 　 　 　 （10）

　　A ，（＝− C ，）； B ，（＝
− Di）

　　　＝−
sinh 　1）i 十 sin 　Pi： COsh 　f）1

− cos カi．　　　　 （11）

こ こ で
， 仮 に A （＝− G ＞＝−

sinh 　Pi　十sin　Pi，　B 、（≡− D ，）
＝・coshP 厂 cosPi とす る と積分埴 潔 は式（12）に な る。

蝋 野
蜘

一
曲 鰰

喋 纖 1：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （12＞
こ こ で ，式（12）は i［Tkの と き大 き な Pi に 竝 して 積分値 堽

は 非常 に 大 きな 値 とな るた めに 数値誤差 の 原因 に な る。

　 そ こ で ，今度 は 逆 に 積 分 値 潔 が 式（13）を満足する よう

に 撓み 級数の A ，，B ，，　 C、，　Di の 値 を決 め る こ とに す る。

瑠 一
艦 雰壕 　 　 ・13・

積分値 が 式（13）を満足す る と き X ，（紛 は 区間 ［0，1｝に 対

して 正 規直交関数で あ り， 式（12＞に 対 して 言 っ た 誤差 の 原

因は な くな る。

　さ らに
，
A ，，

　 B ，，　 G ，　D ， を簡潔に 表現 す る た め に ， 次の

こ とを考 え る。 式（10＞の 解 ptは 1．5π ，2．5π
， 3、5π，…

に 近

い 値で ある。そ こ で ， 式 （14）の よ うに p、を p。尸 1．5π，2．5π，

3．5π，…と微小 量 の に 分 離す る 。

　　Pi＝Po，十 dP、．　　　　　　　　　　　　　　　 （14）

P。 i と dP、の 値 を Table　R こ示 す。式（14＞を定義す る こ とに

よ りcos 　pf，　sin　Pi，　cosh 　Pi，　 sinh 　Piを cos 　dpi，　sin 　dp，で

表す こ とが で き る 。 その 変換式 を式（15）に示 す。
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Table 　l　poi　and 　dp，　for　both　edges 　being　clamped ．

2

1

o

一1

zP 〔庭 伽 ‘

1L5 π 十〇．01765176
22 ．5π 一〇．00077701

33 ，5π ＋0．00003355

44 ，5π
一〇．00000145

55 ．5π ＋0．00000006

66 ，5π 0

： ： ：P ． 畢

　 　 　 　 頭一2
　 　 0　　　　　　0．2　　　　　　0．4　　　　　　0．6　　　　　　0．8　　　　　　1

Fig．2　1st，　2nd　and 　3rd　mode 　deflection　shapes 　of 　bihar・

　　　 rnonic 　series　in　the　case 　of　both　edges 　elamped ．

　　cos ρ、
一《

− 1＞
直

sin 幽 ，　sin ρ、
＝（− 1）ご

cos の 、，

・・ sh ・Pi一蓋諾，… hパ
（
毛  1の己

・（・5）

　式 （14）と 式 （15＞を考 慮 に 入 れ る と， 式 （13）を 満 足 す る

A ，， B ，，
　 G ，

　D ， は式 （16）の よ うに 決定 で きる。

凡＝n一＝且L一＝G一耶‘

，

A

で

　

こ

　

ヲ」

．邑osC＝誑H＝R
 S

　
o

十

す

1

示

、
置

に

　

己

　

励

　

ね

−

ポ

　

げ

（16）

　両 辺 固定 の 場 合 の 正 規化 さ れ た 擁み 関ta　X ，（鋤 の 3 次

まで の 撓み形 を Fig，2 に 示 す。

　式 （15）と式 （16）を式 （7 ）へ 代入 す る こ と に よ り境界値と

し て 式（17）を得 る。

　　X ’
厂
（0）＝ 2ρ多，X ∫

”
（0）＝　一　2p？・　Fi，　Xl

”
（1）＝− 2（− 1）「ρ1，

　　X ノ
〆
（1）；− 2（

− 1γ躍R ， （The 　others ）＝0．　　 （17）

　以 上 が 両辺 固定の 境界値 を求 め る方法で あ る。

　2．4．2　固定
一
単純支持の 場合

　両辺固定の 場合 と同 じ要領で 各値 を求め る。式（7）の 各

係数を式（18）に 示す 。

　　Ai＝− CE＝− 1，　B ご
ご一D ，

＝G ，，ρ∫
＝ρo ，十 dPi幽　　（18＞

th、と dP，の 値 を Tab1e 　3 に 示 す。固定
一
単 純支持の場 合の

正 規化 さ れ た撓 み 関数 x ゴ僑 ）を 3 次 の 撓 み 形 ま で Fig．3

に 示 す。

　境界値 は式（19）に な る 。

　　xr（0）＝2ρ詈，　X ∫
”
（0ト ー2ρlG ，

　X ∫（1）一」2（
− 1）

ip
，IUi，

Table　2　1n丘nitesimal 　values 　of　dF ，
　and 　dH ，．

‘ d君 d私

1 一〇．01749779 一〇．02749700

2 十〇，00077731 十〇．00120484

3 一〇．00003355 一〇．00005203
4 十〇．00000145 十〇．00000225

5 一〇。00000006 一〇．00000010

6 0 0

： ； ：・ ， ．

Table　3　Pot　and 　dp，　for　being　clamped −simply 　support −

　　　　 ed 　or 　simply 　supPorted ・clamped ．

2

1

0

一1

‘ P伍 伽‘

11 ．25π 一〇．00038850
22 ．25π

一〇，00000072

33 ．25π 0

： ： ：● ． ，

＿2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 di
　 O　　　　 O2 　　　　0．4　　　　0．6　　　　0．8　　　　 1

Fig．3　1st，2nd　and 　3rd　mode 　defiection　shapes 　of　bihar・

　　　 monic 　 series 　 in　 case 　 where 　 the　 left　 edge 　 is

　　　 clamped 　and 　the 　right 　edge 　is　simply 　supported ．

　 X ∫喉1）ニ
ー

v砲「（
− 1yがH ∫，（The　others ）＝0．　 （19）

こ こ で，

　　　　　　　　1＋ （− 1 ‘ − 2cesdisind 、
　 H ・

＝1＋ 出 ；
　 、。s 幽 ＋ 、i。　dPi　 ，

1 − 1− （− 1 眞 一2c 。s　db 、
　sin 砌 、

π
’−

　 COS の 汁 sin の、 　
’

G −L 壱（胎 捗夛）一｛雛 譱i晝絵
dH ，の値 は Table 　2 に 示す 。

　2．4 ．3　単 純支 持
一固 定 の 場 合

　単 純支 持一固 定 の場 合 は 固定一単純支持の 場合 に 似 て い

る。式 （7）の 各係数を式 （20）に 示 す。

　　A ・
− C ，

＝O，　B ，
一崙（H ，・素），

勘 十 C恥 ゑ〉齢 跏 　 … 〉
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境界値 は式 （21）に な る。

　　 X ’（0）＝／2
’
pi！H ，，　X ’

”
（0）＝　一　zap？−Hi，

　　 X ”（1）一一2（− 1）
f

ρi，

　　 X ’
”
（1）＝・− 2（− 1）

ip
曇Gi，（The　others ）＝ O．　　 （21）

こ こ で ， Pi，　H ，，　G は 固定
一
単純支持 の 場合 と同 じで あ る 。

　 2．4，4 両 辺 単純支持 の 場合

　両辺単純支持の 場 合 は固定辺 を含 む場合に 比べ て，計算

は容易で あ る。式（7 ）の 各 係 数 を式 （22）に 示 す 。

　　ノ吐，
＝C ，

＝D ，
＝0，B ，

＝＝4
一
2
−
，　Pi＝πゴ，　　　　　　　　　　（22）

境界値 は 式 （23＞に な る 。

　　Xr（0）− Mp ，，　Xf
’
（0）耳一源

h
ρ拿，　X ∫（1ト Ψ

／7 （
− 1）

iPs
，

　　
广
X ’

”
（1）＝一

、
厂牙（

− 1＞ごヵ1，（The　others ）＝O．　　 （23）

　 2．5 マ トリ ッ クス 表示

　以 上 で ，境界 値 が求 ま り，そ の 境界値 を式 （9 ）へ 代入 す

る こ と に よ り式（6 ＞で 必 要 とな る積分値 も求 ま っ た。

　座 屈応 力の 無次元量の 比が δ野， δヂ， 鵡，δ
「
ジ，δグ と

わ か っ て い る とき式 （24）の 表現 が で き る。

　　 σ9＝R び9θ

，胡 ＝R 齶
θ

，殉 ＝κ 鵡 ，δ2｛1〜δ
「
霊

β

，

　　 δ
「3＝1ぞ〜アβ

θ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）

こ こで ， R は座屈応力の 無次元量 の 比 か ら座屈応力の 無次

元量を求 め る際 の 係数 で あ る 。

　式 （24＞よ り式 （6 ）は 式 （25）の よ うに マ トリ ッ クス 表示 が

で き る 。

　　（［A ｝「トR ［B ］）｛露 む ｝＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）
式 （25）を ，

一
般固有値問題 と して解 く とTm

× n 個 の 固有値

R と対 応 す る mXn 個 の 固有ベ ク トル ｛晒 ｝を得 る 。 こ こ

で ， R を 式（24）に 代 入 す る こ とに よ り座屈応力値の 無次量

を得， ｛鶴 ｝を式（3 ）に 代入 す る こ と に よ り座屈 波形 を 得

る。磽 み 級数が境 界条 件 を満 足 す る許 容 関数 で あ る の で 解

は 上 界 に な る。

3． 計　　算　　例

　 い くつ か の 計 算例 に よ り本方法 の 有用 性 を示 す 。 は じめ

に ， 3．1 で 本研究の 撓み 関数の 収束性 の よ さ を説 明 す る 。 次

に 3．2で 本解析法 で短時間に 精度 よ く矩 形板の 座 屈値 を求

め ら れ る こ と を述 べ る。

　 3．1 重調和級数 と べ キ級数の 座屈値の 精度の 比較

　吉識等
6｝は境界条件 を満 足 す るベ キ 級数を撓 み 級数 と し

て 座 屈値 を求 めた 。 本研究で は 三 角関数 と双 曲線関数 に よ

り構成 さ れ る 重調 和 級数 を撓 み 級 数 と して 座屈値を求 め

た 。 そ こ で，X 方向の 圧縮力 と y 方向の 圧縮力 が等 し い ，
2軸 圧縮 を受 け る

一
辺 a ，板厚 tの 正 方形 板の 座 屈 を考 え，

両 者の 精度 を比較する。境界条件 は Fig．4 に 示 す 4 ケース

を 考 え る。撓 み は撓 み 級数を最低次の 1項 だ け とっ た場合
と 6 項 まで と っ た 場合 をベ キ級数 と重調和級数の 両者 に つ

い て 考 えた 。撓み 級数 を 6 項 まで と る 場合，対称性が あ る

もの は反 対称成分 を 除 い て 低次 の 項 か ら 6項 と っ た。仮定

　Tb
（＝ a ）

　⊥

トー
・
一

→

阿
一一一

1
1　　　　　　　 1
1　　　　　　　 1
1　　　　　　　 1

一

一
ー

IIiI

｝一一一
ー2

噌
（

1で・ア
ー一『

1
i　　　　　　　 【
l　　　　　　　 l
l　　　　　　　 I

L ＿＿＿＿」

　　　　 Clamped　　　　　Simply　SupPorted
Fig．4　Square　plates　used 　for　compariton 　of 　the　accu −

　　　 racy 　of 　biharmonic　series　with 　power 　series ．

し た，撓 み 級 数 を 6 項 とっ た撓 み はべ キ 級数 も重調和級数

も式（26）の 形式を とる。

（1 ）と （4）の 場合，

　　癜 譯 酬 x1（∫＞Y，（び）十 蜘 丿（3（の 払（の

　　　　＋ tht3Xt（の 薦（y）＋ Ut【Xs（の 名（の

　　　　＋ 醜 3悉 （τ ＞Y，（ず〉＋ zalsXl（匿 ）聡（シ），

（2）の 場合，

　　to＝tUnXi（譲）y，（の ＋ to21×2（診 ）名（9）

　　　　＋ 働 2XL （め 取 の ＋ 既 1渇   ＞K（び）

　　　　＋ 砺 2x2 （の 鈴（の 十 面 13XL （τ）Y3（歹），

（3 ）の 場合 ，

　　tO＝tol1Xl（房）Y，（歹）＋ 莇 2x 臨（置＞Y，（ず〉

　　　　＋ M31× 3（の K （の 十 面且3X 僑 ）Y，（ず）

　　　　
一
トabs2× 3（x

−
）Y，（歹）十 切且4Xl （証）Y ，（歹）．　　　　（26）

こ こ で ，ベ キ級数に 対 して も重 調和級数 に対 して も X 、（勤

は ガ 方向 に 対す る最低次の 波形 を表 し，渇 僑），輪価 ），
…

は 2次，3 次，…
の 波 形 を表す。Y ，（の ， 以 の ，

　 Y，（歹），

…に つ い て も X ゴ僑）と 同様 で ある。座屈係en　K の 比 較結

果 を Table　4 に 示 す 。 こ こで ， 座屈係tu　K は 式（27）で定義

す る。

　　K ＝σc．1σ e，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

こ こ で，

　　耐 齟 肋 鮪 話  （詳
ベ キ 級数 と本研 究の 座 屈 値 の 精 度 を比 較 す る た め に，重 調

和級数 で x 方向 に 20項 ， y 方向 に 20項 （mXn ・＝20× 2 

と り誤差 を評価 す る．基準 と し ， そ の 誤差 を Table　4 に お い

て括弧の 中の 数値 と して 表 す 。 重調和級数 の 場 合 は少 な い

項数で 高い 精度 を得 る こ とが わ か る 。
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Table4　Buckiing　strength 　calculated 　by　biharmonic

　　　　 ser 耄es 　and 　power 　series・

PQwer　3eries BiharmoniG　se 匸五eS

κ 1ter皿 6terms1 ヒerm6tefms20x20

（1） 5．4713

（3．16％）

5．4024

（1．86％）

5．3690

（1．23％〕

5．3080

（0，08％）

5．3036

3．2476
（2｝ 4，4581

（37．27％）

32603

〔0．39％）

3．2586

〔034 ％）

32496

〔O．06％）

〔3） 3，4618

（30．01％）

2．6631

（0．02％）

2．6649

（0．08％）

2，6627

（o．GO％）

2，6627

2、0000
〔4） 2，2291

（11．46％）

2，0000

（0．00％）

2．00DD

（0．00％〉

2．DOOO

〔0．00％）

　3．2　重調和級数の 項 数 と 座屈値の 精度

　以上で は重調和 級数が ベ キ級数 よ りも座屈値 の 精度が よ

い こ とを 示 し た。こ の 節で は本研究で 示 した重調 和 級数 の

項数 と座 屈値 の 精度 ・計算時間の 関係 を検討す る。

　3．2．1　撓 み級数の 項数 と誤差，計算 時 間の 関係

　3．1 で 示 し た よ うに 正 方形 板 の 場合は 1項 や 6項 で も，

よ い 精度 の座屈値 を得た が，矩形板 の 座屈 解析 をす る とき

は正 方形板 よ り も撓 み 級数 の 項数 を多 く必要 とす る。
こ こ

で は ，ア ス ペ ク ト比 が 4 の 全辺 単 純支持の 矩形 板 の 剪断座

屈問題 を 例 に 考 える 。 燒み級数 の項数 に よ る座屈値 K （式

（27））を Table 　5 に 示 す。精度 をわ か りや す くする た め に
，

重調和級数で ．r 方向に 40項，y 方向に 10項 （m × n ＝40×

10）と っ た と きの 座屈値 を基 準 に誤差 を 示 す。また SONY

NEWS 　NWS −3865で計算 した と き の 実行 時 間 も示 す。1％

程 度 の 誤差 で 座屈 値 を 得 る た め に は mXn ・＝5x3 く らい

が適当で あ る こ と が わ か る 。

　 3．2，2 一
成分の 荷重 が作用 す る と き の 撹 み 級 数 の 最適

の 項数

　 Tab 玉e 　5 か らわ か る よ うに座屈値の 精度を重視す る と非

常に 計 算 時 間が か か る し，計算時間を少な くす るた め に 擁

み級数 の項 数を少 な く しす ぎ る と座屈値 の 精度が 悪 くな

る。よ っ て ， 本解析法 を船体構造解析時の 座屈応力解 析 へ

実用化 す る た め に は計算時間が少 な くて も，よ い 座屈値の

精度 を得 る 撓み 級数 の 最適 の 項数 を調 べ る こ とが 重要で あ

る 。 種々 の ア ス ペ ク ト比，境界条件 の 矩断板 に 軸圧 縮，剪

断， 面内曲 げの う ち一成分の み作用さ せ ， 最適 の項数を調

べ た。その 結果 ， 5％ の 精 度 を得 るた め の 撓み 級数の 最小の

項数 は式 （28＞で 表す こ とが で き る。

　　 m × n
＝　raise（α 十 2）x3 ，α ≧1 の と き ，

　　 m × n 二3xraise（1！α 十 2），α ＜ 1の と き。　　 （28）

　こ こ で ，m は X 方 向の 燒 み 級数の 項数，　n は y 方向の 撓 み

級数の 項数，α は ア スペ ク ト比 （＝a ！b）で あ る。raise （x ）は

　x の 小 数 部 を切 り一ヒげる こ と を 意 味す る。

　　式（28）は あ ら ゆ る 境界条件 に 対 して 5％ の 精度 を得 る擁

　み級数の項数で ある が，境界条件 を全辺 が 単 純 支持 の 場合

　に 限定 す れ ば他の 境 界 条件 に 比べ て 座 帽 値の 精度が よ く式

Table　s　Relations　between 　number 　of 　tenns ，　buckling

　　　　 strength 　and 　C，　P．　U ．time 　for　a　simply 　suppor 一

　　　　 亡ed 　rectangular 　plate　under 　pure　shear （aspect

　 　 　 　 ratio 　is　4 ）

m × η κ err ・r （％） tim ・ （sec ．）

2x212 。5346122 ．8 0．  013

3x27 ．4617 32．7 0．0043

4 × 26 ．2981 12．0 0．0087

5x25 ．9706 6．1 0．0151

3x37 ．2503 28．9  ．0110

4x36 ．0527 7．6 0．0239

5x35 ．6842 1ユ 0．0538

6 × 35 ．6670 0．8 0．0822

16x45 ．6354 02 3．04

20x55 ，6276 0．1 15。5

40x105 ．6247 一 998

愛　　 匿
YLxFig

．5　Buckling　shape 　of　a　rectangular 　plate　which 　is

　　　 clamped 　along 　all　edges 　and 　subjected 　to　in
−

　　　 plane　bending（aspect 　ratio 　is　4．O）・

◎◎◎◎◎◎

（28＞で 1％ の精度を得 る こ とが で きる。

　式 （28）で ，ほ とん ど の場合 の 座屈 値 を精度 よ く解析す る

こ とが で きるが，座屈半波が x 方向に α 十2 を こ え る場台

は 座屈値 の 精度 が 低下 す る。例 え ば，Fig．5 は ア ス ペ ク ト比

が 4の 全辺固定の 矩形板 ｝1 　x 方向 に 面内 曲げが 作用 して

座 屈 し た 場合の 座屈波形で ，本解法で mXn ＝20x5 で 計

算 し 描 い た 図 で あ る が ，波形 は 少 な く と も x 方向 に 8半波

は あ る。一
方，式 〔28）に よ る とア ス ペ ク ト比 が 4 の矩 形板

の 撓み 級数の 最適 の 項数 は m × n ＝＝6x3 に な る。こ の よ う

に ，座屈波形 を表すこ との で きな い 撓 み 緻数 の 項数の 場合，

座屈値の 精度は悪 く な り，こ の 場合の 誤差 は 11．9％ で あ

る 。
こ の 問題 の ように 座屈 半波が x 方 向 に α ＋2 を こ え る

こ とが 予想 さ れ る場合 は撓 み級数の 項数 を式 （28）よ りも少

し増 や す こ と に よ り精度の よ い 座 屈値 を得 る こ とが で き

る。

　3．2．3 複合荷重が 作用 す る と き の 撓 み 級 数の 最適 の 項

数

　以 上 で は ， 軸力，剪 断力，面 内曲げの うち 1成分の み が

作用 す る場合の座屈値 の 精度に つ い て 考 えた。これ らの カ

が 複合 し て い る 場合 も座 屈値 の精度 を調べ た 結果 や は り

式 （28）で 精度 の よ い 解析が で き る こ とが わ か っ た。
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効率的な矩形板座屈解析 の
一

方法

　 し か し，Fig．5 の 例 と 同様 ， 座 屈 半波が a ＋ 2 を こ え る 場

合 は 精度が悪 くな る 。 例 え ば，Fig．6 は全 辺単純支持の ア ス

ペ ク ト比 が 4 の 矩 形 板 に x 方 向 に 圧 縮力，y 方向に 引張 力

が 作用 し座屈 した とき の 座屈 波 形 で あ る。X 方 向の 圧縮応

力 と gy方向の 引張応力 の絶対値 は等 しい
。 こ の 場合 ， 座屈

波 形 は x 方 向に 7半波あ る。 こ の 問題 を式（28）で 解析 す る

と，撓 み 波形 を表 す こ とが で き な い の で ，や は り座 屈 値 の

精度が 悪 くな り， 誤 差 は 5、6％で あっ た 。 こ の よ うな場合 で

も ， 3．2．2 で 述 べ た よ うに 撓 み 級数 の 項 数 を式 （28）よ り少

し増 や す こ と に よ り精度 の よ い 座 屈 値 を得 る こ とが で き

る。

　3．2．4 最適の 項数 を採用 した 場 合の 座 屈値の 計算時間

　以上 述 べ たように，長辺が固定 で あ る矩形板 に X 方向の

面 内曲 げ が作用 す る 場合 と，極端 に 大 きな引張荷重 が存在

す る座屈相関問題 に お い て は 座屈半波が x 方向 に α ＋ 2半

［ffHff ［ffffff ［M
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Fig．6　Buckling　shape 　of 　a 　rectangular 　p弖ate 　which 　is

　　　 simpiy 　supPorted 　along 　all　edges 　and 　subjected

　　　 to　comPression 　along 　the　ieft　and 　right　edgeE

　　　 and 　 tension　 a 互ong 　 the　 bottom　 and 　 top　 edges

　　　 （asPect 　ratio 　is　4，0）．

u 　［1［［［B 　ll　o
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波を越 え る場合が あ るた めに ，座屈値の 精 度が 悪 くな る こ

とが ある が，一
般 に こ の よ うな荷重 で 実構 造 物の パ ネル が

座屈 す る こ と は あ ま り な く，式 （28）を座屈 応 力解析に 適用

して も問題 は な い
。

　最後 に，提案 した式 （28）を も とに 座 屈問題を解 くと きの

計算時間 に っ い て 調べ る。ア ス ペ ク ト比 が 4 で 全辺単純支

持 の 矩 形 板 の 座屈相関問題 を Fig．7の 3ケ ース に つ い て

計算時聞 を調 べ る 。 （1）は 2軸圧縮 （観 と σ9）の 相関問題，

（2）は軸 圧 縮 （σ窒）と剪 断 （rt 。）の 相関問題 （3）は 勇 断

（rty ）と面内曲げ（σβ）の 構関問 題 で あ る。

　な お，本解法で 計算時間の 要す る と こ ろ は ， 固 有値を求

める と きで あ り， 本研究 で はヤ コ ビ法で 解 い た。Fig．7 の 問

題で は mXn ＝6× 3で あ る か ら，18元 の 固有値問題 を解 く

こ と に な る
。

ヤ コ ビ 法の 解法 は 文献 7＞に 従 っ た 。

　各 ケース に お い て 2 つ の 応力成分 を式（29）に 示 す比 で

100ケース解 い た 。

飜トー 一 跏 瀬 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）

計算 時 間 は Fig．7 に 示 す とお り （1）1．3秒，（2 ＞6．8秒 ，

（3）12．8秒 で あ っ た 。 Table　5 の と き と同様 ， 計算時間 は

SONY 　 NEWS 　NWS −3865で 計算 した と き の 実行時間 で

あ る 。

　以 上 に よ り， 構造 解析時の 矩形板の 座 屈 応力 解析 に ， 船

級協会等の 示 す簡 易計算式 の か わ りに本手法 を用 い て も十

分実用的で ある こ とが わ か る 。

昌
（1）1．3・sec ．！100・times

σ 呈 σ夛圉
　 　 　 　 　 　 　 　 　 一

圍↑
　　　（2）6．8sec．！100 七imes

　　　　　　　　　　　　　　　　　σ呈：Txy

　 　 　 　 　 　 　 　 　 − y

［1）ii1i，，，，．di ［［［1
　 　 　 　 　 　 一

圉1

↑
（3）12．8se・．1100　times

　 　 　 b
T＝y ：σ

 
↓

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

−
Fig、7　Rectangular　plates　used 　for　comparisQn 　of 　C ．　P．

　　　 Utime （simply 　supported 　along 　all　edges 　and

　　　 aspect 　rat 孟o 　is　4．0）．

4． 結 論

　以上の 理論 と計算例よ P次 の 結論を得た。

　（1）　撓 み関数 に 三 角関数 と双曲線関数 か ら構成され る

霓調和級数 を使い ，そ の 級 数 を正規化 し数式的 に積分 を行

う こ とに よ り，撓み 級数が少 な い 項数で も座屈値の よい 精

度を得 る こ とが で き た。

　（2） 本理論は撓 み 級数が統
一

され て い るた め に プ ロ グ

ラ ム は FORTRAN で 数百 行 に しか な らな い が ， 矩形板の

座 屈 問題 を短時間で 精度よ く解 くこ とが で きる。した が っ

て ， 全体構造解析 シ ス テム に 組 み 込み 座屈応力解析 に 適用

して も十分 実用的で あ る。

　最後 に ， 本研究 を進 め る に あ た り有益 な る御助言を い た

だ い た大阪府立 大 学工 学部岡田 博雄教授 に 感 謝 の 意 を表 し

ます。
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