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Summary

　The　concept 　of　cover 　is　employed 　fre皿 manifold 　method 　into　voxel 　analysis 　and 　apPlied 　to　3D 　solid

analysis 　to　make 　the　accuracy 　control 　possible．　For　the　mathematieal 　cover ，　regular 　square 　or 　cubic

cover 　 is　used ，　 and 　appropriate 　weight 　 functions　and 　cover 血 nctions 　that　 keep　the　linear
independency　between　approximate 　functions　are 　proposed ，　Mathematical　proo魯 are 　given　f（）r　the
suffLciency 　of 　some 　conditions ．　The　integration　method 　of 　stiffness 　matrix 　and 　load　vector 　using

geometric　vGxels 　is　proposed．　The　example 　problem 　with 　analytical 　solution 　is　solved
，
　and 　it　was

shown 　that　with 　cover 　functions　wi 七h　higher　order 　polynom 血1，　the　error 　becomes　smaller ．　Also　local
arrangement 　of 　higher　order 　cover ｛functions　 are 　carried 　out ，　and 　almost 　same 　errer 　nor 皿 with 　the
case 　higher　order 　cover 　fUnction　is　used 　all　over ，

1．緒　　言

　設計の 3次元 CAD へ の 移行 に伴 い、シ ミ ュ レーシ ョ ンの

中心 的 な 技術 で あ る有限要素解析も 3 次元 へ の 移行が急速

に進 んで い る。そ れ に 伴 い、モ デル の 複雑化 と と もに解析 モ

デル 生成や メ ッ シ ュ 分割に 要 す る コ ス トが 莫大 にな る と い

う問題が 生 じて い る。現在、工業製品の 郁 艮要素解析 にお い

て 有限要素モ デル 生成に要 する 時間が ほ とん どを 占め て い

る とい っ て も過言で は な い 。

　 これ に対し、近年対象 をメ ッ シ ュ 分割す る こ と な く解析 を

行お うとい う メ ッ シ ュ レス 法 が 注 目を集め、多 くの研究 が行

わ れ て い る
11。しか し、現在 まで こ の メ ッ シ ュ フ リー法 を本

当に メ ッ シュ 生成 が 困難で ある 3 吹元 ソ リッ ドへ の 適用 を

試 み た 例は ほ と ん どな い 。これ は、おもに 積分の 問題、境界
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条件 の 設 定 の 問 題、剛 性 マ トリ クス の ス パ
ー

ス 性 が少な く な

る 等の 問題が ある た め で あ る と思わ れ る m
。

　
一
方 にお い て、3 次元 ソ リ ッ ドの メ ッ シ ュ を容易 に生成し

よ う とい う考え方 に基づ いた ボクセ ル解析
3，は、基本的 に従

来 の有限要素解析 の 考え 方を べ一
ス に して い る ため、上記 の

よ うな問題が 生 じず、3 次元 ソ リッ ド解析 に非常 に有効 で あ

る。しか し、モ デル を ボク セ ル と して ギザギザの 形 状 で近 似

す るた め、精度に 関 して は 多少問題があ り、こ れ に対 して 鈴

木 ら
4，は 多重 ボ ク セル 情報 を用 い た解析法 を提案し、解析の

詳細度 と形状表現 の詳細度 をそれぞれ独立 に定義す る こ と

によ り、境界をより正確 に表現する こ とを可 能 に した。

　ボクセル 解析法の もう 1 つ の 問題点 と して、この 方法は 全

体 を一
様な メ ッ シ ュ で分割する ため、有限要素法の よ うに メ

ッ シュ サイズを部分的 に細か く して 精度 コ ン ト ロ
ー

ル を 行

うこ とが で き ない と い う点があ る。こ れ に対 して 、こ の 論文

で は，Manifold　Method5・6）に規則 的 な被覆 を 導入 す る こ とに

よ り、ボ ク セ ル 解析の メ リッ トを生 か しな が ら、局所 的な精

度 コ ン ト ロ
ー

ル を 可 能 に す る 方 法 と し て 有 限被覆法
η

（Finite　Cover　Method，　FCM ） を提案し、そ の 有効性 を実

証す る。
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2 ．有 限 被 覆 法

　Manifo ］d 法 に基づい た 有限被覆法の 特徴的な考 え方は、

Fig．1 の よ うに 「近似関数の 定義される数学的な部分領域」

と 「支配 方程 式が満た され る べ き物理 的 な部 分領 域 亅 を別 々

に と らえる こ とに あ る。す な わ ち、物体形 状 とは 無関係 に 数

学的 な 関数領域で ある 「被覆 」を設定で き るた め、ど んな に

複雑な形 状をして い る物体 で も規則的 な 形状の 被覆 を設定

す る こ とで解析が可能 とな る。離散化 の 概念自体は従来の 有

限要素法と同様で あり、 数学的な部分領域で あ る被覆 によ っ

て 変位を離橄化 した後、支配方程式 の弱形 式 に代入 して物体

の 存 在す る 領域で 積分を行 う。

　し か し、こ の 数学的な被覆 は 全 く任意 に配置で きる わけで

はな く、後述する よ うな 重 み 関数 の 条 件 を満足 す る関数が 定

義で き な けれ ばな らな い。ま た、用 い た 数学 被覆 に 対 して 適

当 な重み 関数を見つ ける こ とが で きた 場合に も、剛性マ トリ

ク スや 荷重 ベ ク トル の 計算 に はそ の 数学被覆 と物理 領域 の

共通 な領域で 積分を行う必要が あ り、任意の数学被覆にお い

て こ の 積分を行うの は容易で は な い。

　その ため、数学的に は連続体か ら不連続体まで扱える非常

に 汎用 的 な 方法で あ る が，ほ と ん どの 適用例 は地盤問題な ど

の 不 連続体で あ る。

Fig．1　Mathematical 　Cover　and 　Physical　Domain

　 　 　 　 　 　 洫 Mani 亅bld　Method

Physicalainemati

−

over

Fig．2Mathematical 　Cover　and 　Physical　Domain

　 　 　 　 　 　in　Finite　Cover　Method

2．2　有限 被覆 法 におけ る数学被覆

　 こ の Manifold法 を鋼構造等の 連続体に 適用 する場合に 問

題となるの は、以下の 2 つ の 点で あ る と思 われ る。
・どの よ うな数学被覆を用 い るか

・そ の被覆 上 で、どの ような関数 （重み関数、被覆関数）

　 を用 い るか 。

　有限被覆法 nで は、Fig．2 の よ うに互 い に重な り合う正方

形 〔2 次元 の 場合） また は立方体 （3 次元 の 場 合） の 被覆 を

用 い て物理領域をお おう。Fig．2 で は、ハ ッ チ をっ けた 4 つ

の 正方形 の ブロ ッ クが 1 つ の 被覆 に 相 当す る。3 次元の 場 合

は、8 つ の 小 さい 立方体が 1 つ の 被覆 にな る。また、任意の

物理領域 は必ず 4つ （2 次元 の場合） また は 8 つ （3次 元 の

場合）の数学被覆 に よっ て 覆われ る こ とにな る。この よ うな

数学被覆を用 い る メ リッ トと して、以下の よ うな こ とが 考え

られる。
・被覆 の 生成が非常に容易 に行え る。こ れ は、被覆 をあ る

　 意味 の 「要素」 と解釈すれば、領域に 対す る 要素生成が

　 容 易 に行 える とい うボクセ ル 解析法の メ リッ トと共 通 す

　 る。こ れ は特 に 3 次元領域に お い て 大 き な メ リッ トとな

　 る 。
・重 み 関数を定義する こ とが 容易にで き る。一般に、任意

　 の 数学被覆 にお い て 後述 す るよ うな 条件を満足 する 重み

　 関数を定義す るの は容易で はない が、こ こ に述べ る規則

　 的な 正 方形（立方体）の 被覆 に対 して は適当な重み関数 を

　 定義する こ とが で き る。
・

領域 の 積分 を容易 に行 え る。一
般に任意形状の 領域の 積

　 分に は ガウス 積分等の高精度な積分法を用 い る こ とは困

　 難 で 、領 域 を細 か い セ ル に 分割す る 必要が あ る。こ の 数

　 学被覆 の 場合、被覆を 分割 した も の を そ の ままセ ル と し

　 て 用 い る こ と に よ っ て 積分が容易 に行 える。

Z3　重み関数 、 被覆関数の 定義

　そ れ で は、有限被覆法 と して使うべ き具体的な 重み関数

被覆関数を考 えてみ よ う。各数学被覆 におい て、変位は以下

の よ う に近似され る。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

た だ し、

姻 一

Σ個 ・
・ω

f，（x ）：被覆関数

W
、（X ）：S み関数

で あり、すべ て の 物理領域は k ・4 個の 数学 被覆 〔2 次元 の場

合 ）また は k＝ 8 個の 数学被覆 （3 次元の 場合）によ っ て 覆わ

れ て い る。

　マ ニ フ ォ
ー

ルド法にお ける 重み 関数 は、Uiを各数学 被覆

領域 とす る と、以下 の 条件を満足す る 必要が ある
5）。

　　　　　　
w

・（’）≧o
　

x ∈u
・ 　 　 （2）

　　　　　　｛　　　　　　 w ，（x ）＝O　 x ¢ U
，
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Σ・
’（xF ・ （3）

（2）の 条件は近似 関 数が そ の 被覆内 に しか存在しな い （被覆

外 でゼ ロ で ある） と い う条件で あ る。（3》式 の 条件 は、すべ

て の重み 関数を足 し合わせ る と 1 （定数）とな る （逆 に い え

ば、1 をい くつ かの 関数 に分解した ）とい う意味で Partition

of 　unityと呼ば れ る a また、被覆 関数 は基本的に任意に設

定で きるが、こ れ らの 関数は、被覆 ごとの 被覆関数と重 み 関

数の 積が お互 い に一次独立性を保つ よ う に 定義 しな け れ ば

な らな い。こ の 条件は後 に議論する。被覆関数 と して はこ こ

で は 多項式 を用 い る こ と とす る。

　上 記の 条件を満 足 す る重み 関数 と して 、最 も簡単なもの と

して、有限要素法の 1次 アイ ゾパ ラ メ トリ ッ ク要 素等で用 い

られる 各座標軸方向 に線形 関数を 用 い た 双一次 関 数が考 え

られ る 。 例え ば 2 次 元で 数学被覆が（x ， y）∈ 【
−2，2】x ［−2，2｝

で 定義され る場合、以下 のよ うな式 で表 され る。Fig．3 は こ

れ をプ ロ ッ トした も の で ある。

w （x ，y）一

（x ＋ 2）（y ＋ 2）14
　　　 （−2 ≦ x ≦ 0厂 2 ≦ y ≦ 0）

（x ＋ 2）（−y ＋ 2）！4

　　　　（
−2 ≦ x ≦ O

，
O ≦ y ≦ 2）

（
−x ＋ 2）（y ＋ 2）14

　　　　（0 ≦ x ≦ 2
，

−2 ≦ y ≦ 0）
　（−x ＋ 2）（−y ＋ 2）！4

　　　　（Osx ≦ 2
，
0 ≦ y ≦ 2）

（4）

u（x ）・・
　Wi （x ）fi（x ）＋ Wi

＋1（x ）f，．1（x ）

　　mgO （dio，dine）＋ 91（dio，4，1，di．io ・
di

．11）X 　（7）

　　＋ 9、（di、，
di

．u ）π
2

とな る。　u （x ）＝e とす る と、 1
，
x

，
エ

2
は一次独立で ある か

ら次式が成 り立つ 。

　　　　　 9 。 （diO，di＋ iO）＝O

　　　｛　　　 91（diO，di1，d、＋ iO ，
d

，＋11＞
＝O　　　　　（8）

　　　　　　82（d‘1 ，
di

†11）＝ o

　しか し こ れ は 4 っ の 未知 数を含む 3 つ の 連立方程式で あ

る か ら、解は不定で あ る。す な わ ち、こ の よ う な場合重 み つ

き 被覆変位関数はお互 い に一次独立で はな い 。同 様の こ とが

2 次元、3 次元に対 して も言 う こ と がで き、1 次 以 上 の 被覆

関数 を用 い る場合 に．被覆の異 な る近似関数間で の一次独立

性を保つ ためには、重 み関数に さらにい くつ か の 条件 を科す

必 要 があ る。以下、被覆 関数が複数の 互 い に 1次独立な関数

の 和 で 表現さ れ る とき、近 似関数の 1次 独立性が満足 され る

よ う な重み 関数の 十分 条件をい くつ か 検討 して み る。な お、

こ こ で は 1 次 元 で 示 すが、これ を多次元 に拡張す る 際に はそ

れぞ れ の 次元 で 独立 に関数を定義して、そ れらを掛け合わ せ

れ ばよい 。

（1）1次独立性の重み 関数に対す る十分条件　その 1

　被覆 ∫に対す る被覆 関数を以下の よ うに 定義す る。

　 　 　 　 　 　 　 　 ni

　　　Φ i（x ）＝ ・　2d・iipij（x ）　（・）

　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

ただ u・φヶ
は潘 目の 獺 内で 互 い に ・次独立 蠣 数 で・

η個 定 義さ れて い る もの とす る 。 砺はそ れ らの 関数に対す る

適当 な係数で ある 。近似関数は、以下の よ う にな る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ni

　麗 一 Σw
，
Φ广 ΣΣ4轟 （x）ip’j（x） （・・）

　 　 　 　 f　　　　　　 i ∫＝1

こ の 時、解が一意的 に求められ る た め には 犢 喝が互 い に 1

次独立 で あ る必 要 がある 。同じ被覆 i内で の 1次独立性は明 ・

らかで ある の で、異な る iで の 1 次独立性 を考え る。

Fi巳．3BUinear 　Weight　Function

しか し、実は こ の よ うな 重 み 関 数 を用 い る こ とが で きる の は

被覆 関数の 多項式 と して 0 次 関数 （定 数関数）の み を用い る

場合だけである 。 例えば、1次元 にお い て 以下 の よ うな例 を

考え てみ る。

　　　　Wi （x ）＝
　aiO　t

−
　ailx 　　　　　　　　 （5）

　　　　fi　（x ）・・　diO＋ dilx　　　　　　　　　（6）

こ の 時 2 つ の 獺 砺 u
、、、

の重 な 姶 っ た領域で の変位の

近似関 数μ（x）はそ れぞ れの 被覆関数 に重 み 関数 をか けた

和で あり、

定理 1 ：

重み 関数 Wl が 次 の 条件を 満た す 時、近似関数 WiOPi は iに

対 して互 い に 1次 独立で あ る 。

Wf （x ）≧O　　　　　　　x ∈ Ul

｛Wi （x ）胃O　　x墜U
、

Σw
・

− 1
　 i

｛職 ノ。 ’
at 　 Oi

（11）

（王2）

（13）

wik
）− 0，

k − L2・ …
厂

1 ・・ Oi （14）

N 工工
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ただし，Oiは実際は被覆内の 任意の 点で よ い が、　FCM へ

の 適用 を容易 にす るた め こ こ で は被覆 U
，
；の 中心点 とす る。

上付き添字  は ，1階 の微分 を意味す る。

証 明 ：

（11）．（12）式 は重み関数の
一

般的な条件で あ る。全領域で

　　　μ 一 Σw
、
Φ广 0　　　　　　　 （15）

　 　 　 　 　 i

の 場合 に、VViΦ i
の nrl 　rwまで の 微分が Oi で o とな る こ と

を 数 学 的帰納法で 証明す れ ば、一
次独立性は言える。

i）0 階の 場合

（15＞式が 成 り立つ とする と、（13）式よ り明 らか に以 下 の 式が

成 り立 っ 。

　　　 Φ
‘

冨 0 　 ・tOi 　 　 　 　 （ユ6）

ii）Φ i の 皿 一1 階まで の 微分が Oiで o で あ る と す る。すな

わ ち、

　　Φi
（ノ）

− O ・tO
、，　 i・ユ，2，　 … m −・ 　 （ID

とす る。そ の 時、m 階の 微分は（15）式か ら

　 　 　 　 　 　 　 　 濯

　　
u

（加 L
聡

c島w ・

（り
Φ

・

（m
−’）　・・　o

が 成 り立つ 。 よ っ て 、（14）、（15）式 よ り、

　　　tPi（
m ） ＝O　at　Oi

（18）

〈19）

が 言 え る。よ っ て Φ
i
の nJ−1 階まで の 微分はOi で o とな る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　証 明終わ り

　実 は、こ の 意味で は普通 の 有限要 素法 （FEM ）は FCM の

特例と見 られ る。す なわ ち、FEM に こ の
一

時独立性 の 問題

が な い の は、今の 条件が す べ て 満た され て い る か らで あ る。

つ まり、普通 の有限要素法の 形状関数 を こ こ で い う重 み 関 数、

被覆関数 を定数関数 と考 え る と、（11＞〜（13）式の 条件は普通

の 有限要素法 の 形状関数 が満た して い る 上 、 被覆関数が 0 次

で あ る か ら、（14）式の条件は不要 に なる 。 ただ し 、 形状関数

の 構築は 近似関数 の 完備性 を満足する た め面倒 に な る。

　以 上 の 条件は非常に
一

般的で ある が、こ れ に よ っ て重 み 関

数 を構 築 する と被覆関数 の 次数が 上 が る に伴っ て、〈14）の 条

件 を満 足 す る た め に 重み 関数 の 次数 も どん どん 上 が り、そ れ

に伴 い 近 似関数の 次数は 非常 に高 くな っ て し ま う。特 に、剛

性行 列 を 作 る 時、積分関数の 次 数 が 高す ぎる と、厳密な積分

に 必 要 な サ ン プ リ ン グ点 の 数 が急 速 に増加 し、計算時間が 増

加 す るの み で な く、高次の 近時を行 うガウス 積分 の 点や重 み

を あ らか じめ計算 して お くの が 困難 にな る。ま た、被覆関数

の 次数を 変 え る た びに重 み 関 数 も変化 させ なければ ならな

い の は非常 に不便で あ る。そ こ で 、もう
一

つ の 十分条件を考

え、重 み 閼 数 の次数が被覆関数の 次数 と無関係 にな る よ うに

構築す る こ と を考え る。

と無関係 に定義で き る 重み 関数を考え る。こ こで も 1 次元で

述べ るが、前述の よ うにそ れぞ れの 次元の 関数を掛け合わせ

る こ とによ り多次元へ の拡張は容易 に 行う こ とが で き る e

　すなわち、Fig．4 に示すよ うな、そ れぞれの 数学被覆の 中

心 で ある Oiと Osの 中点 C の左 右で 異な る、微係数が連続

な 2 次関数よりな る重み 関数 を考え る。式で あ らわす と，以

下 の よ う にな る。

w
・（x）一

｛鍛 ：：，
・− 1

，
・  

た だ し、

　　　w
、t
＝−a（x − O

、）
z

＋ 1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

　　　VVI．．・．a （x − o
、）

2

　　　w2t ＝a （x − Ol）
2

　　　w
，．＝

−a（x 　一・　02）
2
＋ 1　　

’

　　　　　た だ し ・ 魂 （o ，
− Ol）

2

こ の 関数は 明 らか に、（2）、（3）の 条件を 満足す る。

q C

Fig．4Quadratic 　Weight 　Function

（2）1次 独 立 性 の 重み 関数 に対する十分条件　そ の 2

　前述 の よ うに 、こ こ で は別の 定義 に よ り、被覆関数の 次数

定理 2 ；

（20）〜（21）で 定義 され た重 み関数お よ び （9）で 定義 され る 被

覆関数を用 い たと き、近似関数 WiOPi は iに対 して 互 い に 1

次独立で あ る。

証 明 ：

O
，
と Oeの 間で 恒等的 に

　　　 班 ＝Φ
、
WI ＋ Φ

2w2
詈0

で あ る とする。明 らか に、そ の 中の 1点 C で も

　　　u （1）
（c ）＝ O

，
k 詈0

，
1

，
2

，

…　QQ

（22）

（23）

とな る。k ≧ 2 の時、　 C 点で 、右側 と左側か ら別々 に k 階

の 微分を求 め る と、
　 　 　 　 　 　 　 2

　　・
（k）
  一

≧甅
 

肺
（り

＋ゼ
ィ1
粉

（り
）≡° （24）

　 　 　 　 　 　 2

　　・
 
  一

瀋畔
4 ）

・・t・
1’〉

・ °
・

Ck’”
・Vz

（i）

）一゚

となる 。 （24＞〜（25）式 よ り、

（25 ）
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　　Φ｛
k）
（C ）一Φ勢）

（C），k・一 ・O，92，

… 。。

っ ま り、Olと Oeの 間で 、

　　　Φ1
＝Φ2

で あり、その 上、

　　　Wl ＋ w2 ＝ 1

で あ るか ら、Oiと Oeの 間で 恒等的 に

　　　 u ＝ Φ 1
’Φ2

＝O

（26）

（27）

（28）

（29）

となる 。よ っ て 、近似関数の 1次 独立 性 が い え る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 証 明 終わ り

　 こ の 重み関数 を用い れ ば、被覆 関数の 次数はい くらあが

っ て も、近似関数が一次独立性 を保つ 。また、各被覆間にお

い て Φ，
の 次数は 独立 に定義す る こ とがで きるの で、局所的

に次数を上げる場合に もこ れ は成立 す る。

　Table　1 は各被覆で 同 じ n 次 の 被覆 閼数を定義 した場合の

各関数の 次数を示 して い る 。積分す べ き 関数 として は変位 の

近似関数を 1 回 微分 した もの を ひ ずみ と して、エ ネルギ
ー

を

積分す る こ とに な る。例 えば、2 次 の 被 覆 関 数を用 い た い 場

合 ，（1）の 項で 示 した重 み関数を 用い る と近似関 数は 7 次 と

な り、積分するべ き多項式はそれ らを変位 と して 剛性の 形 に

掛 け合わせ るの で 12 次 にな っ て い しま う。また、3 次の 被

覆関数で は 18次 になっ て し ま う。この よ うな 高次のガウス

積分の ス キ
ーム は 非常 に多 くの サ ン プ リ ング点を要する の

で 計算 時 間が か か る の み で な く．そ の 積分点 、重 み を

Legendre 多項式よ り求め る の も困難で ある 。 （2）の 項で 示

した 2 次 の 重 み 関 数で あれ ば、2 次の 被覆関数に対 して 6 次，

3 次 の 被覆関 数 に対 して 8次の 関数 を 積分す る ス キー
ム を用

い れ ば よ い。

Table　l　Com 　 arison 　of 　the　Order 　of 　Fun α ions

Type　ofWeighlFu

口 ction

CovcrF

皿nctionWeigh

量

FunctionApproximate　　FmctionFu

皿ction 重o

be　lnt。grate“

1 n 2n＋ 1 3n＋1 6n

2 n 2 n＋2 2n＋2

0．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

Fig．5Quadratic 　Weight　Function重n　2D

　そ こで 、以後重み 関数と して （2）で 定義 した 関 数 を 使 う こ

とにす る。これ を、2 次元、3 次元に 拡張す る に はそ れ ぞれ

の 座標軸方向に対 して この 関数 を掛け合 せ ればよ い 。Fig．5

に 2 次元の 場合の 重 み関数 を示 す。

　被覆 関数に 関 して は、任意の 1次独立な関数 を定義で き る。

こ こ で は 被覆変位関数 として （30）式 の ように最大 2次 まで の

完全多項式を 用い 、多項式の そ れ ぞれの 項 に独立 した 自由度

を与え る。完 全多項 式 で あ るか ら，被覆変位関数 と して 1次

関数、2次関数 を用い る場 合 に は 、各被覆 は、そ れぞ れ
一

軸

方向あた り 4
，
10個の 自由度を持つ こ と にな る Fig．6 に い く

つ か の 被覆関数 と、重 み関数をかけた近似関数の 例 を示 すa

　　fi幅 ・）一・
・ 吻 ＋う

・y ・ わ
・
z ＋ c1L・

z

　 （，。）
　 　 　 　 　 z　　　　　 2

　　 ＋ c22Y　＋ c33z ＋ c12ry ＋ c23YZ ＋ c31zx

こ の 被覆関数の 次数は被覆 ごと に変え る こ とが で き るため、

FEM の よ うに 高次 の 近 似関数 を導入す る た め に内部節点 を

新 た に設 け る と い っ た作業は全 く必 要な く、容易 に高次被覆

を導入 で き る。

2．4　 剛性マ トリクス ．荷重ベ ク トル の 計算

　次 に、この よ うに して 定義され た 近似関数 を変位 と して 用

い、Galerkin法に基づ き 剛性マ トリクス、荷重ベ クトル を

計算す る。有限被覆法 に お い て は、ボ クセ ル 解析法の よ う に

墳 界 をギザギザの 形状で 近似す る の で は な く 、 実際の 物理 領

域 で表現 し、そ の 領域 で 積分が行われる 。 剛性マ トリクス は、

物 理領域 に 対 して

　　　［K］− Jn［Br ［D］［B］4Ω 　 　 （・・）

と計算す る こ とがで きる 。 ただ し、回 は 材料定数マ トリ

クス、固 は ひず み の 近似を ｛・｝・未知 定 数 を ｛d｝と した

と き

　　　｛ε｝＝ ［B］｛d｝　　　　　　　　 （32）

とな るマ トリ クス で ある 。

　一般に、有限要素法におい て は こ の積分 にガウス積分が用

い られ る が、これ は積 分 を行 う領域の 形状が 2 次元の 場合 3

角形や 4 角形．3 次 元 の場合 4 面体や 6 面体 と い っ た 比較的

単純な領域で あるた め行 う こ とが で き る の で あ り、複 雑 な形

状 の 領域に対 して は ガウ ス積分 を行 う こ とは難 しい。そ こで 、

被覆をさらに細分化 した 形 状 ボク セ ル をあ らか じめ定義 し

て お き、それ を用 い て 積分 を行 う方法で ある 。境界 に ある被

覆 に 対 して は、そ れ を さ らに細分化 し、た とえ ば Fig．7 の よ

う に 8 × 8 × 8 に 分割 し、そ れぞれの 中央 の 点が 物体内部に

存在す る か 外部に 存在 するか を 示 すフ ラ ッ グ （内部な ら 1、

外部な ら 0 の 値を持 つ ）を持 たせ る。これ らは、境界の ボク

セ ル 要素の 詳細な 形状 を表現す るの で 、　「形 状 ボク セ ル 」
4i

と呼ぶ。この 情報を補助的に用 い 、物体内部に あ る 形 状ボ ク

セ ル に対 して 各形状ボ クセ ル の 中央 の 点で 積分す る べ き関

数の 値を評価 し、以下 の よ う に形 状ボクセ ル の 体積を重み と

して か けて（33）式の よ うに和 を取 る こ と に よ り．複雑 な形 状

の 積分を近似的 に行 う ことがで きる。
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　［K ］一　J． ［B］
T

［D］［B］dSt　一 Σ［B］
T

［D ］［B］Ve　 （33）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 in−voxet3

ただし、Veは形状ボクセ ル の 体積で ある 。

　境界条件は、文献4）同様に 変位拘束、荷重 と も に近似的 に

憾

Constan重cover 　fUnction

2
−2

x2

1

／↑ ＼
＼

2

Weighted　cover 　fUnction

w ’x

w ・x2

　 　 　 　 　 2

匿ソ　　　　　　　　　　　　　　　 w °
茂y

Fig．6　So皿 e　Exa血 ples　ofCover 　Function
　　　 and 　ApPreximate　Func 缸on

η

　　　　　 ξ

Fig．7　lnte　gratiρ n 　Using　Geometric　Voxel

形 状 ボクセ ル に対 して 与 え る。すなわ ち、被覆の 重 な り合 う

部分 （こ こで は 1 っ の ボ クセル と解釈で きる ）に変位の 拘束

条件 ti（x ）が境界 1｝， 上 にある場合に は

　 　 　 　 　 　 k

　　
u （x ）一暑網 呪 ω 含 πω n゚　 「tt　

（34）

の 条 件が 自由 度間へ の 線形 の 拘束 と して 導 入 され る。こ れ は、

ペ ナ ル テ ィ と して 容 易 に実装する こ とが で き る e

また、境界rw重　t（x）が 境界 上 にか か っ て い る 場合に は、

以下 のよ う に弱形 式の 積分 を行 う こ とに よ り各自由度 に対

す る等価 な荷重 に す る こ と がで き る。

舟
・… f，，〔1　fi（X ）TV，（X ・〕

・・d・ （35）

　これ らを 3 次元 の
一

般形状に対す る プロ グラム と して 実

装す る場合 に は、境界条件を前述の 形状ボクセル に対 して 与

え る もの とす る。

　連 立方 程 式 の 解法と して は、必 要な記 憶容量が ク リテ ィ カ

ル にな っ て く るた め、反 復法が 好ま しい。こ こ では、対角項

を前処理行列 と し そ用 い た 共役勾配法 を用 い た。

2．5　　有限被覆法とボクセル解析法

　この有限被覆法 における ボ クセル被覆 と、文献3）や 文献 4）

の ボクセル解析法の ボクセ ル要素の 関係は、Fig．8 の よ う に

な る。3 次元の 互 い に重 な り合 うボクセル 被覆は 8 つ の ボク

セ ル要 素 と解釈す る こ とが で き、ボ クセル要素の 数 と等しい

ボク セル 被覆 の 数は ほ ぼ同じに な る。

　有 限被覆 法に お い て 重 み 関数 として 1 次関数 被覆関数 と

して 定数関数 を定義 した 場合に は、立方 体 に対 する HEXA

要素の 形 状関数と一
致 し、文 献 4）の ボ クセ ル解析法 と 同 じに

な る。しかし、こ こで 定義 した 2 次 の 重 み関数を用 い る と、

従来の 有限要素法 とは大 き く異な っ て く る。

ボクセル 解析法にお いて は全体 を
一

様の要素に分割 し 、 すべ

て の 要素 に同 じ形状関数を用 い る ため、より詳 し く応力状態

を知 りた い場 所に、よ り多くの解析自由度 を与え る と いっ た

精度 コ ン トロ ールが で きなかっ たが、有限被覆法を用 いる と、

被覆単位で 独立に近似関数を設定す る こ とがで き、容易 に精

度 コ ン トロ
ール を行 う こ とがで きる。こ の 「被覆亅 の 中央 点

は、ボクセル 解析にお け る 「節点 」 に 相当する た め、こ れ は

Fig．8Mathematical 　Cover　and 　Analysis　Voxel
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見方を変え れ ば節点単位で精度を コ ン トロ
ールする方法で

ある と解釈する こ と もで きる。すなわち、p 法などの ア ダプ

テ ィ ブ法 は要素の 「辺」 に対 して精度 コ ン トロ
ー

ル を行 うた

め、通 常の要素の 情報 に加 え 「辺」 の 情報も必 要 にな る の に

比べ 、もと も とあ る 「節点 亅単位 で ア ダプテ ィ ブ法が 行え る

と思 わ れ る。

3．解　析　例

　単 位内圧 を加 えた圧 肉球殻の 1／8 の モ デル （Fig．9） に対

して 、こ こ に述 べ た 2 次 の 被覆関 数ま で を用 い た有限被覆法

を用 い て 解析 した。こ の 問題は、解 析解が あ る た め、制度の

評価 を行う こ とが で き る。数 学 被覆 と して は解 析 ボ クセ ル の

分割 相 当で 5× 5× 5、境界上 の ボ クセ ル に 関 して は、4× 4

× 4 の 境界形状ボクセル に 分割 して 解析 を行 っ た （Fig．10＞。

全部で 解析ボクセ ル数は 86 とな り、被覆数は 168 とな っ た。

先述の よ う に、被覆変位関数 に完全多項式 を用 い て い るた め、

被覆変位関数が 1次、2次 の場 合，一つ の被覆 の持つ 自由度

は一軸方 向あ た りそ れぞれ 4，10 とな る。した がっ て 系全体

の 自由度はそ れぞれ 2．016，5、040 とな っ て い る。こ こ で は

被覆 変位関数 と して 1次以上の 多項 式を用 い るため、前述の

よ うに異な る被覆 の 関数間の 1次 独 立 性 を保つ た め に Fig．5

の よ うな 2次 の 重 み 関数 を 用 い た。

　Fig．11，12 はそ れぞれ すべ て の 被覆で 1 次の 完全多項 式

の 被覆関数、2 次 の 完全多項式の 被覆 関 数を 用 い て解析 を行

っ た場 合 の球 殻の 中心 を通 る 断面 で の von 　Mises応力の 分

布で あ る。被覆変位関数の 次数が上が る につ れて 応力の 分布

が 滑 らか にな っ て い る様子 がわか る 。

　 こ れ を定量的に評 価する ため、以下 の ように von 　Mises

応力の 領域全体で の 誤差 ノル ム を比較 した。

　　　　　J．（・…

一・FC ・ ）
2d

Ω

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （36）　 　 el ＝

　　　　　　　　k…

2
・Ω

ただ し δexact
は解析解に よる von 　Mises 応力、5FCM は有

限被覆 法 に よ る von 　Mises応 力 で あ り．積分は 領域全体で 行

う。Table　2 の e1 の 欄に全体 を 1次 の被覆関数を用 い たばあ

い、部分的に 2 次 被覆 関数 を用 い た 場合 （後述）、全体 に 2

次被覆 関数を用 いた場合の 誤差を 比較す る。

　や は り 2 次の 被覆 関数 を用 い た 場合 の ほ うが解析精度が

向上 して い る こ とが定量的 に も確認 で き る。また、前述の よ

う に 高次 被 覆 を局所的 に配置す る こ と も可 能 で あ り、Fig．

13 の よ うに全被覆数 168 個 の う ち、球殻 の 内壁 寄 りの 約半

数の 87個の 被覆 に 2 次の 被覆変位関数 を設定 し、残 りの 被

覆 に つ い て は 1 次の 被覆変位関数 を設定 した 場合 を考 え て

み る 。 図中球で表 して い る個所 が 2 次関数 を設定 した 被覆で

ある。こ の 場合、系全体で の 自由度は 3，528 とな る。この

よ うに 局所的 に高次被覆を設定 したモ デル で 解析 した 場合

の 誤差 ノ ルム を、Table　2 に併 せて 表示 して あ る。全て の 被

Fig．9　Model　of 　lt8　Sphere

Fig．10　Analysis　Voxel　and 　Geome 膩 c　VQxel

Fig．11［［he　Analysis　with　Linear　Cov 巳r　Functions

Fig．12　The　Analysis　with 　QuaClratic　Cover　Functions
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Fig．13　Par缸al　Arrangement　of 　Quadratic　FunctiQns

覆 で 2 次の 関数 を設定 した 場合 と ほ ぼ同程度 に解析精度が

向上 して い る こ と が わか る。

　ま た、一般に応力解析に お い て は ロ
ー

カル な応力集中を よ

り正確 に求め る こ とが重要で ある。（36） と同様 の 評 価式 に

対 して 積分 を内周の表面の みで 行 っ た 場合の 誤差 を θ2 と し

て Table　2 に示 す。や は り応力集中もよ り正確に表現で き て

い る こ とがわ か る。

Tablc　2　Compa 颪son 　of 　Error

Degree　ofError θ1Error
θ2

freedom （Who 茎e （lnner
VolumeSurface

hnear
Cover釦n α玉on 2，016 0，2766 O．2831

Combina 【ion　of
Linear＆ 38528 0．2351 02468

Quadra［ic
Cover釦 nction

Quadratic
Cover　fUnc雌on 5，040 0，2337 O，2460

4．結　 　言

　物理的な領 域 と近 似関数を定義す る数 学 被覆 を別個 に 定

義す る こ との で きる マ ニ フ ォ
ール ド法 に、規 則 的 な 正 方形

（立 方 体 ）の 互 い に重な り合 う被覆 を 導 入 す る こ とで ボクセ

ル 解析 と の親和性 を図っ た。重 み 関数と して、一次関数で は

近 似 関数 の 1次独立性 に 問題の 生 じる こ とを指摘し．関数の

一次 独立性 を保 つ た め の 数学 的 な十分条件を示 した。よ り低

次の 関数で一次独立性を満たす関数 と して、部分 2 次関数を

示 した。さ ら に、3 次元 ソ リ ッ ドに対 して、形 状 ボクセ ル を

用 いた 剛性 マ トリクス の 積分方法、境界 条件 の評 価方法 を示

した。

　有限被覆法 は、近似関数の 次数を上 げ る こ とによ っ て容 易

に精度 コ ン トロ
ール を行 え る こ とを実例を持 っ て 示した。ま

た、近似関数 は 「被覆毎1 に任意 に設定する こ とがで き、誤

差が大きな個所に局所的に高次 被覆 を設 定す る こ とで 、効率

的 に高精 度 の 解が得 られ る こ と を示 した。こ れは解の 精度コ

ン トロ ール が 行 え なか っ た 従来の ボ クセ ル 解析の 問題点を

克服す る もの で あ り、さ らに 、計算 後 の 誤 差評 価の後、高次

被覆の 再配置を自動化な どす る こ とで、ボクセ ル解析に ア ダ

プティブ法的 な手 法を導入 する こ とも可 能で あ ろう．
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