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金属引張試験片の 塑性不安定メカ ニ ズ ム に関する研究

正 員 岡 澤 重 信
’

正員 藤久保 昌 彦
＊

Plastic　Instability　Mechanism 　in　Tensile　Metal　Specjmens

by　　Shigenobu　Okazawa，？LfeinbeT　Masahiko 　Fujikllbo，　Member

Summnry

　　　The 　plastic　instability　mechanism 　in　tensile　metal 　specimens ，　which 　influences　mechan −

ical　properties 　of　structural 　members ，　is　presented ．　A　ma 匕erial 　instability　criterion 　for　a 伽 ite
deformation　problem　and 　a　structural 　instability （bifurcation）critρrion ，

　which 　is　identlcal
with 　Hm ，

s　criterion ，　are 　formll】ated 、　The　present　criteria 　are 　exanlined 　on 　two −climensionnl
and 　three−dimensional　plastic　instability　anaiyses ．　 It　has　been　prov ρd　that 　occ しlrrence 　of　a

peak　point　and 　necking 　are 　due　to　material 　and 　structurahnstability
，
　respectively ．

1，緒　言

　構造物 を構成す る 金属材料の 弓鍍 や延性 などの機械的

性質は ，

一
般 に引張試験に よ り評価 され る，この 引張試

験に お い て弾性域 を越 えて塑性域 に 達 し た 金属材料 は，
ひずみ硬化によ っ て さら なる荷重の 増加 に 耐え得 る．そ

して 荷重極大点が発生 した後に，金属試験片の 幅方向 に

なだ ら かなくび れ （拡散くびれ）が発生する．拡散くび

れが発生 した後は，引張
．
試験に お い て作用 す る 荷重 は 減

少 し続け，やがてくびれ領城に ひず み が集中する局所化

により試験片は最終的な破断に至る，こ の ような金属引

張試験片で観察され る均一変形 か ら破断 ま で の ．・
連 の 現

象は，金属材料の 種類 に よらず共通 して 見 られ る現象で

あり塑性不安定現象として 広く知られ て い る．

＊

　広島大学大学院 工学研究科

原 隔 受 理　 平 成 14年 7 月 10 日

杁 季講 演 会 に お い て 講演 　平成 14 ｛1｛ ［1月 14， 1511

　金属引張試験片に お い て 発生す る塑性不安定現象 は ，
そ の 材料 の 機 械 的 性 質 を評価す る際 の 優位な影響囚子で

あり
1），なお かっ その 金属材料か ら構成され る 構造物 の

強度や延性 ひ い て は耐衝突性能な どに も多大な影響を及

ぼすと考え られ る，よ っ て 金 属引張試験片の 塑性不安定

現象を詳細に把握す る こ とは ，工 学的に非常 に 重要な課

題である．

　以 上 の よ うな背景か ら，非線形有限 要素法 の 理論や計

算機性能の 爆 発的な進歩の 後押 しもあ っ て，最近では金

属引張試験片の 塑性不安定現象の 計算機 シ ミ ュ レ ー
シ ョ

ン が精力的になされ て い る
2〜の．しか し，金属引張試験

片に おける荷重極大点 とそ の 直後の くびれの 発生の 2 つ

の 不安定現象の 違い を，有限要素法 に対応させ て 理論的

に明確に し，均一変形か らどの よ うな 不安定現象を経 て

破断まで 至 るか とい う体系的な メ カニ ズ ム に っ い て 説明

されたもの は筆者らの 知る限 りで は 存在 しない ．本研究

で は，金属引張試験片に おける 荷重極大点 と くび れ の 発

生の 不安定条件を有限要素法に 対応 させ て 明 らか にする

と共 に ， 有限要素解忻を通 して その 正当性を検証する．
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　金属引張試験片 の 塑性不安定現象に対し て，は じめ て

理論的な解釈を与えた Swift5） に よる塑性 不 安定理論 に

つ い て 概説した後に，n 乗硬化則材料をその 理論 に 適用

する．

2．1　 Swift の 塑性 不安定理論

　Fig．1 の よ うな，引張力が作用 して つ り合い 状態 に あ

る
一．軸部材を考える．部材内の 応力 （真応力）を σ ，断

面積 を α ，そ して 作用 荷亟 P とす る と ， 次式の よ うなつ

り合い 式 に な る．

σ α ＝ P （1）

作用荷重 P が増加するに つ れて 部材
．
は1申ぴ，それに伴 っ

て部材 の 断面積 α は減少 す る．また 金属材料は，塑性域

で の ひずみ 硬化域 に お い て は ひ ずみ が増加する に つ れて

その 硬化率は低下 して くる，そ して 断面積 α の 減少に真

応力 σ の 増加 が 追 い っ けなくなると，た とえ硬化型 の 応

カーひ ずみ関係で あ っ た と して も，式 （1）の 左 辺 が減少

を始め る．それ に伴っ て，つ り合い 状態を保つ ために 式

（1）の 右辺 の 作用 荷重 P も減少する，

　つ まり真応力が増加 し続け て い る状態にお い て，金属

引張謎験片がくびれる前の 均
一

変形状態で さえも，荷重

極大点が 発生 し荷重が減少す る可能性がある，こ の 現象

は断面積の 変化を考慮に入 れ る こ と に よ りは じめ て説明

で き る もの で あり，決して 材料的な軟化挙動 で は ない ．

こ の よ うな荷重の 減少 を有限要素解析 に お い て 再現す る

た め に は，断 面 積 の 変化を考慮す るた め の 有限変形 の 取

り扱い が必要不可欠である．

2．2　 π 乗硬化則材料の荷重極大点

　Fig，2 は，体積
一定を仮定 し た正方形断面の

一．t
軸部

材に ， 引張荷重が作用 し て変形 した 様子 を示 して い

る．Cauchy応力 （真応 力 ）テ ン ソル を σ ，第 1Piola −

Kirchhoff応力 （公称応力）テ ン ソ ル を ll，変形 勾配テ

ン ソル を F ，そ して 体積変化率を 」 二detF とする と ，

それ らは 次式の よ うな関係 とな る．

　　　　　　　　　 σ ＝ ！F ．π 　 　 　 （2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」

　 　 　 　 　 　一＿幽．一．凵、一一一×
一

　 　 　 　 　 ’

Fig．2　Deformation　of　one ．dimensional

　 　 　 member 　in　tenslon

体積
一

定を仮定 して い る の で ，式 （2）の 」 は 1 となる．

また Fig．2 に示 され て い るような，直交デカ ル ト座標系

に お ける σ ，n ，　 F の 成分は，それぞれ以下の ように

なる．

　　　　　　　σ 一 ［lii］
ー

00

彑
11

0
彑
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ー二F
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000000p

π

ooー
　

；

　

π

上 記 の σ ，n ，　 F の 成分を式 （2）に代 入 し て ，変形

前の 部材の 断面積を A ＝ H2 ，変形後の それを α ＝ h2

とした場合に は，以 下 の ような最初に仮定した体積
一

定

を 示す式が導出され る．

al ＝ ！IL （3）

こ こ で，
一軸部材の 公 称 ひずみ En と真 ひずみ Et　ei，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z− L
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　　

En ＝

丁

Et ＝ln（1 十 Cn ）

とな り，式 （3），（5）よ り以 下 の 関係が導か れる，

α ＝ ．4e
− f 重

（5）

（6）

　今，
一

軸部材 が次 の よ うに っ り合 っ て い る状態 だ と

す る．

氈
θ

P一
沌

＝

P

五
＝σ （7）
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以 下 の ような n 乗硬化則材料を考え る．た だ し k は 定

数で ある，

σ ＝ kctn （8）

あ るつ り合 い 状態 に おける，加 工硬化率と相当応力変化

率はそれぞれ式 （8），（7）の 右辺 の物質時間導関数
1

に

よ っ て求 め られ る．

o ＝ た几‘，

・ 一’

どε
； 璽 ビ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ft

J）　　　　 P
（
万

的 ＝ （烹
・

∈
り‘

・
・ E
’
t

（9）

（10）

金属引張試験片におい て，加工硬化率が相当応力増分率

に迫い つ か なくな っ た時点 （加工 硬化率 ＝ 相当応力増加

率〉で作用する荷重は減少 し始める
6）．よ っ て この場合

の 不安定条件は，

n ＝ ξt （11）

で あ り，真 ひ ずみ Ct が n に な っ た時点で均一一変 形の ま

ま荷重駄 点が発生す る．

3．古典的材料不 安定理 論

　前節で は ，

一
軸 部材を例に真応力が増加 してい る状況

でかつ 部材がくびれ る 前の均
一
状態で も荷重が減少 し得

る こ とを示 した．こ こ で は，よ り 般 性 の ある古典的材

料不安定理論 に よりそれを議論する．

3．1　 微小変形状態における材料不安定理論

　材料の 安定性 に 関する古典的理論
7）

で は，そ の 材料

が 安定であるための 条件は ， 微小 ひずみ テ ン ソル E と

Cauch．y 応力 テ ン ソ ル σ の それぞれ の 速度の 内積が 正

で あるとされ て い る．

c ：δ ＞ 0 （12）

こ こ で，Cauchy応力速度 テ ン ソル δ と微小ひ ずみ速度

テ ン ソル t を関連付け る 4 階の 構成テ ン ソル 0 を用 い

た場合 の 構成関係

ケ ＝ c ：ε （13）

を不等式 （12）に代入 すると，安定条件は以下の よ うに

なる．

c ： （C ； e）＞ 0 （14）

1 時間導閲数に は物質時間導関数 と空間時間
玉
淳関数が あ るが ，

　 本論 文で は 物貿頂繝 導関 数 しか用 い ない ．以後、物質時間

　 導関数に は L付きの ・を付け て単に速度 と呼ぶ こ とにす
　 る，

古典的理論にお ける安定条件式 （14）は，数学的に は C
の 正 定値性 を意味 し，そ れ が不正 定値にな っ たときに そ

の 材料が不安定状態に な る と考え る こ とがで きる．よ っ

て 不安定条件は次の よ うになる，

detO ＝0

3．2　 有限変形状態における材料不安定理論

（15）

　 Fig ．2 の よ うな有限変形状態 に も対応 で きる よ うに，

式 （12）の 安定条件を拡張する．金属引張試験片 の塑性

不安定現象を取 り扱 うためには，有限変形状態で の 議論

が 必要不可欠 で あ り， 有限変形状態 で の 安定条件の 定式

化は こ れまでにもなされ て きた
12 ｝9），本研究 に おけ る有

限変形状態で の 安定条件の 定式化は，既存理論 と本質的

に 異なるもの で なく， 有限要素法 へ の 対応を明確にす る

こ とを目標とする．

　 有限要素法に 対応させ て有限変形状態 の 安定条件を考

え る 際 に は，有限変形 状態 で 用 い られる仮想仕事 の 原理

が，微小変形状態で 用 い られ るそれ と力学的に等価 で あ

るの と同様に，有限変形状態に おける安定条件も微小変

形 状態に お け る もの と力学的に 等価 で なくて は な らな い

8）．そ こ で ，有限変形状態の た め の 構成方程式の 取 り扱

い が楽に なる ように，安定条件 （12）と等価な他の ひず

み 速度 テ ン ソル と応力速度テ ン ソル の 組み 合わ せ に れ

を共役な関係とい う）を考え る，

　今，X ，　x を変形前後 に お け る物質点 の位置ベ ク トル ，

u を変位ベ ク トル ，そ して tlを速度ベ ク トル とす る．有

限変形問題 の 立 場か らす る と ， 安定条件 （12）で用 い ら

れ る微小 ひ ずみテ ン ソル ε は，Almansiひ ずみ テ ン ソ

ル A の 線形部分 ．4
 

と考え るこ とが で きる．

・ 一 … ・
一 略 罵 ・ （・ ・ Vx ）

「

｝ （16）

安定条件 （12）に お い て は ，Cauchy 応カテ ン ソ ル と

Almansiひ ずみ テ ン ソル の 線形部分 A
〔L＞

は 互 い に 共役

な関係 に あ る．こ こ で 有限変形問題 へ 拡張す る た め に 共

役な関係として，文献
9 ）

と同様な第 lPiola −Kirchhoff

応カテ ン ソル llを用 い ると，安定条件 （12）と等価な条

件は 以下の よ うに なる．

（
　 　 　 　 　 　 　 　 1
蛇 ▽の ：〇 二

i（姻 ▽ ・ ）・ が 〉 ・ （17）

　次に，剛体回転に依存しない 第 2Piola −Kirchhoff応

力テ ン ソル S を用 い るために，安定条件 （17）を以下 の

N 工工
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ように書き換える．

凵本 造 船 学会 論 文 災　第 192 号

｝〔也   ▽ x ）・ ガ

ー｝（・ ・ ▽ ・ ）・ （s ・FT ＋ ・・P 「

）
T

（18）

一 告（s ・E ＋ s ・ （・i
’T ・F））・ ・

ただ し，以下の 関係を用い て い る．

n 「； s ．FT （19）

また E は Green 　Lagrange ひずみ テ ン ソル で あ り ， そ

の 速度 E は以下の ようになる．

E − 1｛（也   ▽ x ）＋ （凾 ▽ ・ ）
T

　　　　　　 ＋ （姻 ▽ x ）
T ・

（姻 ▽ x ）｝　 （20）

　有限変形解析に有効とみ な され て い る updated 　La−

grangian法 で は，基準配置を現配置 に
一
致させる．そ

の 場合に は，以下の 関係が成 り立 つ ．

」 ＝ 1 （21）

ン ソル速度 Eは客観性の あるス トレ ッ チ ン グテ ン ソル D

に，Cauchy 応力テ ン ソ ル 速度 0 は客観応力速度に置き

換えられ る もの とする．客観応力速度に つ い て は，その

取り扱い が容易で ある Jaumann 速度 drJを用い る こ と

にする，そ の 場合 の 有限変形状態で の 構成方程式は以下

の ように な る．

dJ ＝ c ： D （29）

ス トレ ッ チ ン グテ ン ソル D は物質点の 座標の 関数 で あ

り，物質点 と共 に 移動する観測者か ら見たひ ずみテ ン ソ

ル速度の 定義に
一
致する．Gauchy応力の Jaumann 速

度 〔テ
J

に 関 して も移動する観測者か ら見た応力速度 とい

う意味合 い を持つ ．つ ま り有限変形問題におい ては，応

力速度，ひ ずみ速度を両方とも客観性の あ る もの に 置き

換え，どれだけ
’
物質が ゆが ん だ として も微小変形状態で

の 弾塑性理論 が成立する と考える．よっ て 構成テ ン ソル

C は微小変形理論におけるもの と同
一一一

で あ る．

　式 （28）内 の Truesdellの 応力速度 5 に 構成関係

を代入す る こ とを考える，Truesdellの 応力速度 S と

Cauchy 応力の Jaumann 速度 dJ の 関係 は 以下の よう

で ある，

F ＝ 1

E ＝ FT ．P ，F ＝ D

F ＝L ．F ＝ L

s ＝σ

こ こ で L は以下の ような速度勾配テ ン ソル で あ る．

L ＝ 也 3 ▽ r

（22）

（23）

（24）

（25）

（26）

8 ＝ ケ
」 − D ・σ 一σ ・D 十 （trD ）σ （30）

式 （29），（30）よ り，例え C が 4 階 の テ ン ソル と して 対

称であ っ た と して も，TruesdeU の 応力速度 3 と ス ト

レ ッ チ ン グテ ン ソル D を関連づ ける 4 階の 構成テ ン ソ

ル は 非対称 に なる，非対称 の 構成テ ン ソル は，その 正定

値性を議論する際に非常に 扱 い に くい ．そ こ で ， Cauchy

応力 の 代わ りに相対 Kirchlloσ応力 ∂ の Jaumann 速

度 ∂
J

を用 い て以下の ように有限変形状態 の 構成方程式

を定義し直す、

bJ ＝ σ ： D （31）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　こ こ で Cauehy 応力の Jallmann速度 d 丿

と相対 Kirch一

また D はス トレ ッ チ ン グテ ン ソル で ，L を加 算分解し 　 hQff応力の Jaumann 速度 bJは以下の 関係がある．

た対称部分で ある，

D − 1（… T

） （27）

式 （21）一（25）を考慮する と， 式 （18）は 次の よ うにな る．

S ；D 十 σ ： （ガ ・L ）＞ 0 （28）

また基準配置と現『己置が
一

致 した場合の 5 は TYuesdell

の 応力速度 と呼ば れ る．

　有限変形問題 に お ける構成方程式につ い て考え る．微

小変形問題 の 構成方程式 （13）に お い て，微小 ひ ずみテ

♂ − eJ ＋ （t・D ）σ （32）

ケ
」

と∂
」

の 差異は （trP ）σ で あり，塑性変形にお ける

非圧縮性 と弾性微小ひずみの 仮定か ら無視 で きる もの と

考え られる．

　式 （30）1（32）より，丁￥uesdell の 応力速度 5 と相対

Kirchhoff応力 の Jaumann 速度 ∂
J

の 関係は 次 の よう

になる．

　 　 ’JS”’
＝ δ ＿D ．σ

＿
σ
・D （33）
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式 （33）に有限変形状態の 構成方程式 （31）を代入 して整

理す る と，

S ＝ C ：D （34）

こ こ で C は TYuesdeilの 応力速度 8 とス トレ ッ チ ン

グテ ン ソル D を関連付ける 4 階の 構成テ ン ソル で あ り，

次の よ うに イ ン デ ッ ク ス 表示 され る，

一　 　 　 　 　 　 　 　 l
Ciゴkl ＝ α ・kl　

−
i（δ・・a ・」 ＋ δ・・ σ ω

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　
−
i（σ ・・δ・t ＋ ・ u6j

’
k ） （35）

δ
り は ク ロ ネ ッ カ

ー
の デル タ記号で ある．C ，jkl は 袷 ゴ，

kel また は，　 i
，jek ，

tの 可 変性 が あ る の で，4 階の テ

ン ソル と して 対称 とな る．

　式 （34）を安定条件式 （28）に 代入す る と，次の ように

なる．

式 （28）の 左 辺 ＝＝　D ・ （δ ・ D ）＋ σ 1 （LT ・L ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （36）
　　　　　　 ＝ 紛

τ

圃｛a｝＞ 0

た だ し

［k］； ［km ］　＋ 〔kg］

［k
皿

｝＝［b
肌

】
T
［∂1［硝

［た
911191T

［σ1圏

こ こ で，bm ，　 b9 は，

D ＝bm ．u

L ＝b9・u

（37）

（38）

（39）

（40）

（41）

を満たす 3階の テ ン ソル で あり ， 【bm］，【b9｝はそれ らの

適当なマ トリ ク ス 表示 で ある．また，［∂］，【σ ｝は ，（う，

σ の 適当なマ トリク ス 表示 で ある．

　式 （36）中の ［k】は updated 　Lagrangian法 に よる

有限要素法の物質点レ ベ ル で の 接線剛性に対応する，式

（36）の 安定条件は ［k］の 正定値性を示 して お り，［k］の

行列式がゼ ロ となる こ とが こ の 場合の 不安定条件 で ある．

つ まり， この 不安定条件は 局所的なもの であり，有限要

素解 析におい て は ア セ ン ブル する前の 要素 レ ベ ル で の 接

線剛性 マ トリクス の 行列式が ゼ ロ になる点として金属引

張試験片の 荷重極大点を見つ け る こ とが可能で ある，

4．構造不安定条件

　 これまで論じて きた Swiftの 塑性不安定理論，占典的

材料不 安定理 論 は 共 に 局 所的な材料 不安定性 に 対す る も

の で あ る．よ っ て 引張力下で の 金属材抖の 荷重極大点の

発生の 情報は反映され て も，その 直後に発生するくびれ

の 発生を説明す る こ とは で きな い ．くび れ 発生 の 理 論的

な解釈を得る ため に は，大域的な構造不安定の 扱い が 必

要不可欠で ある．

　 そ こで ，くびれ を構造不安定の
一種で あ る 分岐挙動 と

して捉えた上で ，そ の 不安定現象を解明する研究が 行わ

れ るように な っ た
2 ）IO ），つ ま り荷重極大点後の つ り合

い 経路 にお い て も，主経路に お い て は材料は均一変形 の

まま1申び続け，荷重極大点直後に 発生する分岐点か ら分

岐経路に移行す る こ とに よ っ て くび れが始まる と解釈す

る もの で あ る．材料不 安定問題 か ら構造 不安定問題 の 橋

渡 し役を担 うの が，Hillの 分岐条件
Hl

で あ る．こ れは

材料 レベ ル で の 不安定性 の 議論を，対象とする構造全体

の 体積 で 積分 したもの で あ る，そ して有限変形 状態へ と

対応 で きるように Hillの分岐条件の 拡張もな され て い る
12 ）16 〕17）

　こ こ で は，弾塑性分岐条件 と して す で に確立 され て い

る Ilillの 分岐条件と有限要素法 にお ける通常の分岐条件

との 等価 1生に つ い て 確認する．

4．1　 Hill の分岐条件

Hillに よ る 分岐条件は 以下の よ うに 示 され る
11 ）．

／，

　・
’

・・
’
・・　＝・ （42）

こ こ で，v は物体の 体積 で あ る、また ， 右肩の ＊ は，分

岐点 に お け る 分岐方向 と 主経路方向の 解の 差を示す．こ

こ で 前節と全 く同様な手法 で，共 役なひ ずみ速度 テ ン ソ

ル と応 力速度テ ン ソル を用い て こ の Hillの 分岐条件を等

価な形 で 郁 艮変形問題 へ と拡張する と，基準配置を現配

置 に
一

致させ る updated 　Lagrangian 法 を考え た 場合，

式 （42）は以下 の ように な る．

∠（s
’

・D
掌

＋ ・ ・ （ガ
T ・・w − ・ （・3）

こ こ で Tr　Iesdcll の 応 力速度 5 とス ト レ ッ チ ン グ テ

ン ソル D を関連付ける構成方程式は 式 （34）で表され

るが
，

こ こ に Hillii） に よ っ て考案され た線形比較 体

（Comparison　Solid）を導入する．これは，現配置で降

伏 して い る物質点にお い て は，分岐経路方向 に も主経路

方向に も降伏 が 引 き続 き続行す る と仮定 し，除荷の 可能

性を一
切排除した架空の 材料 で あ る．

Si ＝ （ラ
c

： D1 （44）
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su ＝（ラ
ご

：D ”

E1本造船学会論文 集　第 192号

（45）

右肩の 1 は 主経路方向の 解，II は分岐経路方向の 解を

意味する．ぴ は線形比較体を用 い た 場合の 構成テ ン ソ

ル で あ り，現配置で降伏 して い る物質点 に関して は，次

の 段階の 挙動に よ らず常に 負荷 とな る，ま た 現配置に お

い て弾性状態の 場合には，線形比較体を用い る必要はな

く，弾性構成式テ ン ソル が 用い られる．

　式 （44），（45）よ り，

S
’＝ce ：D

傘
（46）

式 （46）を式 （43）に代入 して，有限要泰法と同様な手法

で離散化 す る と，次の よ うにな る．

た だ し，

｛U｝
T

［κ
c

】｛ぴ｝＝ 0

［KC 】＝ ［Kmc ］＋ ［K9 ］

［Kmc ］− fv［Bm 亅
丁

印
m

］・・

［Kg ］＝・fv［B ・

］
’

［・1［B ・

］dv

（47）

（48）

（49）

（50）

こ こで，｛U｝は節点速度ベ ク トル で あ る．また，［B 門，

［B9｝はそれぞれ D ，　 L と節点速度を要素ごとに関係づ

け る マ トリ クス で あ る．

　式 （47）に お い て ， ［KC］を線形比較体を用 い た架空の

接線剛性 マ トリクス とした場合，Hillの 分岐条件は こ の

［KC ］が 特異マ トリクス で あるとい う条件 となる，

det［KC ］＝ 0 （51）

4．2　 通常の 分岐条件との 等価性

　update 　Lagrangian 法 を考えた場合 の 速度形の 仮想

仕事の 原理は 以下 の ように表 される，

f． s ・δD ・・　・　f． ・ ・1・L ’ ・・L ＋ ・L ’ ・・）dv

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝δR 　（52）

こ こ で δ は仮想仕事に起因する変分，δR は外力の なす

仮想仕事で ある．こ こ で もやは り微小ひずみテ ン ソル と

Cauchy 応力テ ン ソル に よる微小変形問題 の ための 速度

形 の 仮想仕事の 原 理 にお い て，共役なひずみ テ ン ソル と

応力テ ン ソル の 組み合わせ に置き換える こ とに よ っ て式

（52）を得る こ とがで きる，式 （52）に式 （34）の 構成関

係を与えて，左辺 を有限要素法に よ り離散化すると接線

岡1｝性 マ トリクス ［K ］が得られる．

ただ し，

式 （52）の 左辺 ＝｛δU｝
T
［K ］｛U｝

［A］壽 ［A7m｝＋ ［κ
9
］

（53）

（54）

式 （54）内の ［K9 ］に 関 して は，式 （50）と同
一

の もの と

なる．［Km ］に関して は，式 （49）の ［Kmc ］との 違い は

構成 マ トリク ス の 部分だ けの 違い で ある．

［κ 「 − ft［Bm ］
T
［∂］［B

”

］dv （55）

有限要素 法 に よ り離散化 され た い わ ゆる真 の 接線剛性マ

トリクス ［KI の 弾性分岐条件 は以下 の よ うに なる．

det［K ］＝0 （56）

線形比較体に よる架空の 接線剛性 マ トリク ス 〔KC ］と有

限要素法による貞の 接線剛性 マ トリクス ［K ］の 違い は，

4 階の 構成テ ン ソル の 部分だけである．そ して真 の 接線

岡「牲 マ トリクス 【KI に お い て ，降伏 し て い る積”、fi“に お

い て 除荷の 可 能 1生を排除すれば ［K ］と ［KC ］は 全く同

．一一
の もの となる．

　ゆえに，通常 の 有限要素法 の 定式化を行 い ，それ か ら

得 られ る真の 接線岡牲 マ トリクス ［瑚 か ら除荷の 可能性

をすべ て 排除 して そ の 特異性 を評価す る こ とに よ っ て，

Hi11の 線形比較体を用 い た場合と全く同様 に して 弾塑性

分岐点の 評価が 可能 で あ る．ま た こ の ような通常の 分岐

条件は，暗黙の うちに Hillの 分岐条件を包括してい る．

5 ．有限要素解析結果

　式 （53）の 接線剛 生マ トリク ス ［K ］を 用 い て ，有限要

素法に よる塑性不安定解析を行う．構成方程式 と して は，

von 　Mises の 降伏関数に よ る関連流 れ則い わゆ る J2 流

れ則 を用 い る．」2 流れ則を用 い る こ とに よ っ て ，微小

変形理論で 用 い られ る 4 階の 構成テ ン ソル C は対称と

なる．さらに式 （35）で表される 1fruesdellの 応力速度

3 とス トレ ッ チ ン グテ ン ソ ル D を関連付け る構成テ ン

ソル 0 も対称となる．そ の 結果 ， 接線剛性マ トリク ス

［K ］も対称とな り，有限要素解析 で の 連立方程式 の 解法

の みならず安定性の 議論 にお い て も効率的となる，

　ヤ ン グ係数 E ＝200（GPa ）， ボア ソン比 v ＝0．3 と

して，塑性域に おい て は，Cauchy応力の 相当応力 ttと
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Fig．3　Two −dimension飢 analysis 　model
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Fig．4　Equilibrium　path　in　plane　strain

　　　 condition

相当塑性ひ ず み ♂ で次式の よ うな べ き乗硬化則を仮定

する．

t・・一・ay （
　　　　ζ

P1

十 一
　　　　Ey ）

°’°625
（57）

こ こで ay ，　 Ey は それぞれ降伏応九 降伏ひずみ で あ り，

以下の よ うに 設定する．

　　 勉 ； ⊥Ey ＝
　 　 E 　　 500

5．1　 平面ひずみ解析

（58）

　まずは平面ひずみ状態における 2 次元解析を行 う．対

称性に よ り 1／4 部分の みを計算領域 として，引張荷重を

与えて も均
一

変形 となる Fig．3 の ような境界条件を 用 い

る． 有限要素は 4 節点の ア イ ソパ ラメ トリ ッ ク要素で ，

volumetric ロ ッ キ ン グを避けるために選択型低減積分

を用 い た，

　Fig．4 は，有限要素解析に よ っ て 得 られたっ り合い 経

路で ある．まず ・ で 示され る荷重極大点が発生する．こ

の 荷重極 大点にお い て は，すべ て の 要素接線剛性マ ト リ

クス の 行列式がゼ ロ となる．つ ま り有限変形状態で の 古

典的材料不安定条件を満た して い るこ とになり，局所的

な材料不安定挙動と して捉える こ とが 可能 で あ る．また

Fig．5　 Deformed 　configration 　on 　bifurca−

　　　 tion　path　in　plane　strain 　condition

当然の 結果 と して全体接線剛性マ トリクス の 行列式 もゼ

ロ となる．荷重極大点以降の つ り合い 経路上で は材料は

すべ て均
一
変形 の まま伸び続け，それ以降どの 要素接線

剛性マ ト リク ス の 行列式もゼ ロ とはな らない ．しか し荷

重極大点直後に お い て ， 全体接線剛性 マ トリクス の 行列

式が ゼ ロ に なる点 。 が発生する．つ まり構造不安定現象

と して の 分岐点が発生 した こ とに なる．そ こで こ の 分岐

点 o か ら分岐経路 へ 乗 り移 り，分岐経路上 の 変形を追跡

した．塑性不安定問題 に お け る分岐解析法の 詳細を述べ

る こ と は，本論文の 主旨で はな い の で割愛す る．詳細は

文献
13） を参照 された い ．

　Fig，5 は，分岐経路上で の変形図 で ある．分岐する こ

とに よ っ て鋼材の 端部か ら除荷が始ま り，その 除荷領域

は中央部へ と広 が る．そ して 除荷領域で の 変形の 進行は

ほ とん ど停止 し， 残 っ た塑性部分の みに変形が局所化し

て い く．結果 と して 材料全体 に 渡る滑 らかな拡散 くびれ

が再現され る．しか し
， そ の後の破断 に直接的に結びっ

くような不安定挙動信発生 しない．

5．2　 3 次元解析

　選択型低減積分を施 した 8 節点の ア イ ソパ ラメ トリ ッ

ク要素を用 い て 3 次元解析を行う．2 次元解析と同様に，

引張力を作用 させ て も均
一変形 となるような境界条件を

用 い て ，端部 の 軸方向変位が
一
様となるよ うに拘束して

荷重を作用 させ た，た だ し 3 次元解析にお い て は対称性

か ら 1！8 部分の みを取 り出 して計算を行 う．

　こ こ で は幅 と厚 さの 比 （以後，幅厚比）が 20 の 薄板

試験片と 4 の 厚板試験 片を扱 う，Fig．6 がつ り合い 経路

で あるが ，
い ずれ の 3 次元解析におい て も 2 次元解析と

同様 に ， す べ て の 要素接線剛性 マ トリクス の 行列式がゼ

ロ となる局所 レベ ル で の 材料不 安定点 で ある荷重極大点

● が発生する．そ して そ の 直後の 全体接線剛性 マ ト リク

ス の 行列式 しか ゼ ロ とならな い構造不安定点 としての 分

岐点 。 が 発生する．荷重極大点後 も主経路におい て は部

材は 均
一

変形 の まま伸びっ づ け る，分岐点 に おける分岐

モ
ー ドはい ずれ も拡散くびれ モードで あ り分岐経路へ 乗

り移る こ とによ っ て まずは拡散くび れが始まる．そ して ，

さらに そ の分岐経路を追跡 し続ける こ とに よ っ て 変形状

態は拡散 くびれか ら終局的な変形パ ターン へ と移行す る。
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Fig．6　Equilibrium 　paths 　 obtained 　by

　　　 three−dimensional　analyses

　Fig．7 が分岐経路上で の 終局的な変形パ ター
ン で ある。

幅厚比 20 の 薄板試験片の 場合に は，× 状 の せ ん 断型の

局部 くびれが発生 して い る．こ こ で は分岐す る こ とに

よ っ て除荷が 端部か ら 始 ま っ て 中心 部に進 展 した後に ，

今度は中心部から再び除荷が 発 生 して塑性部分 が挟まれ

る格好となる．そ して残された × 状 の塑性部分の み に変

形が集中して × 状の 局部くびれを形成す る．x 状の 局部

くび れ領域で はせ ん 断変形が卓越 して お り，こ の 局部く

び れ の 発生 が その まません断的分離に よる破断 と見なす

こ とがで きる．一
方，幅厚比 4 の 厚板試験片にお い て は，

× 状の せ ん断型の 局部くび れ の 代わ りに，試験片の 長手

方向とは垂直に 板厚 方向の 狭い領域が くびれる局部 くび

れが発 生 す る．分岐に よ る端部か らの 除荷領域が試験片

中央の 塑性域を楕円上 に包み 込む．そ して 残された塑性

域に変形が集中するこ とに よ っ て集中的な局部くびれが

発生する．なお， これ らの 3 次元分岐解析による終局的

な変形パ タ
ーン と， 引張実験 に おける塑性不安定現象で

の 破断直前の変形パ タ
ー

ン とが極めてよく
一
致して い る

こ とを確認 して い る
4）．

　 J2流れ則に よる 3 次元 分岐解析を行 うこ とに よ っ て，
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Fig．7　Deformed 　configrations 　on 　bifur−

　　　 cation 　path　obtained 　by　three
−

　　　 dimensional　analyses

均
一変形か ら拡散くび れ を経 て破断直前まで の 局所化変

形パ ターン を再現で きる．局所化変形パ ターン 以降の せ

ん 断分離 に よる破断そ の もの を示すせ ん 断帯を再現する

た め に は ， 変形理論
14 ）

や コ
ーナー理論

15 ｝
な どを用い

る必要がある，

　実際の 金属引張試験片に は幾何学的及び材料的な初期

不 整が存在する ため に分岐点が消滅 して，荷重極大点 と

分岐点の 明確な不安定点 の 区 別 は 困難で ある．しか し本

研究 で扱 っ たような完全系で の 不安定 メ カ ニ ズ ム を明ら

か に して は じ め て 初期不 整を有する実際の 不 完全系の 不

安定挙動 に つ い ての 議論が可能に なる．さらに荷重極大

点以降の 不安定現象は，金属引張試験片の 重要な機械的

性 質の 1つ で ある延性を評価する際の重要な因子である．

よ っ て 金属引張試験片 で 発生する荷重極大点と分岐点に

お ける 2 つ の 不安定挙動 の 差異を明 らか に するこ とは 工

学的 に重要で あ る と考えられる．

6．結言

　金属引張試験片の 塑性不安定メカニ ズ ム に つ い て，以

下の ような成果を得た，

L 古典的材料不安定理論をそ れ と 等価な形で有限変

　 形問題 に お い て も適用 で き る ように拡張 し，物質

　 点 レベ ル で の 接線剛性 の 正定値性が喪失するとい

　 う有限要素法 に おける 局所的 不 安定条件と して の

　 材料不安定条件を定式化した．
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一
る研究

2．構造 不安定条件と して確 立され て い る IliHの条

　 件 と，有限要素法に お い て 導出され る接線剛性行

　 列 に よる通常の 分岐条件とが 等価で ある こ とを確

　 認 し， 弾塑性 分岐点を弾性分岐点と同様 の 手法で

　 Hillの 条件を意識する こ となく評価 可能 で ある こ

　 とを論 じた，

3，荷重極大点の 発生は局所的な材料不安定現象で あ

　 り，試験片は均一変形 の ままで あ る の に 対 して
，

　 そ の 後の くび れの 発生 は 大域的な構造不安定現象

　 で あ り，均
一

変形か ら不均
一

変形 へ の 分岐で あ

　 る こ とを有限要素法の 枠組み に お い て明確に分離

　 した．

4．J2 流れ則に 基 づ く 3 次 元分岐解析に よ っ て，拡

　 散 くび れ 以降の 破断直前まで の 局 所 化変形 パ ター

　 ン を再 現 で き る こ とを明 らか にした．

　今後は溶接部などの 構造的応力集中部に つ い て もこ れ

らの 検討を行い ，材料 不 安定及 び 搆造 不 安 定 さ らに は 破

断 に 至 る際の 挙動な どの 確固た る場合分 け と，強度及び

延性 に対する材料及び幾何学的因子 の 明確化を行うこ と

が 課題 となる．
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