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数値重 み 関数法 に よる構造解析手法の 開発
一 2次元弾性お よ び平板構造解析の 定式化
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Summary

The　weight 　fhnction　method 　was 　originally 　derived　for　two − and 　three−dimensional　crack

problems　 to　 calculate 　 stress　 intensity　fhcters　 fbr　 arbitrary 　 loading　 conditions ．　 In　 the

present　paper　the　weight 　fUnction　method 　has　been　generalized　to　the 　response 　analysis

of 　structures 　basing　upon 　the　Maxwe11−Bettl’ s　reciprocal 　theorem ，　 where 　the　weight

fUnction　method 　is　forrnulated　 and 　applied 　to　 two −dimensional　 elasticity　 and 　plate

bending　problems　with 　illustrative　examples ．　The　method 　is　very 　usefUI 　fbr　the　analysis

of 　structures 　 subjected 　to　 a 　variety 　 of 　loading　 conditions
，
　because　 once 　the　 weight

nmction　is　calculated 　the　responses 　such 　as　displacements　and 　stresses 　may 　simply 　be

calculated 　by　the　integration　of 　the　inner　product　of 　the　universal 　 weight 　fUnction　and 　 a

load　vector ．

1．緒　　言

　重 み 関数法 は 1970 年代に き裂 の 応力拡大係 数解

析 へ の 適用 を 目的 と して 研究 さ れ た手法で あ り、そ こ で

は、物体形状 と幾何学的境界条件 に 対 応 して 固有 に 定 ま

る ベ ク トル 場 （重 み 関数） を用 い て 任意 の 荷重 条件 に 対

す る き裂 の 応力拡大係数が、重 み 関数と荷 重 ベ ク トル の

内積 と して 計 算 で き る こ と が 示 され た 1，2   著者 の
一
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人 は最近 、 こ の 重 み 関数法を任意の 3 次元 き裂の 応力拡

大係数算定に 適用す る手法を開発 したが
3 ｝、本研究 で は、

こ の 考え方が 、さ ら に
一

般 の 構 造 応答、即 ち 注 目 点 の 変

位や 応力の計算に も適用可能な こ とを示す。

一度、構造

形状 と幾何学的境界条件 の み に 依存する 固有 の ベ ク ト

ル 場 と して の 重 み 関数 が 決定 され る と、そ れ と荷重 ベ ク

トル の 内積 の 積分 が 、注 目点 に お け る 応答 （変位あるい

は応力）を 与え る こ と に な る の で 、多数の 荷重系を扱 う

必要 の あ る 場合、本手法 の 有効性 が 高 い
。 船舶海洋構造

の 疲 労強度 の 直接計算 で は、ユ，000 以上 の 極 め て 多数の

荷重 ケ
ー

ス を扱 わ なけ れ ば ならない 場合 が あ る が 、構造

危 険部 位が 明確で 限定 的な場合 に は 本手法 は 有効 な 解

析手段 を提供す る と考 え られ る 。
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　本論文で は 、2 次 元 弾性問題 お よ び板 曲 げ 問題 の 重 み

関数法の 定式化 を行 う と と もに 、 般 の 3 次元板骨構造

へ の 拡張を論ず る。さ ら に本手法 を汎用構造解析 コ ード

と組 み 合 わせ て シ ス テ ム 化し、数値計算 に よ る 重 み 関数

算定精度 の 検 証 を 行 い 、本手法の 有効性 を示す。

2 ，構造 応答解析の た め の 重 み 関数法の定式化

　2．1 平 板構造応答解析 の 蠶 み 関 数 法 の 定式化

　平板 の 構造応答 は 、微小変位の 場合面内応答 と面 外応

答 を 分離 して 議論 で き る の で 、以 下 で は、2次元弾性問

題 と 板曲げ問題 に 分 け て 重 み 関数法 の 定式 化 を行 う。座

標系と して Fig．1あ る い は Fig．2 に 示す よ う に、平板の

中央面内に Xl，　x1 軸あ る い は x，　y 軸 を と り こ れ ら と右手

系 を なす よ うに x 軸 あ る い は z 軸を と る 。以 ドの 議論 で

は、簡明性 の た め 2 次元弾性問題の 記 述 に は 0 −xLXzX ．1座

標系 と変位お よ び 応 力の テ ン ソ ル 表示 を、また 板曲げ問

題 に は O −　xyz 座標系 と工 学表示 を併用す る が 、 混乱 は 無

い と思 う．

　2．1．1　 2 次元弾性問題 の 定 式 化

　解析対象 と して Fig．1に示す 2 次元領域 Vを考 え よ う。

解 くべ き境 界値 問題 は 通常 の テ ン ソ ル 記 号 と総和規約

を用 い て

σ ．．．十 ノ．＝o
iJ，J　　

1

σ ．．il ．＝t、
tl

／　 t

u ．＝   ．
l　　 t

inVonS

矍

on 　Su ， （1）

と表せ る。こ こ に、物体力 を fj、応力境界 Siに 作用す る

表 面 力 を tl、変位境界 一ヒの 強制変位を VL と し、得 られ る

変位 お よび 応力をそ れ ぞ れ 、Ut、σ
。
と す る。ま た 、応力

お よ び 変位 の 評価点を P と表す こ と に す る 。

L
Fig．10riglnal 　boundary 　value 　problem

次 に、補助問題 と して、点 P に エ k方向 の 単位集中力 が

作 用 す る 問 題 を定義 し よ う（Fig．2｝、、

　　 ・
、八〜

・ 磨
）
・P・一… 　 　 V

　　 σ

｛1
・

ノ
ー0 　 　 　 ・ nS ・

　　 〃
广

v1 　 　 　 　 　 ・ nS ・， （2）

こ こ に 、δ、｛
k〕 （P｝は点 P に作用す る Xkem 方向 の 単位集中

h を表す u こ の 問題 の 変位解を u11k
’

（Q ；P）と表す＝

Fig．2　Auxiliary　boundary 　value 　problem　for　k＝1

　こ の と き、問 題（1） と（2）に Maxwell −Betti の 相反定理

を適用す る と、

Ur ・… μ
1’
・Q・P・・W ・Q・

　　・卵 ・Q・P・卿 ・Q・ （3）

を得る。明 ら か に 、ult
’）
〔Q；P）は 点 P の 変位 UI（P）の 重 み 関

数 と な る こ と が わ か る。

　応力 は、式（3）で 与え ら れ る変位 に 対 して 、変位
・ひ ず

み 関係 と応力
・ひ ずみ 関係 を適 用 して

　 　 　 1
σ

・
の ＝

プ 脚
（凵… ＋ u

…
） （4）

と 定め られ る。こ こ に、Elim。は 弾性係数テ ン ソ ル で あ る。

式 （4）右 辺 の 変 位 の 偏微分 は

Um
，n ・P・一柳 嘶 W …

　　　・瑠 ・Q・P・t
・
1・・dS・Q・

と表 せ る の で 、こ れ を式（4）に代 入 す る と

％ ・… レ1（蜘 蝋 ・

　　　・∫　　　　　 h、il（Qzp）ti《Q）・ls（Q）

　 　 　 　 　 雪t

（5）

（6）
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を 得 る 。 こ こ に 、妬 は応力応答 の 重 み 関数 で あ り、

駆 Q・P・・ ÷・
卿 ｛囎・Q・P・＋伽 P・｝ （7）

と定義 され る 。式（7）右辺 の II内に現 れ る変位の 偏微分

は 点 P に 作用す る Xm 座標軸方向の単位集中力に よ る 変

位 の x，座標軸方向の 偏微分 で あ る か ら m ＝1 の 場合、物

理的 に は Fig．3 に 示す力対系 の 誘起する変位場 を表す 。

例 え ば 、m ＝n ＝1 の と き、

u£
）
・Q・P・・

鵬 ，

・ufi
）
（Q・・（・ 1＋ 血 1・… ）

　　　　・｝
1）
｛Q ・P（・，，・、）｝！血 （8）

w （Q；P ）が 点 P の 変位応答の 重み 関 数 と なる こ と を意味 し

て い る。

　 次 に 、曲 げ モ ーメ ン ト、捩 りモ ーメ ン ト、せ ん 断力 な

ど の 内力 の 重 み 関数 に つ い て 考察す る 。 領域 S（Q）に 作用

する 分布荷 重 ρ（Q）に よ る 点 P の 曲げモ
ー

メ ン ト Mx は 式

（9）の 関係 を 用 い て

M ，（P）＝
−D

∂

差IP
｝

・ ・

∂

劉

・
島叫イ雫 ・ 濯剰 dS・Q ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　 （10）

で あ り、上式か ら式（8）の 算定 に は 力対に よ る 差分 近似が

可能な こ とが わ か る 。

車
，‘ x

O　　　 　　　　　

　 　 　 　 　 m ¶ ≡1　 　 　　 　　 　　 　 　　 　　 m ＝1．n＝2

Fig．3　System 　of 　force　couples 　f（）r　stress 　weight 　function

　2．1．2　板 曲 げ問題の 定 式化

　 次 に 、解析対象と して 、周辺 を適宜支持あ る い は 固定

され た弾性平板に対し て前節 と 同様の 考察 を 加 える。こ

の 平板 が 、Fig．4 に 示 さ れ る よ うに 、任意 の 領域 S〔Q）に

作用す る分布荷重 p（Q）を受 ける 場合、点 P の 変位 w 〔P）
を求 め る 問題 が 与 え られ た と しよう。一

方、補助 問題 と

して 点 P に単位集中力をか け た 時 の 領域 s（Q）に お け る変

位 を w （Q；P）と表し、こ れ ら の 問題 に Maxwe11−Bettiの 相

反定理 を適用する と、

・ ・… 癩・・… Q・P・dS・Q）

z

（9）

一
ヨrv

Ftg．4　Original　problem 　and 　auxiliary 　problem

を得 る 。 （9）式 は、分布荷重 p （Q）を受け る 平板 に お い て

と表す こ と が で きる。こ の 時 、右 辺 ［］内 を、点 P に お け

る 曲げ モ
ー

メ ン ト 砿 の 重 み 関 数 と考える こ と が で き る

の で 、こ れ を vrM、と表わす と、任意 の荷重系p（Q）に よ る

点 P の 曲げ モ ー
メ ン ト 砿 （P）は 、

凪 ・吻 Q・
・WMT・一 ・

… ．T 一回撃
P）

・弩劉

（11）

（12）

と な る。重 み 関 数を定義す る 変位 w （Q ；P）の 偏微分 は
、 点

P に作 用 す る 単位集中力の作用点位置 が x ま た は y 方向

へ 変化す る時 の 変位変化率で あ る か ら、

　　　　　　　　　 w （x ＋ ts，ア）− 2w（x．y）＋ w （x − 」・の

　　
  ＝−D

鵬 〆　　 （th ）
・

　　　　　． ，

W （x ，・＋ 4v）− 2w （x・・）＋ w （κ・・− 4v）
｝ （、3）

　　　　　　　　　　　　（4）
・
）
2

と表す こ と が で きる。上記偏微分を数値計算上 2 階差 分

で 近似す る と、右辺第 1項 は Fig．5、第 2項は Fig．6 に

示す よ うな P 点近傍に お け る単位力対系の 負荷 に 対す る

応答 と 等価 で あ る 。

　同様 の 定式化に よ り、曲げモ
ー

メ ン ト 鈎 お よび ね じ

りモ ーメ ン ト砥 、
も容易 に 定め る こ とが で きる の で 、そ

の 詳細 の 導 出 は省略す る 。

　せ ん 断力   、ρy に つ い て は、3 階微分量 と なる の で 、

3 階 差 分 に 対応す る 類似 の 力対系 を 導 くこ とが で きる。

せ ん 断力 g、の 重 み 関数 に よ る 表現 を導 くと

・噛 ・Q・W 脚 ・ （14）
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・Q．r　
＝一引撃

P）
・ 撃

Pl

｝ （15）

と な る 。 こ こ に、MQ ．はせ ん 断力 g ，
の 重 み 関数で あ る 。

2

琶 x

（x ， M

△ △
　1

Fig．5．　First　force　couple 　for　Mx

3 ．数値計算と考察

2

1

Fig．6．　Second　force　couple 　forル娠

2．2　一
般 の 3 次元構造体 へ の 拡張

　重 み 関 数 に よ る 定式化 を一
般 の 3 次元弾性体 や シ ェ

ル へ 拡張可能 な こ とは容易 に推察 され よ う。
こ こ で は 、

一
般 の 3 次 元空 間内 の 弾性構造体 に お い て構造応 答の

評価点近傍 が 、前述 の 面 内お よ び面外特性 を もつ 場合に

限定 して 議論 を進 め る 。 こ の と き 、
こ の 構造体 に 作用す

る外 力 ベ ク トル t，に よ っ て 評価点 P に 生 じる 変位 Ui（P）と、

応答評価点に 作用 す る 前 述 の 単位 集 中 力 に よ る 変位場

御 ili
）

（Q ；P）に Maxwell−Bettiの 相 反定理 を適用す る と、

t・」・… レP（Q・P・fi・Q・dV・Q・

　　・肭 ・P・’・Q・dS・Q・

　 　 　 　 1

（16）

を得 る 。 した が っ て 、注 目点が 一
般 の 3 次元構造体内 に

あ る 場合 に も前節 に お け る変位 や 応力 に 対 す る 重 み 関

数 の 定式化 の 議 論 が そ の まま適用 で きる こ と は 明ら か

で あ る 。

3．1　重 み 関数の 数値計算

　 有限要素法に よ る 重 み 関 数 の 算定 と任意の 荷重系に

対す る 評価点 の 変位お よ び応 力 の 計 算手順 は 以下 の 通

りで あ る。

（a ） 変位あ る い は応力 の 応答評価点 に、対応す る前述 の

　　単位集中力ある い は 力対系 を作用 さ せ 、 汎用有限要

　　 素解析 プ 1コ グ ラ ム などで 変位場 を求 め る 。 こ れ が 、

　　対応す る応答 の 重 み 関数ベ ク トル と なる 。 こ の と き、

　　 力対系 を作用 さ せ る 応答評価点近傍 の 節 点配置 を

　　座標軸方向に
一

致 させ る と と も に 要 素 寸 法を適当

　　 な もの に 選択す る 必要 が あ る 。

（b）構造体 に 作用す る 任意 の 荷重系 に対する節点荷重

　　 ベ ク トル を算出す る 。
こ の と き、分布荷重 に 対する

　　 節点荷重の 積分 に は ガ ウ ス 積分 を用 い る 。

（c ） 上 記 （a ）、（b）で 得ら れ る重 み 関数 ベ ク トル と荷重

　　 ベ ク トル の 内積 を と る と評価点に お け る 応答 が 直

　　 ち に計算 で きる 。

　上 記 （a）は 汎用構造解析 プ ロ グ ラ ム で実行可能 で あ

り、 本研究で は ANSYSを利用 した 。 （b）は複雑な外力系

の 場合計算が 面倒 で は あ る が、何 れ に して も避 けて 通 る

こ との で きな い プロ セ ス で あ る 。 （c ）は 単純な内積計算

で あ る 。 し たが っ て 、 本計算法が有効な の は 、 応答評価

点 が 限定さ れ る
一

方、解 くべ き荷重系 の 数 が極め て 大 き

い 場 合 と な る こ とが 理解 され よ う 。

3．2　解析精度の 検証

3．2．1　 2次元 弾性問題

　本手法 の 解析 精度を検証す る た め 、Fig．7 に 示す円孔

を有す る平板 の
一

様引張 りの 問題を扱 う。 こ こ で 、変位

お よ び応力応答 の 注 目点は 図 中の 点 P｛（i； 1，2，3）で あ る 。

計算に用 い た 要素分割 を Fig．8 に 示 す。2．1．1 節で 述 べ た

よ うに単位集中力を節点力 と して点 P、 に作用 させ る こ

と に よ っ て 、変位 の 重 み 関数 が 得 ら れ る。また、点 P1

と こ れ に 隣接する 節 点 に 作用す る 力対系に よ る 変位場

を 重 ね 合 わ せ る こ と に よ っ て 応 力成分 の 重 み 関 数 が 得

られ る。

　 有限要素法 に よ り直接計算 し た 変位 お よ び 応力 と 重

み 関数法 に よ り得られ た 結果 の 比較 を Tablel に示す。

両者 の 差 は極 め て小 さ く計算 精度 は 十分で あ る 。 ひ とつ

注意すべ き点は、応力 の 重 み 関数 を計算す る に際 して 用

い る 力対系を作用 させ る
一

対 の 節点 の 座標 は 、 高精度で

座標軸方向 に
一

致 し て い る必要があ る こ とで あ る 。 本計

算 で は、倍精度 レ ベ ル で 座標値 を一
致 させ る よ うに した 。

こ れ に よ っ て 、重み 関 数へ の 誤 差 の 混入 を 避 け る こ とが

で きた 。
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σ 0

Fig．7　Rectangular　plate　with 　a　circular 　hole　subjected 　to

　　　unifbrm 　tension　 where 　 p ｛Dints 　P　T，　 P2、　and 　P3　 a 艶

　　 the 　p 〔｝ints　ofevaluation ，（L／W ＝2；r八V＝O，25）
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Flg．8　Mesh 　subdivision ；（a）global　mesh ，（b）local　mesh

　 　 　 near 　the　point 　P 匳

Table　l　Cornparison　of 　respense 　at 　the 　evaluation 　point

Stress Weight

functiQnDirectFEM

Error

（％ ）

Point　Pl （σ 1L’σ o） 4．45104 ．45102 ．5576E ・04

Point　P2（σ 22ノσ G） 一1．7137 一1．7137 一2．0881E −03

Point　P3 （σ 121σ o） ・0．9017 一
〇，89820 ．3918

3．2．2　板 曲 げ問題

　Fig．9 に 示す板厚 tの 長方形 板 （a ／か 2，　 t／b＝O．Ol） の

4 辺 を完全 固定 と し、中央集中 荷重 お よ び一
様分布荷重

に対す る応答 に つ い て 、重 み 関数法 と通常 の 有限要素解

析 の 結果 との 比較 を 行 っ た 。 な お、ボ ア ソ ン H：v ＝0．3

と した 。 図中点 B 、点 C 、点 D に お い て それ ぞ れ 曲げ モ

ー
メ ン ト Mx （B 点）、％ （C 点）、ね じ りモ ーメ ン ト 砿 〆D

点）を比較す る。

z

P

！2）
ろ！2）

C （α／2，19わ〆20）
D （23a〆40，13 わ〆4ω

E 〔α／10，ゐ！2）

Figg 　Rectangular　plate 　subjected 　to　lateral　loading

Fig．9 に 示す よ うに 荷重条件 と して 、乎板 中央の A 点

に 大 きさ P の 集 中荷重 を負荷 し た場合の 重 み 関数法お

よ び 有限要素法 に よ る 直接算定 の 結果 を比 較 し Table　 2

に示す 。 わ ず か な 誤差 は あ る もの の 、十分な精度があ る

こ とが 確 認 で きる 。

Table　2　Comparisons　of 　weight 　function　method 　and

　 　 　 direct　FEM 　for　a 　concentrated ｛force

Moment

WeightfunctionDirectFEM E1・ror

（％）

岻 ／PatB 一
〇．01298 一

〇．012950234

妖／PatC ・0．1258 ・0．1256 0．136

砥 ノPatD 0，028460 ．027951 ．85

　 重 み 関 数法と 直接有限要 t”

計算 の 差 の 要 因 と して は 、

〔a ）有 限 要 素 法 に よ っ て 力対 に よ る 応答変位 を 計算 し

数値的 に 重 み 関数 を 求 め る 際 の メ ッ シ ュ サ イ ズ の 影響、

（b 〕力対を構成 す る 単位力 の 作用点問距離 の 影響、

が 考 え ら れ る 。 先ず、要因（a ＞に つ い て検討す る た め，

力対を構成す る 単位力間の 距 離 △ xT △y を一
定（△ x／a ＝

△y／　a ＝・　1／20）と し、メ ッ シ ュ サ イズ を変化 させ て 図 中 E

点 の 曲 げ モ
ー

メ ン トM．を 重み 関 数法に よ り計算 した 。 な

お 、本計算 で は すべ て の 要素 は 正方形 で あ る 。 メ ッ シ ュ

サ イズ に 対す る 有限要素法 に よ る 直接計算結 果 との 差

を Table　 3 に 示す。　h／a ＝lf20 （h ：要素 サ イズ ）ま で 要

素 を大 きくす る と 誤差 は 5％ 程度まで 拡大す る。一
方 、
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メ ッ シ ュ を細 か くす る に つ れ て 差 は 小 さ くな る もの の、

h／a ＝1／60以 下 で は 2％ 程度の 差 で
一
定とな る。

Table　3　Comparisons　of 　Mk ／P 　at 　point 　E　with 　bla　by　the

wei 　ht　fUnction　method 且 nd 　direct　FEM

力んτ WeightfunctionDirectFEM Dif箪erence

　　　　　（％）

1120 ・0，01149 ・0．OlO99 4，53

1140 ・0，01146 ・0．01116 2，65

1160 一
〇．01145 ・0．01119 2，30

1180 ・0．01145 一
〇，01121 2．18

11100 一
〇．01145 ・0．01121 2ユ 3

11120 一
〇．Ol145 一

〇，Ol121 2．10

　 誤差要因（b ）に つ い て は 、要素 サ イ ズ を h／a 　−1／80 と

一
定 に して 力 対 を構 成 す る 2 節点間 の 距離 △x 、△y を 変

化 さ せ 、そ の 比 較結果 を Table4 に 示 し た 。 △ x／a，△yfa

を小 さ くすれ ば 誤差 も小 さくな り、△ x ／a ・＝△y／a 　
＝1／80

で は 、誤差 が 約 O．3％ に 減少 し数値的重 み 関数 が 工 学的

に 十分な精度 を有す る こ とが確認 で きた 。

Table　4 　Comparisons 　of 燃 ∠P 　at　point 　E 　with △ xXa

　　　（＝△y！a ）by　the　weight 　funCtion　method 　and 　d洫 ct

　 　 　 FEM

△x1 α

＝ム ソσ

Weight

function

　1DirectFEM
Error

（％ ）

4！80 つ，01145 ・0．01121 2．18

3／80 一
〇．01135 一

〇，01121 1．29

2／80 ・0．01128 ・0．01121 0．65

1／80 一
〇．01124 一

〇．Ol121 028

　 荷重条件が 分布荷重の場合に は式（11），（14）の よ うな

面積分 が 必要 で あ る 。 本計算で は、要素毎 に 荷重 と重み

関数の 積 を ガ ウ ス 積分 して 評価点 の 応 答 を 求 め た 。 数値

結果 の 一
例 と して 面 上 に z 軸方向に g な る一様分布荷重

が作用す る 場合 の 点 B 、点 C 、点 D に お け る 曲げ モ
ー

メ

ン ト 砿 （B 点）、碣 （C 点）、ね じ りモ
ー

メ ン ト候 y（D 点）

の 重 み 関数法 と有 限要素直接 計算 に よ る 結果 の 比較 を

Table 　 5 に 示す。ね じ りモ
ー

メ ン トの 誤差 が 一
見大 きく

見 え る が 、こ れ は絶対値そ の もの が 極 め て 小 さい た め で

あ り、実用上 問題 が 無 い こ と が 確認 で きる 。

Table　5　Comparisons　of　weight 　function　method 　and

　　　　direct　FEM 　for　a 　uniform 　pressure

Moment WeightfunctionDirectFEM Error

（％ ）

砥 1 わ2atB ・0．03660 ・0．036600 ，003

M 　う2atC ・0．05856 ・0．058610 ．086

畝 　わ2atD 0．00117 0．001124 ，016

4 ．結論

　本研究 で は、数値重み関数法 に よ る構造解析手法 の 定

式化 を 2 次元弾性 問題 お よ び平板 構造解析 に 対 し て 行

い 、汎用有限要素解析 プロ グ ラ ム を用 い た数値重み 関数

算定 シ ス テ ム を開発 した。本手法を 2次元弾性応力集中

問 題、板 曲げ 問 題 に適 用 し、重 み 関数算定の た め の 力対

の 作用点位置 と 間隔、要素分割 の 解析精度 に 及 ぼ す影響

を検討した 。 こ れ ら の検討結果 か ら、通常 の有限要素解

析 プ ロ グ ラ ム に よ っ て 得 ら れ る 数値 重 み 関数 を 用 い る

こ と に よ り、任意 の 荷重系 に対 して 工 学的 に 十分な計算

精度 で 解 が 得 られ る こ と を確 認 した 。

　船舶海洋構造 物 の 疲労解析 で 問 題 と な る 極 め て 多数

の 荷重系 に 対 す る 効率 的解法 の 開発 と構造危険部位 に

高応力 を誘起 す る 荷重系 の 抽出 に 役 立 つ シ ス テ ム の 開

発 が 今後 の 課題 で あ る 。
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