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操作変数 を用 い た同時転換 自己回帰 モ デ ル の 推定
†

佐　藤 　整　尚
＊

Estimation　of　SSAR 　Model　by　Using　Instrumental　Variable　Method

Seisho　Sato＊

　The 　slmultaneous 　 switching 　 autoregressive （SSAR ） model 　proposed 　by　Kunitomo　alld

Sa亡o （1996）is　a　Markovian 　nonlinear 　time 　series 　m   del．　 We 　investigate　some 　properties　of

the　maximum 　Ijkelihood　estimator （ML ＞and 　propose　another 　estimating 　method 　which 　is

not　based　on　the　likelihood　function，　but　is　used 　the　instrumental　variables ，　 When 　the

asymmetrical 　distribution　on 　the　disturbances　 is　assumed ，　the　 ML 　 method 　based　 on 　the

Gaussian　disturbances　cannot 　give　the　correct 　estimates 　even 　asymptotically ．　 However ，　the

estimator 　proposed 　by　this　paper　is　valid　forしhe　cases 　of　asymmetrical 　disturbances．

　上昇 ・下降で 非対称 な動 き をみ せ る 時系列 モ デル と して，SSAR モ デ ル が提案 され て い る．

本 稿で は SSAR モ デル の パ ラ メ
ー

タ 推定 に つ い て ．最尤法 に よ る 推定 の 性質 と 問題点 を論 じ

た．シ ュ ミレ ー
シ ョ ン に よる結果 で は ， あ る非対称 な分布形 を もつ 誤差項 に よっ て 発生 した デ

ータ に 対 して ， ガ ウス 尤度に 基 づ く最尤法 を使 っ て SSAR モ デル を推定す る と．誤 っ た 結果 を

導 き や す い こ とが わ か っ た．こ の 点 を補完 す る方 法 と して ， 操 作 変 数 法 を用 い た 推 定 法 を提 案

し，そ の 性質 を調 べ た．最後 に ， 貸 出金 利 と河 川 の 流 量 データ に こ の 方 法 を適 用 して み た．

1．　 は じ め に

　Neftici［11］や Hamilton ［4］ら に よ っ て経済時系列に お ける非対称性に つ い て の研究 が本

格的に 始め られ ， 注 目され て い る．最近 で は Kunitomo　and 　Sato［8］， 匚10］， 国友 ・佐藤 匚9］

に お い て ， 上昇局面 と下降局面で非対称な動 きをする時系列モ デル が提案 され ， 証券市場 の分

析等 に 応用 さ れて い る。 こ の 論文で 扱わ れ た同時転換 自己 回帰 モ デ ル （SSAR モ デ ル ）は Fair

and 　Jaffee［3］に始 ま る不均衡市場 に お ける計量モ デ ル か ら導出され た もの で ，非対称的なマ

ーケ ッ ト ・メ カ ニ ズム に対す るモ デ リ ン グで あ る と考え られ る． また ， 統計 モ デル の 観点か ら

は非線型時系列モ デル と し て捉 えられ ， 理論的考察が なさ れ て い る．SSAR モ デル の パ ラ メ ー

タ推定 に つ い て は Sato　and 　Kunitomo ［13］に お い て 最尤法 に よる推定が 扱われ て い る．本稿

で は最尤法 を用い た ときに生 ずる問題点 を明 らか に し ， そ れを補 う方法 と して ， 操作変数 をも

ち い た補助的な推定法 を考え ，
こ れ らを併用す る方法 を提案す る．

2． SSAR モ デ ル

本稿で は以 下の よ うな定常非線形時系列 モ デ ル を扱 う．
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　　　　　　　　　　　　　　yt− ｛器 ：二‡廉：：1劣：鮒1　 　 … 1・

た だ し ， Ay ＝y ，
− yt−、 で ，ε t は独立 に 同一の 分布に 従 い

，
　 E （εt）＝0，　E （魂）＝1，　E （ε雲）＜ 。。，σa ＞

O，
　ab＞ 0で ある．

　上 記は SSAR モ デ ル （Simultaneously　Switching　AutoRegressive　model ）の な か で 一
番簡

単なケース で ある．SSAR モ デル は非対称性に関して AR （1）モ デル を拡張した モ デ ル と考え る

こ とが で きる．yt− 1 と ε t が互い に 独立 で ある と い う仮定 をす る と ， こ の モ デル が
一

意性 を もつ

た め に 以下 の よ うな整合条件が 必要で あ る．

μa ＿ μb　　　 1− a 　 1− b
可 r 房

＝「・ ・

σ 。

＝
σ、

＝
「

したが っ て ， 独立 なパ ラ メータ数は 4 に な る． こ の と き （2．1）式の SSAR モ デル は

　　　　　　　　　　　　娼 均瀦二儲 1二1調：二詔
と書 き直 す こ と が で き ，

マ ル コ フ 型 の 時系列 モ デ ル に な る．

　こ の SSAR モ デ ル の 定常 条件 は以下の 通 りで ある ．（証 明に 関 して は Kunitomo

匚8］を参照）．

（定常条件）

（2．2）

（2．3）

and 　Sato

　　　　　　　　　　　　　　　　 α ＜ 1，　　わく 1，　α ろ〈 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

以下で は ， こ の 定常条件お よび整合条件が成 り立 っ て い る と仮定す る．

　図 1 は 正規乱数 を用い て 求 めた SSAR モ デ ル に従う系列で あ る．こ の 図の場合は急激 に上 昇

して ， ゆ っ くり下降す るサ ン プ ル パ ス で あ る こ とがわか る．これは SSAR モ デル が持 つ 非対称

性の
一
例で あ る．ま た ， Kunitomo 　and 　Sato ［8］， 国 友・佐藤［9］で は よ り

一
般 的 な 多次元 SSAR

モ デ ル も提案 されて い るが ， こ こ で は扱わ ない ．

　 3． 最尤推定 と操作変数法 を使 っ た推 定

　標本 ｛Y，，Y，，…，　Y，
− 1， 珊 が与 えられた時の パ ラ メ

ー
タ推定 に つ い て 2 つ の 方 法 を提案 す

る．

　3．1　最尤法 （ML ）を用 い た推 定

　（2．1＞の ε t が 標準正 規分布 に 従 うと仮 定 し ， 標本 ｛Y，，
Y，，

…
，
　Y．｝が与 えられた場合の 最尤法

によ る推定量 を考え る．
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4y ， の正負に つ い て の情報 を次の よ うに 表す．

s斤 ｛ム，ムー、，ム．，，
…
｝ （3．1）

た だ し ，

・・
一｛1畿茸1

こ の 情報 に基づ い た ， 条件付尤度を考え る．

A τ
＝｛tll，＝1

，
彡≦ 7

「
｝，　　BT ＝ ｛tU ，

＝ 0
，
’≦三コ

「「
｝ （3．2）

とす る時，

嘸 距 1，
…1s・）一訊纛φ（一Z

，二二4色二 旦｝喬一1
　 　 σα ）

　　　　　　　　　・磁 φ（
Y ’

一
μ

冨
ろY’

− 1

）

ただ し，φ（
・）は N （0，1）の 密度関数で あ る．

した が っ て ，

（3。3）

丑吼 ＝彑 　　1
一

α ＝ 1 − b
σα　　 σb

，

　　　σα　　　　 Ob
（3．4）

と い う制約条件の 下で 尤度関数 （3．3）を最大 に す る よ うな μ 。，μb，a ，　b，σ。 ，　ab を求め れ ば良い ．

こ の 最尤推定量 の性質に つ い て は Sato　and 　Kunitomo ［13］が詳 し く調 べ て い る．例 えば ， 漸

近正規性が 成 り立 つ 事 も証明 されて い る．

　次に SSAR モ デル に つ い て ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 H ，〕 ；a ＝ b　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

H ， ：a ≠ b （3．6）

とい う検定 を考 える，つ ま り， SSAR モ デル で α ＝ ＝ b（こ の とき整合条件 （2．2）に よ り， σ。
； σb）

とする と AR （1）に な る．そ こ で ，
　 AR （1）モ デ ル との 比較をす る こ とで非対称性が存在 して い

る か を調 べ る こ と が で き る． こ こ で も ， ガ ウ ス尤度 に 基づ い た尤度比検定で 行 な う方法が考 え

られ る．具体的に は

一21・gma 謐釜篇
う）

（3．7）

が 漸近的に X2（1）に 従 うこ と を用 い る．

　上 記 で示 した 方法 は い ずれ も尤度 に 基づ く方法 で あ っ た．したが っ て ， 誤差 項 ε t の 分 布形 に

依存 する こ とが予想 される．

　3．2　操作変数法 （IV）を用 い た 推定

　次 に考 える推定量 は最尤法の弱点 を補 うた め に提案す る方法で ， 誤差項 の 分布に依存 しな い

よ うに 工 夫され て い る．使 っ て い る性質 は Yt．1 と ε t とが独立 で ある とい う点 と ， 真の パ ラ メ ー

タ の も とで は Ut の 分散が 1 とな る こ とで ある．具体的 に は標本 ｛Y，｝，
　t− 1

，

…
，
　T に対 して 以下

の よ うな 目的関数 を考 える．
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Qr（θ）＝F7（θγψデ
1F7

（θ） （3．8）

た だ し ， θ＝ （r ，
r μσ a ，

　Ob ）
’
とし ，

動 （θ）一参蕩（≠1）  （｝抄
  一鰓 抱（

／

Yt−1）（、オ1＞

鵡∴ ll：：
樽∴ 1：

（AY ，
　＞ O）

（ri・Y ，＜ 0）

（AY ，＞ O）

（ti｝1＜ 0）

（3，9）

（3．10）

（3，11）

（3．12）

（3．13）

9 − E ［（
　 ε t

ε1− 1）（・ t ε1− 1）］
た だ し、  は Kronecker積 を表す．

（3．14）

真の パ ラ メ ー
タの もとで は f‘

＝（Ut ，躍
一1）

’
と操作変数 w ，

一 （1，
　Y，

．1）
’
が直交関係 に あ る．実

際の 推定で は 9 が 未知で ある の で ， 以下の行列で代用す る こ と に す る．

　　　　　　　　　　　　o 一櫨 （以 詳．1） 難臨め （3．15）

とする．ただ し ， 乱 は仮定 H 。 の も とで ｛Y，｝に AR （1）モ デル を当て は め た と き の 残差を そ の

標準偏差 で 割っ た もの で あ る．こ の 9 に つ い ては Hansen ［5］の よ うな GMM 推定 も考え られ

るが
， 以下の取 り扱い に お い て ， （3．15）を あま り改善 する こ と に はな らな か っ た の で ， （3．15）

の 形 で 用 い る こ と に する ．

　 こ の 目的関数 QT（θ）を最小 に す る θを推定値 θ、γ とする ．こ の 推定量の
一

致性 と漸近正規性

に つ い て以 下の 定理 が成 り立 っ ． （付録 に 略証 を示 した ．）

定理 1　（2．1）式 の SSAR モ デル が整合条件 （2．2）と定常条件 （2．4）を満た し て い る と す る．

パ ラ メ
ー

タ空間 θ を真の パ ラ メ ータ値 e， の近傍 とす る と き， （3．8）を最小 に す る θ＝θ，， は

　　　　　　　　　　　　　　　6弓「　一一E一レ　θo　（T →OQ ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．16）

　　　　　　　　　　　　》
厂
丁（θ，，

一
　eo）　一一二弖→ 　／＞（0，レ）　（コ

【 一
→ QQ ），　　　　　　　　　　　　　　（3．17）

と なる．

ただ し ，

v −t（伽 （
・

辮 ）1，．。γ
且

（3．18）

であ る．
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っ ぎ に
，

こ の推定量 に 基 づ く検定を考え る．い ま， 検定す べ きパ ラ メ
ー

タ の 制約を h（θ）で 表 し，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 H ，〕：k（θ）＝＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．19）

と する． こ の 制約に つ い て ， Wald タイプ の 検定統計量 を考 え る．

　　　　　　　　　　　λ（θ〃 ）− Th（碗 ［
∂

黌
）V

∂

讐
）
］
一

且

鵬 ）　　 （3 ．2・）

とす る と ， H 。 の も とで この 統計量 は x2 分布 （自由度は制約数に な る．）に 法則収束す る．た だ

し，今回は h（・），
V に 対 し て ， 以下の も の を使 っ た ．

　　　　　　　　　　　　　　 h（θ）＝（0，
0

，
1

，

− 1）θ＝σa
一

σb
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3 ．21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　レ
厂

＝ 1／＝ ［D
「
（Pテ

il
）］
− L
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3 ．22）

た だ し ，

　　か一 ｝蕩聖
）
・PWt 　 　 　 　 　 　 　 　 （・・ 3）

乳 ∴ 薫 孝》（
　　ユ

Y，
−1） （… 4）

で ある．た だ し ， だ＝ 1− 1， で ， δa，δb，島 は θπ に 基づ い た 推定値で ある ．

　以 上の検定法 を操作変数法 （IV ）に基づ く検定方式 とす る． こ れ は 3．1の 尤度比検定 （LR ）

に 対応 する もの とい える．

　4． シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に よ る比 較

　 い くつ か の モ デル で デー
タ を発生 さ せ

，
2 つ の 方法 の性質を数値的に比較 して み る．こ こ で

用 い た シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン デ
ー

タは次の 3 つ で あ る．

　 1．　 SSAR モ デル

　　　（2．1）式で 定義され た モ デ ル で ， εt に は標準正 規分布 を仮定 し ， r ＝1
，
　rPt＝O とした ．す

　　　 なわ ち ， 双方に つ い て 理論 的な仮定 を満 たすケ ース で ，正 し く推定 で き るか ど うか を調

　　　べ るた めの デー
タで ある．なお ， a ＝b の ケ

ー
ス は正 規分布に 従う AR （1）を発生し て い

　　　 る こ とに な る．

　2． Log−norma1 を誤差項 に持 っ AR （1）モ デル

　　　　　　　　　　　　　　　　　 yt ＝

μ
一トφ〜ノt＿1十 et　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．1）

en

b

N

e

INo

50 　 　 100　　　 　　　　　 150　 　　　　　　　 200

図 2 　AR 　with 　leg−normal φ＝0．5，σ；0．8

250 踟
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一〇

い

o

占

D 50　　　　　　　　　　　　　　唖00　　　　　　　　　　　　　150　　　　　　　　　　　　　2DO

　　 図 3AR 　with 　two ・piece　No   al φ；0．5，σ
三5

25e 300

lo9（et）〜i．i．d．N （0，
σ
2
） （4．2）

　　た だ し， μ は E （y，）＝0 とな る よ うに 定め た．こ の モ デ ル は非対称 な分布に従う誤差項か

　　ら生成 され る AR （1）モ デ ル で ある．そ の ため ， ｛痴 も非対称 な系列 となる．非対称 の度

　　合 い は σ が大 き い ほ ど大 き い ．図 2 は そ の サ ン プ ル パ ス の 1 つ で ある．SSAR モ デル が

　　ダイナ ミ ッ ク ス に 非対称 性が 入 っ て い るの に対 して ，
こ の モ デル は構造が線形 なが ら ，

　　誤差項 の 部分 が非対称 に な っ て い る の で ある．し か しなが ら ， データ を眺め る程度で は

　　どち ら も似た よ うな系列 に み え て し まう． した が っ て こ の 2 つ の モ デ ル が 区別 で き るか

　　を調 べ て み る．

3．　 2 区分正規分布に 従う誤差項を持 つ AR （1）モ デ ル

！〃
＝

μ 十 iPyt−1十 θご

et − ｛瓢1：耄ll
（4．3）

（4．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 nt 〜i．i．d！＞（0，1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．5）

　　　た だ し ， μ は E （y ，）＝0 となる よう に 定 め た． こ こ で 定義 した 2 区分 正 規分布 は John

　　　 （1982）に よ る ，

“
Two ・Piece　Normal 　Distribution

”
を少 し修正 した もの で ある． こ の モ

　　　デル も非対称な誤差項 を も つ 線形時系列 モ デル で
，

σ が 1 か ら離れ る に っ れ て ， 非対称 に

　　　な っ て い く．図 3 はその サ ン プ ル パ ス の 1 つ で ある． 2 つ の モ デ ル と比 べ る と こ ち らの

　　　方が SSAR モ デ ル に 近 い 形 をし て い る．

こ れ ら 3 つ の モ デ ル に 従 うデー
タ を それ ぞれ の 係数に つ き 500 回発生 させ て ， ML タイプ ，

　 IV

タイプ の推定 ， 検定 を行 っ た．推定量 に つ い て は表 ／．1−3 に a
，
b の 推定値 の 平均 をま と めた ．

括弧の 中は標準偏差 で あ る．検定 に つ い て は， 表 4−6 に各検定統計量の 平均を掲載 した．括弧

の 中は有意水準 5 ％ で 検定 を行 っ た とき の 棄却率で あ る．サ ン プ ル サ イズ は す べ て 150〔〕で あ

る．な お ， 紙面の 関係上 a ，b両方の 表 を掲載 し て い な い ケ ース が ある．

　4．3 推定量の 比較

　真の モ デ ル が SSAR の ケ ー
ス （表 1）をみ る と， どち ら の 方法 も ほ ぼ 正 し い 推定 を し て い る

こ とが 分か る．真の a と ろの 差 が大 き い とき に ， 小 さ い 方の 推定値が 多少 バ イア ス を もつ こ と

がある が
，

こ れ もデータ数が増えれ ば真の 値 に近づ く．た だ し ， 標準偏差 を み る と ML の 方が

総じて小 さ い ．こ こ で は表を示 し て い ない が
，
T ＝500で 同じ ような シ ミ ュ レ ーシ ョ ン を した 結

果で は バ イア ス と標準偏差の面 で ML に 比 べ て操作変数法 は 劣 っ て い た ．こ れ ら の 結果か ら操

作変数法 を用 い る方法は最尤法 に 比 べ て 効率が 落ち る こ と を が わ か っ た ． a の 推定結果 は こ こ

で は省略して い るが ， b の 時 と傾向が 同じで あ っ た．

　次に 真の モ デル が 非対称 分布 に 従 う誤差項 を も つ AR （1）の ケース （表 2 ， 3 ）をみ て み る．
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表 1　 （推定値の 比較）真の モ デル ：SSAR モ デル （T ＝1500）

　 　　 　　　 　 ML 法 ： bの 推定値の 平均

う＝− 0．9 占；− 0．56 ；− 0．1 ゐ＝0 ゐ；0．3 う＝0．6 わ＝0．9

α
＝− 0，9 一

〇，899 一
〇．501 一

〇．100 一
〇．001 0．3  0  ．599 0，900

（O．02） （0．02） （0．02） （0．02） （0．02） （0．  1） （0．00）
α
＝0 一

〇．898 一
〇．504 一

〇．099 0，001 0．298 0，600 0．900
（O．06） （0．05） （0．04） （0．03） （0．02） （0． 2） （0．00）

α
＝0．6 一

〇．903 一
〇．507 一

〇，102 一
 ．003 0．295  ．598 0，899

（0．09） （0．07） 〔0．05） （0．04） （0．04） （0． 2） （0．Ol＞
α
＝0．9 一 ．894 一〇．498  ．102 一〇．007 0．299 0、595 0，898

（0．17） （0．13） （0．  9） （0．07） （O，05） （0．03） （0．Ol＞

IV 法 ：b の 推定値の 平均

δ＝ − 0．9 わ＝
− 0．5 ∂＝ − 0，1 わ＝ 0 わ＝ 0．3 ゐ；  ．6 わπ0．9

α
＝− 0，9 一

〇．898 一
 ．502 一

〇，099 一
〇，001 0．301 0，599 0．900

ω．04） （O．04） （0．03） （0．03） （0，02） （o．Ol） （α00＞
α
＝0 一

〇．904 一
〇．509 一

〇，099 0．00ユ 0．298  ．600 0900
（0．09） （0．06） （0．04） （0．D4） （0．03） （0．02） （0．Ol＞

α
二〇，6 一

〇．910 一
 ．515 一

〇．111 一
〇．OO1 0．293 0．598 O，899

（0．16） （0．11） （0．08＞ （0．07） （0，05） （0．03） （αOl）

α
二α9 一〇959 一〇．529 一〇．126 一〇．042 0，284 0．587 0，898

（0．35） （0．26） （0．16） （0．15） （0，10） （0．〔｝6） （0．02＞

＊ 括弧 の 中 は標準偏差 を示 す．

こ の 場合 ， 真の モ デ ル は AR （1）な の で ，
　 SSAR モ デル をあて は め て も，　 a ＝ b ＝ φとな る こ とが

期待 され る．し か しなが ら，ML の 推定値 は それ か らか な り外れ て し ま う．a ・＝b な の に a ≠ b と

い う推定を し て し ま う．例えば ， 表 2 で φ一
一

〇．5
，
　o ≧ O．7 の ケ ース で は ， a と b の両方が真 の φ

の値 か ら外 れ て し ま っ て い る． こ の 傾 向は誤差項 の 非対称性が 増す に つ れ て顕著に表れ る． こ

の 結果 はガ ウ ス尤度を使 っ た最尤法 に は誤差項の 非対称性 に対 す る頑健性が な い とい うこ とを

示 して い る． こ れ は ， 線形時系列モ デル との大 きな違 い で ある．なお ， 2 区分正規分布に従 う

ケース に つ い て は ， b の 結果 を割愛 し て い るが ，
　 a の 結果の 表 を左右逆 に した よ うな結果が 出

た．こ れ は， σ の値 に よ っ て ，誤差項の 非対称性が 逆転 して い る か らだ と思わ れ る．

　それ に対 して ， 操作変数法 （IV 法）を使 っ た推定で は ほぼ ，
　 a ・＝b＝・diとい う結果が 得 られ ，

ML の 時 と好対照な結果が得 られ た．こ れ よ り，
IV 法 は効率の 面 で ML 法 に劣 る もの の誤差項

の分布に関す る頑健性で は は るか に優れ て い る とい え る．実際の 解析で は ， 誤差項が どの よ う

な分布 に したが っ て い る か は未知の ケ ース が多 く， 今回提案 した方法 を試す こ とに よ り ， 最尤

法の 欠点 を補完で き る と考え ら れ る．

　4．4　検定の比 較

　真 の モ デ ル が SSAR モ デル の と き （表 4 ＞は， 2 つ の検定 方式 ， 尤度比 検定 （LR ）， 操作変

数法 に 基づ くワ ル ド検定 （WIV ），の ど ち ら も，期待通 り結果 とな っ て い る．つ ま り， 棄却率が

a ＝bで は有意水準の 0．05程度に な っ て い るが それ以 外は 1に 近 い ．し か しなが ら a ＝ 0．9，b＝
− O．9 の ケ ース で WIV で の検 出力が落 ち て い る．こ れ は．サ ン プル サ イ ズに依存す る ようで ，

データ数が十分大 きけれ ば （T ＝5000）そ の よ うな問題が起 こ らな い こ とが 別の シ ュ ミ レ ーシ ョ

ン で分か っ て い る．つ ま り， WIV に つ い て はサ ン プル サ イズ が小 さ い と き に検 出力が劣 っ て し

ま う欠点が ある．
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表 2

　 　 　　 　 日 本 統 計 学 会 誌 　 第 29巻 第 3 号 1999

（推定値 の 比 較）真 の モ デ ル ：Log ・normal を誤 差 項 に 持 つ AR （1） モ デ ル （T ＝ 1500 ）

　 　 　　 　 　 　 　　 　 ML 法 ： a の 推定値 の 平均

σ
＝0ユ σ＝0．3 σ＝0，5 σ＝o．7

φ＝− 0．5 一
〇．541 …O．637 一

〇．751 一
〇．885

（0．04） （0，04） （O，06） （0． 7）
ψ＝0，3 0．249 0．102 一

〇．114 一
α462

（0，03） （0，｛15） ω．07） （0．12）
φ二〇．9 0．887 0．860  ．814 0．745

（0，01） （O，02） （0．02） （0．03）

o＝0．9

− 1．005

（O．08）
− 0948

（o，27）
0，647

（0．08）

σ
＝1

− 1．061
（〔｝，08）
一一1．277

（O，36）
0、565

（O．08）

σ
二1，11

．IZ2
（o，｛｝9）
− 1，617

（0．44）
 ，466

（0ユ2）

σ
一1，2

− 1，165
（o．08）
− 2，095

（0．64）
O．369

（0．16）

ML 法 ：b の 推定値 の 平均
．．

σ
＝0．1 σ

＝0．3 σ
＝0，5 σ

＝o．7 σ
＝0．9 σ

一1 σ＝1．i σ一1，2

φ
＝− 0．5 一

〇．467 一〇．413 一〇．378 一〇．359 一
〇．350 0．349 一

〇．350 一
〇．351

（O．03） （0．03） （0．02） （o．02） （ ．02＞ （0．02） （O．02） （0．02）

φ＝ 0．3 0，337 0．384 0．402 0．399 0389 0．380 O．373 0．364
（0．03） （o．‘〕2） （0．02） （0．02） （ ．02） （o，02） （O．02） ω．02）

φ＝0，9 0．905 0．916  、920 o．922 0．924 0．921 0．920 0．919
（0、Ol） （0．01） （0．01） （0．OI） （O．Ol） （0，01） （0．00） （ ． 

IV 法 ： a の 推定値 の 平均

σ＝G．1 σ＝03 σ＝0．5 σ
＝0．7 σ

＝0，9 σ
＝1

φ＝− 0．5 一
〇．505 一

〇．502 一一
〇．504 一

〇．513 一
〇．496 一

〇．499
（0．05） ω．07） （0」1） （0．16） （ ．20） （o．エ8）

φ
＝03 【）．3  0 0．295 0．300 0、286 0．285 0．285

（0，04） （O．06） （ 109） （0．12） （  ユ5） （Oユ4）

φ
＝ ．9 0．896 0．897 0，893 0．890 0．890 0．892

（0．02） （0、02） （0．03） （ ．03） （ ．03） （D．D3）

σ
T1 ．1

− 0．487

（O．18）
 ．303

（0．14）
 ，891

（o．  3）

σ
＝L2

− O．483

（0．14＞
U、293

（O，14＞
0．892

（O，03）

IV 法 ：b の 推定値 の 平 均

σ
＝0．1 σ

＝0．3 σ
＝0．5 σ＝0．7 σ＝0，9 σ＝1 σ＝1．1 σ＝1．2

．一一．．一
φ
＝− 0．5 一〇．499 一

〇，502 一
〇．503 一

〇．505 一
〇．52  一

〇．510 一
〇．519 ・0．523

（0．04） （0．04） （0．05） （0．07） （0，14） （0，07） （0．11） （O．23）
φ＝ 03 0．298 0．300 0．297 〔〕．295 0．295 0．294  ，290 0．294

（0．03） （0．03） （0，03＞ （ ．03＞ （0、05） （0，03） （0，1D （0，｛〕3＞

φ
＝0．9 0．897 0，897 o．899 0．899 ｛〕．898 0，899 0．899 0、899

（0．01） （0．Ol） （0，01＞ （0．01） （0．01＞ （o．  1） （0．Ol） （0，01＞

＊ 括弧 の 中 は標準 偏差 を示 す 。

　次に非対称分布に従 う誤差項 を も つ AR （1）の ケ ース （表 5 ， 6 ）をみ て み る．　 LR の場合 ， 誤

差項の 非対称性が 少な い ケ ース 以外 は ，す べ て ，棄却 し て し ま っ て い る．つ ま り，
LR を使 う と，

こ の よ うな AR （1）に した が っ て い る に もか か わ らず ， 誤 っ て SSAR で あ る と検定 し て し まう．

こ れ に 対 して
，
WIV で は ， どち らの 分布で も ， 有意水準程度の 棄却率 しか ない ．また ， 注 目す

べ き点は X2 値の 平均が 1 よ り小 さ くな る こ とが 多 い と い うこ とで あろ う．こ の 原因 に つ い て

は ， まだ ， よ くわか っ て い な い が ， 9 の と り方 の 問題 で あ るか もしれ な い ．い ずれ に せ よ ，
こ

の 結果を見 る 限 り ， 検定 に お い て も操作変数法 に 基 づ い た方法が 頑健 で あ る とい え る．

　 しか しなが ら ，
こ れ を も っ て ， 操作変数法が 最尤法 に とっ て 代わ る方法 と結論付 ける の は性

急で あろ う．や は り ， 最尤法 や尤度比検定が持 っ て い る高 い 検 出力 は捨 て が た く， 操作変数法
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表 3　 （推定値の 比較）真の モ デ ル ：2 区分正 規分布 に従 う誤 差項 を持 つ AR （1）モ デ ル （T ＝ 1500＞

　　　　　　　　　　　　　　　　 ML 法 ：a の推定値 の 平均

σ＝O．1 σ＝0．3 σ＝0．7 σ
＝09 σ

＝1．2 σ＝2 σ＝5 σ＝10

φ
ニー0，5 一

〇．372 一
〇．394 一

〇．455 一〇．483 一〇．527 一〇．619 一〇．744 一〇．791

（0．02） （0，02） （0．03） （0．03） （0．04） （0．04） （0．06＞ （0．06）

φ・； O．3 0．4！5 0．405 O．353 0，3】8 0．261 0．104 一
〇，218 一

〇，415

（0．02＞ （O．02） （O，02＞ （0．03） （0，03） （O．04） （0．08） （O．09）

φ＝ u．9  ．923 O．921 0．910 0．902 O．888 0．852 O，778 0．741

（0，01） （0．01） （0， 1） （0．01） （0．OD （0．02） （0，  2） （0．D3）
一

IV 法　 a の 推 定値 の 平 均

σ
＝0．1 σ

＝0．3 σ
＝0．7 σ＝0．9 σ；1．2 σ二2 σ＝5 σ ； 10

φ＝− 0．5 ．−0、500 一
〇．500 一

 ．503 一
〇．499 一

〇．501 一
〇，501 一

〇．505 一
〇．504

（O．03） （0．03） （0，04） （0．04｝ （0．05） （0．06） （0．D8） （D，09）

φ＝O．30 ．299 0．299 0．298 0296 0．300 0，294 0．297 0．292

（0．02） （0．02） （0．G3） 〔0．03＞ （0．04） （0．05） （0．06） （D，07）

φ＝0．90 ．899 0．898 0．898 0．898 0，896 0，897 0，895  ．893

（0．OD （0、01） （0．Ol） （0．01） （0．02＞ （0．02） （O．02） （0，03）

＊ 括 弧 の 中は標準偏差 を示 す。

表 4　 （検定の 比 較）真の モ デル ：SSAR モ デ ル （T ＝1500）

　　　　　　　　　 LR ：X2値 の 平均

δ＝0．9 わ＝o．6 み＝03 み＝o 西；− o．1 わニ ー0，5 δ＝− 0．9

α
＝o．9 1．066 951．75118   7．6132463 ．4242637 ．4583269 ，5123791 ．961

（0，07） （1，00） （1，00） （1．  0） （1．00） （LOO ） （1．00）

α
τ0．6 957．254 1．085 175，05  474．350574830979 ，5601360 ，615

（ユ．00） （0、07） （LOO ） （1．00） （1．0  ） （1．00） （1．00）

α
＝0 2469．529469 ，666 77，625 1，  41 7．051 118．138309 ．105

（1．OO＞ （1．oo） （1．00） （0．05） （0．68） （1．00） （1．00）
α
＝− 0．93799 ．1181360 ．457644 、604309 、0  1238 ．227 67．340 0．973

（1． 0） （1．D  （1．00） （1．0ω （LOO） （ユ．0  （0．04）

WIV 　f 値 の 平均

わ二〇，9 わ＝0．6 わ颪0．3 ゐ＝  う＝− 0．1 ゐ＝− 0．5 う＝− 0．9

α
＝0．9 0．680 12．770 9，633 7、401 6．416 4．636 3．493

〔O，02） （1．00） （0．99） （094 ） （0，86） （0．61） （0．34）
α
＝0．6 12．944 0，833 26，040 45，185 47．7904 7．900 41．126

（1、00） （0、04＞ （LOO ） （1．00） （1，00） （1．00） （1．00＞

α ＝ o 7．257 44．953 2L612 OB79 3．157 38．008 75，692

（0．93） （1、00） （0．99） （o．04） （0．33） （1．00＞ （1，00）
σ
＝− 0，9 3．476 41．245 76，514 75、527 66．932 21．397 0．717

（O．36） （1．00） （1．00） （1．00） （1．00） （0．99） （0．04）

＊ 括弧の 中 は 有意水準 5 ％ で 検定 した ときの 棄却率 を示 す．

は補助 的な役割 を担 う こ とが 期待 され る の で はな い か ．現実の 分析 に お い て は 二 つ の 方法を行

い
， そ の 結果が異な る とき に つ い て は さ ら に 詳しい 分析を行う の が望 まし い や り方であ る と考

え られ る．LR と WIV を併 用す る こ と で モ デ ル の 特定化 に 関 し て だ けで な く誤差項 の 分布に 対
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　　　表 5　 （検定 の 比 較）真 の モ デ ル ：Log・norma1 を誤差項 に 持 つ AR （1）モ デル （T ＝1500）

　　　　　　　　　　　　　 　　　　　LR ：！値 の 平 均

σ
＝1，2 σ

＝工 σ 一 〇8 σ
＝0．6 σ＝ 0．4 σ；0．3 σ

＝0，2 σ
＝0ユ

φ＝092049 ，2261441 ．708935 ．475530 ．910235 ，283134 ．26359 ．95316 ．008
（1，00） （1．0 ） （1，0ω （1．00） （1．OO） （1．OO｝ （1．00） （ ．98）

φ
＝0．31331 ．838936 ．099587 ．698332 ．938 工45．62283 ，02137 ．190 9．675

（LOO ） （1．00） ω．00） （1．00） （1．0ω （1．00） （1．00） （0．83）
φ＝ − 05255 ．066202 ．755136 ，39680 ，64237 ．7832L248 9．982 3．070

（1．00） （1，00＞ （LO   ） （1． o） （1．00） （1． 0） （8，86） （0．31）

WIV ：！値 の 平均

σ
＝L2 σ＝1 σ＝0．8 σ＝0．6 σ ； 0、46 ＝ 03

φ＝0．9 0．182  ．229 0．320 0．492 0，504 0．588

（0．02） （0．02） （0．02） （ ．03） （0．OD （0．02）
φ；O，3 0．105 0．140 0．406 0．652 0，762 0．783

（1，00） （0．00） （LOO） （1．03） （LO3 ） （1．03）
φ＝− 0，5  ．125 0．175 0．349 0，640 0．787 0．811

（0．00） （0．00） （O，01＞ （0．02） （O．04） （O．  4）

＊ 括 弧 の 中 は有 意 水 準 5 ％ で 検定 した と き の 棄却率 を 示 す．

σ ＝ O．20

．572

（0．00＞
0．796

（0．03＞
0．886
（0．05）

σ＝O，10

．593

（0，01）
0．871

（0，05）
0．912

（0，04）

表 6　 （検定の 比 較）真 の モ デ ル ：2 区 分 正 規 分 布 に 従 う誤 差 項 に 持 っ AR （1）モ デル （T ；1500＞

　　　　　　　　　　　　　　　　 LR ：X2 値の 平均

σ
＝lo 　　　尸

σ＝D σ；2 σ
；1．2 σ

こ0．9 σ
＝0．7 σ

＝D．3 σ二〇．1

φ＝ 0．9677 ．607513 ．931161 ．04214 ．2535 ．08048 ．958370 ，443678 ．149
（LOO ） （1．  0） （1．00） （  ，94） （O．52） （1． 0） （1．00） （LOO ）

φ；0．3433 ．919299 ．74779 ．9747 ．270 3．17624 ．473200 ．072432 ．436
（LOO ） （1．00） （1、0ω （0．72） （0．32） （1．00） （1．OO） （1．00）

φ漏一
〇．565 ．57849 ．63716 ．5572 ．213 1．308 5．353、 36．39565 ．058

（1．oo） （1．00＞ （0．98） （0．21） （0．08） （0．55） （1．0 ） （LoO ）

WIV ：X2 値 の 平均

σ
一10 σ

＝5 σ
＝2 σ；1．2 σ＝0．9 σ

．一
  ，7 σ

＝D．3 σ
＝0．1

φ＝0．90 ．776 0．670 0，688 O．660 0．650 0．660 0．736 0．707
（0，06） （0．G3） （0．02） （0．02） （ ，02） （0，02） （0．04） （0．04）

φ＝0．3O 、773  ．908 0，784 0．919  ．890 O．862   ．，8010 ．817
（o．04） （0，04） （0．05） （0．  5） （0．04） （0．05） （o．03） （0．03）

φ＝− 05　　　　0．832

　 　 　 　 　 （ ．04）

0．875

（0．05）

0，842

（0．04）

工．043

（0．06）
0．907
（O．06）

0，712

（0、03）

0．842

（0．04）

0．867

（ ．04）

＊ 括弧 の 中は 有意水準 5 ％で 検定 した と きの 棄却率を示 す ．

す る仮定 のチ ェ ッ ク も行え る．また ， 他の 非線型モ デル の 可能性な ど も考慮す る余地が残る，

　5． 適 　用 　例

　それ で は ， 実際の デ ータ に SSAR モ デ ル をあて は め ， こ の 2 つ の や り方 を比較 して み る．

　5．1 貸 出金利 と長 期プライ ム レ ー トと の ス プ レ ッ ド

　不 均衡市場 の 例 とし て 銀行 の貸 出市場が 分析され て きた．計量経済的ア プ ロ ーチ の研究 とし
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　1980　　　　　　　　　　　　　　　　1990

図 4　長期貸出約定 金利 （実 線 ・ヒ） と長 期 プ ラ イ ム レ ー
ト （点線）及 び，そ れ ら の ス プ レ ッ ド （実線 ・下）

て は伊藤 匚6］， 浅子 ・ 内野 匚2］な どが あ る．こ の 不均衡計量 モ デル を時系列的な ア プ ロ ーチ か

ら考え る と SSAR モ デ ル が導出され る （Kunitomo　and 　Sato 〔8］）．

　図 4 で示 したデータは ， 都銀長期貸出金利 と長期プ ラ イ ム レ
ー

ト， お よび ， そ の間の ス プ レ

ッ ドで あ る．（1977年 1 月
一1998年 月の 月次デ ータ で ， 出展は 日本銀行「経済統計月報」で ある．）

こ こ で い うス プ レ ッ ドは 次の よ うに 4 カ 月遅れの 長期 プ ラ イム レ
ー

トを引 い て い る．

（t期の ス プ レ ッ ド）＝（t期 の都銀長期貸 出約定金利）

　　　　　　　　　　一（t− 4 期の長期 プ ラ イ ム レ
ー

ト） （5．1）

こ の よ うに 4 期遅 らせ た理 由は ス プ レ ッ ドをよ り定常に させ るため で ある． こ こ で は ， こ の ス

プ レ ッ ドに 注 目し ，
SSAR モ デ ル をあ て はめ てみ る．そ の 結果 を以下 の 表に ま とめた．

金利ス プ レ ッ ドに 対 す る SSAR モ デ ル の 適 用

δ 6 A
σ σ

一
σ b β ノ値

ML に よ る 推定

【V に よ る推定

0779

 ．7840

，8400

，8360

．2560

．2490

．1860

．189

一
〇．272

− 0．25710

．191

．037

こ れ に よる と， どち らの 方法の 推定値 もあま り変わ っ て い な い ．なお か つ
， 尤度比検定の f 値

が高 い 値 とな っ て い るので ， SSAR （1）が あて は ま っ て い る と考え られ る．こ の 結果 は貸出市場

が不均衡市場 で ある と い うこ とを示唆 し て い る．な お ， IV に 基づ く検定統計量 はあま り高 くな

い が ， こ れ は サ ン プ ル サ イズが小 さ い と き に検出力が な い こ と を考慮す る とや む をえな い と考

えられ る．

　5．2 神流川 の 水量 デ ータ

　図 5 に 示 した データ はあ る地点 の 水量 の 日次データで ある． こ の データ は尾崎 ［12］の 14章

で 取 り上 げられた デ ータ と同じで ある． こ の 図を見 る と明 らか に上昇 ・下降で 違う動き を して

い る．こ の デー
タ に 対 して同 じよ う に 2 つ の 方法で SSAR モ デ ル を推定 した ．そ の 結果 は以下
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図 5　 神流 川 の 水 量 データ （対 数 を取 っ た もの ）

250

の 通 りで ある．

神流川水量 デー
タ に 対す る SSAR モ デル の 適 用

2 6 ｛
σα

哨
σ ウ ρ κ

2
値

ML に よ る推 定

IV に よ る推定

0．5090
，8970

．9070
．8920

．6100
．2920

，1150

，3071

、2610

．819269

，70

，0019

こ れ に よ る と， ML を使 うの と IV を使 うの で 結果が大 き く異 なる．　 IV の X2 が極端 に小 さ い こ

とを考 え る と ， こ の ケ ース は IV を使 っ た 結果の ほ うが 信頼で きる と考 え られ る．つ ま り，
こ の

データ に 対 して は
一見す る と SSAR モ デ ル が 当て は ま る よ う に 思わ れ るが ，　 IV 法 を使 うこ と

に よ っ て そ の よ うな誤 りが防 げる例 だ と い える． こ の水量の デー
タ に対 して は尾崎 ［12］で示

さ れ て い る よ うな別の 非線型 モ デ ル を考える べ き で あ ろ う．

6．　 ま　 と　 め

　本稿 で は操作変数法 を用 い た推定 ， 検定 を提案し ， 尤度 に 基 づ く方法 と比較 し た ．そ の 結果 ，

最尤法や尤度比検 定 と比 べ る と，効率 は落 ち る ものの ， 頑健性の面 で は優れ て お り， 尤度に 基

づ く方法 を補完で きる ことが わ か っ た．現実の データ に SSAR モ デ ル を適用す る際 は，誤差項

の 分布形が不明で あ る の が通常で ある． し た が っ て
， 最尤法で の推定の み で は誤っ た 結果 を導

く可能性が あ り，
こ こ で提案 した推定法も同時に 試してみ る必要が ある．そ し て 二 つ の結果 を

総合的に 判断 し ， SSAR モ デ ル の 妥 当性 を検討す る こ とを提案 した．た だし ， 前章 の 適用 例に

もあ る通 り ， 少 な い 標本 数で は判断が難 し い ケ ー ス もあ り， 今後の 課題だ と思 わ れ る．

　今回扱 っ た問題 を多少大げさな表現で い うな らば ， 時系列 の 非線型性 と分布 （特 に誤差項 の）

の 非対称性 の 検出だ と い える．現実の現象 に お い て ，
こ の 二 つ の 性質 は互 い に 絡み合 っ て い る

と考 えられ る．そ の よ うな対象に 対 し て は ，
こ こ で 示 した よ う に ， 多面的な ア プ ロ ーチ に よ っ

て ， 総合的に判断 を下 して い くの が 適切で ある と考え る．

7． 付 録

　（定理 1 の 略証 ）

　｛εt｝が 4 次の モ
ー

メ ン ト を持 つ こ と よ り，yt は 4 次 の モ
ーメ ン トまで を持 つ ．（Kunitomo 　and

Sato ［8］） したが っ て ，

Q τ（θ）；FT（θ）
厂
のilF τ（θ）

　　 一∠：→　Q ＊

（θ）＝F ＊

（θ）
厂
ψ

＊
−IF ＊

（θ）

（7．1）

（72 ）
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　　　　　　と ， T → ・・ の とき確率収束す る．た だ し ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 F ＊

（θ）＝E ［丿「，　OP　Wt ］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 の
＊ ＝ざ⊇  E ［WtW 雲］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7，4）

　　　　　　こ こ で ，
の

＊

が正定値対称行列 にな るので ， Q ＊

（θ）は F ＊

（θ）＝0 の とき最小値 O を とる．また ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F ’

（・e・）一・［（
　 ε t

ε籌
一1）  Wt ］一… 　 　 　 ．・・

　　　　　　とな り， e， は Q ＊

（θ）の 最小値 を与 える．よっ て ，
　 Amemiya ［1］の 定理 4．1．2 よ り

一
致性が 示

　　　　　　され る．

　　　　　　　次 に漸近正 規性 を示 す．θ、v が Q 。（θ）の 最小値を与えて い る こ とよ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
∂

讐 ，．。

一・ 　 　 　 　 （・．6）

　　　　　　これ を ， θ＝e， の まわ りで テ
ー

ラ
ー

展開し ， θは 砺 に 確率収束す る か ら ， 16一θ〕1の 十分小 さ い

　　　　　　と こ ろ で考 え る と ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　翳』
＋ 鸞 ）1，。，。

（el． 一の ・ ・ 　 　 （・．7）

　　　　　　した が っ て ，

　　　　　　　　　　　　　　　π （θ1v
一

砧）・ π 卜檎望）IJ1［∂

鶏
θ）
」1　 ・・．・）

　　　　　 が 得られ る．こ こ で ，

　　　　　　　　　　　　　嬲一 ・［｝聯   司τ嚇 写齦 ；］
− 1

［一ii・ ￥f・・P・ ・］　 （・．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　
＝21）ひのデ

iFT

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．10）

　　　　　　・［？h］［需・］，．e、

一・E ［・掘 F ｝・胡 ，．。
」

・ ・・
・…

一
・
・ …

− 1D ・ 　 （・．11）

　　　　　 また，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　響 ＿

一ム …
r

・
・
− ID ・ 　 　 （・．12）

　　　　　 とな る の で ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　》
厂7マ

（6〜y − et））　一∠
→　2＞（0，

レ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．13）

　　　　　 と な る．た だ し ，

　　　　　　　　　　　　　　　V ＝（21）
＊
厂
の

＊
−ll

）
＊

）
｝1
（41）

＊
，
φ

＊
− ID ＊

）（2」D ＊
’
O ＊

−ll
）
＊

）
− 1
　　　　　　　　　　　（7．14）

　　　　　　　　　　　　　　　　
二（D

＊
厂
の

＊ 』1D ＊

）
−1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．15）

　　　　　 で ある．
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