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タイプ 1の トー ビ ッ ト ・ モ デ ル か ら得 られ る標本 に

タイプ IIの トー ビ ッ ト・モ デル を

用 い た場合の 最尤推定量の 挙動に つ い て

縄 　田　和　満
＊

An 　Analysis　of 　the　Type　II　Tobit　Maximum 　Likelihood　Estimator　When

　　　　　　the　Sample　is　obtained 　from　the　Type　I　Tobit　Mode1

Kazumitsu　Nawata ’

　従属変数 が ある 条件を満足す る場合 に の み 観測 され る トービ ッ ト・モ デル （制限従属変数モ

デル ）に お い て，タ イ プ 1の トービ ッ ト・モ デル を使 うか ， タ イ プ IIの トービ ッ ト・モ デル を

使 うか は，実証研究を行 う上 で も重 要 な問 題 で ある．前者 は 後者の 特別 な ケース で あ り，後者

の モ デル の パ ラ メ
ー

タに 適当な制約 を加 え る こ とに よ っ て，前者 を得 る こ とが で き る．し か し

なが ら， タ イ プ 1の ト
ービ ッ ト・モ デル で は ， 誤差項 の 次元が 減少 し て 分布が 退 化 して し まうた

め ， タイ プ 1の トービ ッ ト・モ デル か ら得 られ た 標本 に タ イ プ IIの ト
ービ ッ ト ・モ デ ル を 用 い

た 場合 ， その 最尤 推 定量 に 対 し て は 通常の 漸 近 理論 は成 り立 た な い ．本論文 で は，標本 が タ イ

プ 1の ト
ービ ッ ト・モ デル か ら 得 られ た場合 の タ イ プ IIの トービ ッ ト・モ デ ル の 尤度関数 ・最

尤推定量 の 挙動 を分 析 した．モ ン テ カ ル ロ 実験 の 結果 か らは ， 誤差項 の 相関係数 を表すパ ラメ
ー

タ ρ は，多 くの 試行 （90−95％ ） に お い て 計算上 の 最大 値で あ る 0，999999（計算精度の 問題か

ら，1．0 で は な く，0．999999 を計算上の 最大値 と した が，実用 上 は 1．e とみ な せ る値で ある ）

とな っ た．さ ら に，説明変数の パ ラメ
ータ 間の 制約条件か ら得 られ る統計 量 も 1／n の オーダー

で 収束 す る こ と が示 唆 され た．

　The　Type　I　and 　Type 　II　Tobit　rnodels 　are 　widely 　used 　in　various 　fields　of 　economics ．　 It

an 　important　problem　to　determine　which 　of 　the　two　to　be　chosen 　in　empirical 　studies ，　 The

Type 　I　Tobit　model 　is　a　special　case 　of 　the　Type　II　Tobit　mode1 ．　 The 　former　model 　is

obtained 　from　the　later　 model 　 with 　 some 　 restrictions 　of　the　parameters．　 However ，　 the

dimensions　of　the　error 　tems 　decrease　from 　two （Type 　II　Tobit　model ）to　one （Type 　I　Tobit

model ），
　and 　the 　distributions　of　the　error　terms　degenerate　for　the　Type　I　Tobit　Model ．

Therefore，　we 　cannot 　use 　the　standard 　asymptotic 　theorems 　and 　testi  procedures　for　the

Type　II　Tobit　Maximum 　Likeljhood　Estimator（MLE ）when 　the　sample 　is　obtained 　from　the

Type　I　Tobit　mode1 ，　 Results　of 　the　Monte 　Carlo　experiments 　show 　that　the 　values 　of ρ，　a

parameter 　of　the　correlation 　coef 登cient 　of 　error 　terms，　quickly　converges 　to　O，999999，　the

maximum 　value 　 used 　in　the　lterations．（A 】though 　the　maxilnum 　value 　of ρls　set 　to　be

O，999999due 　to　the　accuracy 　of　the　calculation ，　we 　can 　regard 　this　value 　as　1．O　in　practice．）
Moreover ，　the　statistics 　obtained 　by　constrains 　of　coe 缶cients　of 　explanatory 　variables 　are

cons 王dered　to　be　the　order 　of 　I／n．
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1． は じめ に

　従属変数が ある条件を満足す る場合に の み 観測 さ れ る ト
ービ ッ ト・モ デ ル （Tobit　mode1 ， 制

限従属変数モ デル （1imited　dependent　variable 　model ） と も呼ぼれ る） に お い て ， タイ プ 1の

トービ ッ ト ・モ デル を使うか ， タイ プ IIの ト
ービ ッ ト・モ デル を使うか は ， 実証研究 を行 う上

で も重要な問題 で あ る．（詳細 ・実証研究例に つ い て は，Cragg（1971），　Fin　and 　Schmidt（1984），
Melenberg　and 　van 　Scott（1996）な どを参照せ よ．）タ イ プ 1の トービ ッ ト ・モ デル とタ イプ

IIの ト
ービ ッ ト・モ デ ル の 関係に お い て は ， 前者 は後者の特別 な ケ

ー
ス で あ り， 後者の モ デル の

パ ラメ ータ に 制約条件 を加 える こ と に よ っ て ，前者の モ デル を得る こ とが で きる． しか しなが

ら，タイ プ 1の トービ ッ ト・モ デル で は， 誤差項の 次元が減少 して分布が退 化 して しま うとい っ

た問題が 生 じる．こ の ため ， タイ プ 1の トービ ッ ト ・モ デ ル か ら得 られる標本 にタ イプ IIの ト

ービ ッ ト
・モ デ ル を用 い た場合 ， 通常の最尤法の漸近理 論を用 い る こ と が で きな い ．

　本論文で は ， 標本 が タイ プ 1の トービ ッ ト ・モ デル か ら得 られ た場合の タ イプ IIの ト
ービ ッ

ト ・モ デ ル の 尤度関数 ・最尤推定量 の挙動 を分析す る．まず ，
モ ン テ カ ル ロ 法 に よ っ て ， タイ

プ IIの ト
ービ ッ ト・モ デ ル お ける （標本がタ イプ 1か ら得 られ た場合 の ）最尤推定量 の 挙動 を

分析す る．次に ， 尤度関数の 形状 をグラ フ に よ っ て 分析 す る．さ らに ， 極説明変数の係数の制

約条件か ら得 られる統計量の オ
ーダーに つ い て考察 を加 え る．本論文 は

，
2 つ の モ デ ル の 関係

にお い て ， 誤差項の分布が退化 し， 次元が減少す る とき に起 こ る問題 を分析す る最初 の 論文 で

ある，

2． タイ プ 1の トービ ッ ト・モ デル とタイ プ IIの トービ ッ ト。モ デ ル

　トービ ッ ト ・ モ デル は ，

一
般の 回帰モ デル と異 な り， 分析対象 とする従属変数が あ る条件 を

満足 した場合の み に 観測 する こ とが で きる モ デ ル で ある．本章で は ， タイ プ 1の トービ ッ ト ・ モ

デ ル とタ イプ IIの ト
ービ ッ ト・モ デ ル に つ い て説明す る．（詳細は ，

　 Maddala （1971），　Amemiya

（1985），縄 田 （1997），Greene （2000） な どを参照せ よ．）

　2．1 タ イプ 1の トービ ッ ト。モ デ ル

　タイ プ 1の ト
ービ ッ ト・モ デ ル は最 も基本的な モ デル で あ り， 従属変数 Y ， が負の値を とる こ

との 出来な い モ デル であ り， Y， が

｝な
＊ ＝

』r〆β＋ u ，，　　 i＝ 1
，
2

，
．．．，n ，

Y，
一伊 翻

（2．1）

で 与え られ る もの で あ る ．Xi
， βは

， 説明変数お よび対応す る未知 パ ラメ
ー

タ の ベ ク トル で ある．

理 が 負の場合は そ の値 を直接観測す る こ とが 出来ず，そ の 符号 の みが観測 され る もの で ある．
こ の モ デ ル は途中打 ち切 り回帰モ デ ル （censored 　regression 　mode1 ）とも呼ばれ て い るが，経

済学の分野で は ， Tobin （1958）に よ っ て 負の 値 を と る こ との 出来 な い 耐久消費財 へ の支出の 分

析 に 始め て用 い られた ，（こ の た め ， 経済学の分野 で は こ の タイ プ の モ デ ル を Tobit　model と呼

ん で い る．）

　Uiが 各々 独立で平均 0， 分en　a2 の 正規分布 N （0，の）に 従 うとし，φ，
φ を標準正規分 布の 密度

関数 ， 分布関数 とす る． こ の 場合 の尤度関数 は ，
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L （β，
σ
2
）＝ n ｛1一の（Xi

’

β1σ）｝・H （ブ
1
φ｛（Y ，

− x ，

’
β）1σ｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 yt＞ O　 　 　 　 YI・；・O
（2．2）

で あ る．

　2．2 タイプ IIの ト
ービ ッ ト ・ モ デル

　タイプ IIの ト
ービ ッ ト

・モ デ ル は ， 標本選択 に よる偏 りを伴 う モ デ ル （sample 　 selection

biases　model ） とも呼ばれ て お り， 労働経済学や消費者 の 行動 の 分析な ど経済学の 諸分野で 広

く使われ て い る モ デル で ，

yi誉耳認 、，

’

β、＋ u 、i，

｝稜＝躍 2∠β2 ＋ u2i，　 i＝1
，
2

，
＿

，
n

，

Y2i− ｛評 髴⊇1
（2．3）

で 与 え られ る．こ の場合 ， 経済主体 iの 行動は ， 2段 階の判断で 決定 され る．まず ，
i はある行

動を行 うか ど うか （女性が労働す るか ど うか
， 消費者が製品 を購入 す る か ど うか な ど） を判断

し， 行動 を行 うと判断した 場合， 具体的な量 （労働時間，購入 する製品の 金額な ど） を決定す

る．行動 を行 うか ど うか の判断は第 1式で ， 具体的な量の 決定は第 2式で 与 えられる．第 3式

は ， 行動 を行う と判断した場合の み具体 的な量 が 観測 さ れ る こ と を示 して い る．

　Xli，　x2i は
，

それ ぞれ 説明変数の ベ ク トル で あるが 同
一

で ある必要 はない ．踏 は ， その符号

以外直接観測 され る必要 はな く， 】麟 は ， 踏 が負 の場合 は観測 され る こ とのな い モ デル で ある．

x2i は 踏 が 負の 場合， 観測 され る必要は な く，
モ デル の 推定を行 う場合の 大 きな利点とな っ て

い る．u 、i と u2i は未知 の 誤差項で ， 平均 O，分散 1 ， σ鬢， 共分散 σ12 の 2変量正規分布 に従 うと

する．（2．3）式の第 1式 を正 の 定数倍して も モ デル は同
一

で ある か ら ，

一
般性 を失 うこ と な く，

Uli の分散 を 1 とす る こ とが で きる．

　 こ こ で ，

d，
一｛1

理 ＞ 0

蹤 ≦ 0
（2．4）

とす る．ノ（Yl，
　Y2）を yi警， 踏 の 同時密度関数 とする と， 尤度関数 は ，

ムー
疉。〜1。。1：．．∫（Yl，

　Y2）吻・吻 1
・
．1．、〜1ノ（鯨 ）吻 ・ （2．5）

である．

　u 、t と u2i は 2 変量正 規分布に従 うの で ， ρ
一〇，210 ， とお くと ， 尤度関数 は ，

L （β、， 麁，
σ8， ρ）＝n ｛1一の（xli

ノ
β1）｝

　 　 　 　 　 　 　 ゴド　

　　　　　　　・H の［｛x 、，

’

β、＋ ρ（Y，厂 x2　i
’
　B2）／σ2｝1肩 ｝σr1φ｛（Y2i− x2i

’
β2）1a2｝

　 　 　 　 　 　 　 dt＝1
（2．6）

と な る．ρ は Uli と U2i の 相関係数で あ り， 対数尤度 log　L を最大化す る こ と に よ っ て ， β1 ， β2 ， 磁

ρ の最尤推定量 を求め る ことが可能 となる．

　2．3　タイ プ 1 とタイプ IIの トービ ッ ト ・ モ デル の 関係

　 （2．3）式に お い て ，第 1 式 と第 2式の説明変数の ベ ク トル が 同
一

で あ る とす る． こ の場合 ，

どち ら の モ デル を使うか が 実証研究 を行 う上 で も大 きな問題 と な る． （2．3）式 に お い て ，Xli ＝
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x2i ＝Xi で あ り，

β亘
＝β2メσ2，

Ul ガ
＝u2iノの ，　　　i＝1，2，．．．， 

（2，7）

で ある とす る と， （2．3）式の 第 1式 と第 2式は同
一

とな り， タ イプ IIの ト
ービ ッ ト・モ デル は，

タ イ プ 1の トービ ッ ト・モ デ ル とな る． （2．7）式の 第 2 の 条件 で ある u 、i
＝u2i！a2，i＝1，2，＿，n は ，

2 つ の 誤差項 の相関係数が 1．0 で ある ， す なわ ち
，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ρ
；1．0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．8）

と い う条件を与 える． したが っ て ， x 、i
＝x2i＝」Vi の 場合 ， タイ プ 1の ト

ービ ッ ト・モ デ ル は ， タ

イ プ IIの トービ ッ ト ・モ デル に お い て ，

　　　　　　　　　　　　　　　　 β・
＝β2　1σ2， ρ

＝ 1．0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）

を満足す る モ デル で あ る こ とに なる．

　タイプ 1の トービ ッ ト ・ モ デル で は ， 誤差項 は （u 、i，　za2i）の 2 次元か ら ui の み の 1次元 へ と

次元 が減少 して い る． （2．6）式で 与 えられ るタイ プ IIの ト
ービ ッ ト・モ デル の尤度関数や パ ラ

メ ー
タ θL （β、

〆
，β2〜砥 ρ）に関す る 1次お よび 2 次の 微分 ， ∂log　L（θ）1∂θ，∂

2
　log　L（θ）／∂θ∂θ

’
は

，

1／（1一ρ
2
）の 関数で あ り，ρ

＝1．0の 場合 を直接考える こ とは で きない ．こ の ため ， タイプ 1の ト
ービ ッ ト・モ デル か ら得 られた標本 に対 して タ イプ IIの ト

ービ ッ ト ・モ デ ル を用 い た場合 ， そ

の 最尤推定量 の挙動 は通常の最尤法の 漸近理論で 扱 うこ とが で きな い ．

3　モ ン テ カ ル ロ 実験

　 3．1　モ デ ル

　本章で は，標本が タイ プ 1の トービ ッ ト・モ デル か ら得 ら れ た場合の タイプ IIの ト
ービ ッ ト・

モ デル の尤度関数 ・最尤推定量の挙動を分析 する．タイ プ IIの トービ ッ ト ・モ デル の 尤度関数
は 1／（1一ρ

2
）の 関数 で あ るた め ， ρ

・＝ 1．0 の近傍で尤度関数 ・推定量 を解析的に 取 り扱 うこ とは非
常に 困難で ある． こ こ で は ，

x ← Xl ← x2 〆＝（1，　X 、），

β、

「＝（β、1，β12），

β2
’＝（β2，，β，2）

（3ユ）

と して ，
モ ン テ カ ル ロ 実験に よ っ て 最尤推定量 の挙動 を分析す る．

真 の モ デル をタ イプ 1の ト
ービ ッ ト ・モ デル とし ， データ は

，

Y ・：＝β1、＋ β12Xi ＋ Ui，

Y，S＝β，、＋β22x ，＋ Ui，　　　ガ＝ 1，2，．．．，　n

βn
＝ β2、，β12

＝β22

（3．2）

か ら発生 さ せ る．Xi は （0， 2）の
一

様分布，　 Ui は標準正 規分布に 従う とす る．β，」 の値 は β、1
一

β2 、
＝− 1．0，β、2

＝＆，
＝1．O お よ び β、1

＝β2、
＝0．0

， β、2　
・＝　B22＝0．O の 2 つ ケ

ー
ス を考 え，標本の 大 き

さは n ＝50， 100， 200，400
， 800 とする．繰 り返 し回数は

，
1，000 回で ある．

　3．2 推定方 法 の ため の ア ル ゴ リズ 厶

　こ こ で扱うデータ は タイプ IIの トービ ッ ト・モ デ ル に お い て ， 特殊 なケ ース とな っ て お り，
タ イ プ IIの トービ ッ ト・モ デ ル の 尤度関数の 形状の 問題か ら ，

　 LIMDEP
，
　STATA 等に 使わ れ
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て い る通常の ア ル ゴ リズ ム で は ，
ほ とん ど の 場合計算が収束 しない ． こ の た め ， こ こ で は ， 縄

田 （1993），
Nawata （1994，1995），Nawata 　and 　Nagase （1996）で提案 されせ た 次の よ うな推定

方法 を用 い る．

i）　 （
− 1， 1）の 間か ら ， ［

− 0．9999 ， 0．9999］の 区間を と り， 間隔 δ＝0．0001の 区間に 分 ける．

ii） ρ
＝o と して

， 条件付の 尤度関数の 最大値 を求 め る．こ の場合 ， β， はプ ロ ビ ッ ト法の 推定結

　　果 か ら ， β2 ， σ3は d，
＝1 の データ の み を使 っ た最小二 乗法の 推定結果か ら求め る こ とが で き

　 　 る．

iii） ρ の 値を δ増加 させ
， 条件付尤度関数の最大値を求め る．こ の場合， 初期値は前段階の推定

　　結果 とす る．

iv）　 （i）で 定めた ρ
＝ o．9999の最大値まで こ れ を繰 り返 す．同 じく， 0 か らρ の 最小値 まで ，

　　 これを繰 り返 し ， 尤度関数 を最大 に する値 を求 め る．

v） δ＝ o，000001と し て （vi）で 選 ばれた ρ の値の 周 りで
， 同様の 方法 を繰 り返 し

， 最終 の 推定

　　結果 を求め る．なお ， （vi）で ， ρ
＝ o．9999以 外の値が 得られ た場合は ， ρ

＝ o．999901か ら

　　ρ
＝ 0．999999まで の値 に つ い て も同様 の 計算を行 い ， これ らも考慮 して ， 最終の 推定結果 を

　　求めた．

　尤度 関数の 形状 の 問題 の た め ， （i）の δの 値 を 0．0001よ り大 き く （例 えば o．001 な ど〉とす

る と ， 計算が収束 しな い ケ
ー

ス を生 じた．また ， 計算はす べ て倍精度で C 言語に よ るプ ロ グラ

ム で行 っ た が
， 計算精度の 問題 を考慮し ， 推定の 最大値は 0．999999 と したが ， こ の値 は ， 実用

上は 1．0 と同
一

とみ なせ る値で ある．

　 3．3　結果

1） ρ の推定

　モ ン テ カ ル ロ 実験の 結果は ， 表 1−3 の 通 りで あ る．ρ の 推定値 βに つ い てみ る と， B． の 値に

よ らず， 多 くの試行 に お い て 計算上の最大値 で ある 0．999999となっ て い る．1， 00回の 繰 り返

し計算中， n ＝ 50 で は 954回／943回 （前者の値が β、、
一β， 、

一一1．0， β、2
− B， 2

− 1．0， 後者の 値が β， ，

＝ β，、
＝ 0．0

， β、2
＝ β22

＝ 0．0の ケ ース ，以下 同じ），n ＝ 100 で は 955 回／945 回，　n ＝ 200 で は 915 回／

900回 ， n ＝ 400で は 908回／935回 ，
　 n 　 ＝ 800で は 935回／945回で あ る．こ こで ， 琢 1あ ＋ xi

「
（β，

一
β21 あ）＞ o で あれ ば

，
の ［侮偶＋ ρ（Y ，厂 Xi

’
　B2）娩｝1Rp ］は ρ

→ 1．o で 最大の 1．o と な る．し

た が っ て ， Y，，＞ oで あるす べ て の iにお い て ｝琳あ÷ 銑
ノ
（β1

一
β，1δ1）＞ o で あれ ば ，

　b は極限値の

LO で なければな らない こ と に なる．（O．999999が得 られたすべ て の 試行 に お い て は， こ の条件

は満足 された．なお
， （2．6）式 は ρ

＝1．0 で は定義 され ない の で ， 以後 ，
こ れ を β→ 1，0 と表記す

る こ と とする．）

　e．999999以外の値を取 る場合で も， 多 くの場合で 1．0 に近 い 値 とな っ て い る．1．0 か ら大 き

く離れた値 とな る回数は非常に少 な い ．n ＝ 50 で は ， 0．7 以 下が 14 回／18 回 ， 0．8 以 下が 17 回／

22 回 ， 0．9 以下が 24 回／29 回 ， 0．95 以下が 28 回／34 回 ， 0．99 以下が 40 回／52 回で あ り，O．99

以下 と な る の は 5％程度で あ る．n ＝ 100で は ， 0．7以下が 0 回／4 回 ， 0．8以下が 1回／4 回 ， 0．9

以下が 1回／6 回 ， 0．95以下が 6回／14 回 ， 0．99以下が 26 回／30 回で あ り，0．99 以下 となる の

は 3 ％程度 で あ る．n が 200 以上の場合 ， 0．9 以下 （n ＝ 400， 800 で は O．95 以下） と な る こ と

は な く，
0．999以 下 と な る 回数 も全体の 5 ％程度に過 ぎな い

1）
．

　βく 1．0 とな る確率 P （β＜ 1．e）が 0 に収束す るか ど うか を含め ，
　 Pの 収束の オ ーダー

や そ の 漸

近分布が 問題 とな る． （モ ン テ カ ル ロ 実験の 結果は βく 0．999999で あるが 表記を簡単 に す るた

め ， 以 後 ， こ れ を ρく 1．0 と表す こ ととす る．）こ れ に つ い て は ， 各種の 理論的 な考察 を行 っ たが ，

現時点で は ， 結論は得 られて い ない ．こ こ で は ， β の 平均二 乗誤差 （Mean 　Squared　Error）MSE

の 平方根 （MSE ）
li2

と n の 関係 に つ い て 分析 し
， 収束 の オ

ーダーに つ い て の 考察 を行 う．図 1 は
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表 1

日 本 統 計 学 会 誌 第 33巻 第 3号 2002

モ ン テ カ ル ロ 実 験 の 結果 （fi11＝B，，　
・＝

　
− 1，0，β、广 βを戸 ユ．O）

平 均 標準 偏 差 25％ 分 位点 中央値 75％ 分 位 点
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る
　
　

　
　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

解

＆

麁

瀚

伽

の

ρ

F

魚

魚

魚

砺

碗

ρ

炉

＆

伽

魚

磁

の

ρ

F

魚

魚

飭

砺

仍

ρ

匹

角

麁

幽

繊

の

ρ

一1．0620

　　1，0582
− 0．8311
　　0．9256
　　0．9087
0．986483

一1．0321

　　1，0233
− 0．9439

　　0．9748
　　0．9619

0．998823

一1．0041

　　1．0047
− 0．9740
　　0．9869
　　0．9846
  ．999712

一1．0041

　　1．eo47
− 0．9740
　　0．9869
　　0．9846
0．999905

　　
一

〇．9997

　　　0．9997
　　− O．9850
　　　0．9923
　　　0．9924
0，99997396

　　0，4145

　　0．36ユ1

　　0．4368

　　0．3141
　　0．1513

0．097839

　　0．2608

　　0．2216

　　0．2802

　　0．213ユ
　　0．1059

0．011143

　　  ．1838

　　0．1571

　　0．1803
　　0．1560

　　0．0804
  ， 01857

　　0．1338

　　0．1071

　　0．ユ403

　　0．1060

　　0．0504
0，000423

　　　0．0908
　　　0．0742
　　　0．0984
　　　0．0746
　　　 0．0369

0． 0016743

一1．3113

　　0．8098
− 1．0839
　　0．7180
　　0．8131
〔〕．999999

一1．1771

　　0．8708
− 1．1275

　　0．8336
　　0．8938

0．999999

一1．0941

　　0．9406
− 1， 751
　　0．9138
　　0．9527
0．999999

一1．0941

　　0．9406
− 1．0751
　　0．9138
　　0．9527
0．999999

一1．e608
　　0．9513
− 1．0471
　　0．9451
　　0．9673

0．999999

一LO408

　　1．0306
一

 ．8056
　　0．9058
　　0．9041
0．999999

一1．Ol91

　　1．Ol86
− 0．9357
　　0．9737

　　0．96ユ2

0．999999

一1．0007
　　1．0064
− 0．9723
　　0．9859
　　0．9850

0．999999

一1．0007

　　1．0064
− 0．9723

　　0．9859

　　0．9850
0．999999

一
〇．9997．

　　O．9985
− O．9850
　　0．9909
　　0．9900

0．999999

一
〇．7802

　　1．2678
− 0，5589
　　1．1119
　　LOO15

0．999999

一〇．8675

　　1．1617
− O．7538

　　1．1114

　　1．0318

0．999999

一
〇．9158

　　LO685
− 0．8740
　　1，0526
　　1，0172

0．999999

一〇．9158

　　1．0685
− 0．8740

　　1．0526

　　1．0172

0．999999

一
〇．9395

　　1．0488
− 0．9239
　　1．0416

　　1．0181

0．999999

109｛（MSE ）
u2
｝

　　　　o

　　　 −13

　　　
−2

　　　 −3

　　　
−4

　　　−5

　　　
−6

　　　
−・7

　　　
−8

　　　 −9

　　 −10

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10g（n）

図 1 　βの ］og ｛（MSE ）
lf2
｝と log（n ）の グ ラ フ （βL，

≡B21≡− 1．0，βm ≡　B”
＝1．0）

． 「 鹽

○

1

．」．
「11

　 　 　 　 ◆

1
◆

◆
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表 2　 モ ン テ カ ル ロ 実験の 結果 （fi、1＝＆i
＝O．O，β，2

＝
β，2

＝0，0）

平均 標準偏差 25％分位点 中央値 75％分位点
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ユ
　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

匹

魚

焼

幽

伽

の

ρ

F

魚

熾

魚

砺

の

ρ

F

＆

免

魚

砺

の

ρ

解

魚

融

幽

施

の

ρ

F

角

駈

魚

砺

の

ρ

一
〇，  164

　 0．0102

　 0，0680
　 0．0173

　 0．8996

0．981535

　 O．OOO2
− 0．0001

　 0，  340
　 0．0031

　 0．9509
0．995260

一
〇．0103

　 0．0024

　 0．OIOs

　 O．OOO5

　 0．9737

0．999508

　 0．0039
− 0．0017

　 0．0123
− 0、0004

　 0．9852
0．999959

一
〇．0046

　 0．0054

　 0．0030

　 0．0047

　 0．9920

0．9999815

　 0．3570

　 0．3051
　 0．3305

　 0．2615

　 0．1591

0．119986

　 0．2492
　 0．2121

　 0．2382
　 0．1967

　 0．1132

0．056257

　0．1508

　0．1364
　 0．1525

　 0．1352

　 0．0767

0．004740

　 0．1156

　 0，0967

　 0．1127

　 0．0943

　  ． 550
〔｝．000194

　 0．0821

　 0．0701

　 0． 811

　 0．0689

　 0，0360

0．0001089

一〇．2396
− 0．1952
− 0．1388
− 0．1589

　 0．8088

0．999999

一
〇．1598

− 0、1411
− 0．1149
− 0．1239

　 0，8799
0．999999

一〇．1150
− O．0854
− O．0784
− 0．0844

　 0．9207

0．999999

一
〇．0729

− 0，0637
− 0．0640
− 0．0614

　  ．9474
0．999999

一
〇．0592

− 0．0424
− 0．D505
− 0．G404

　 0．9684

0．999999

一〇．0164
　 0．0102
　 0．0799
　 0．0159

　 0．9062

0．999999

　 0．0009

　 0．0000
　 0．0378
　 0．0063

　 0．9474

0，999999

一〇．0154
　 e．0079
　 0．0147

　 0．0055

　 0．9723

0．999999

　 0．0042
− 0．0034
　 0．Ol61
− 0．0031

　 0．9853
0．999999

一
〇．0088

　 0，0080

　 0．0051

　 0．0059

　 0．9915

0．999999

　 0。2151
　 0．2106

　 0．2718
　 0．1891
　 1．0034

0 ．999999

　 0．1583

　 0．1422
　 0．18ge
　 O．1272
　 1．0320

0．999999

　 0，0889
　 0．0907
　 0．1145
　 0．0874

　 1．0239

0．999999

　 0．0837

　 0．0629
　 0．0926
　 0．0631

　 1．0193
0．999999

　 0．0485
　 0．0536
　  ．0542

　 0．0524

　 1．0174

0．999999

β、、
＝ β21

＝ − 1．0，β、2
＝ β2，

＝ 1．O の ケー
ス に お ける 10g（n）とβの log｛（MSE ）

1’2
｝の グラ フ で ある．

10g＠）と log｛（MSE ）
112
｝の 間に は線形関係が認め られ る．こ こ で ，

109｛（MSE ）
1／2
｝＝ α 1十 a2109 （n ）十 ε i （3．3）

とし て ， α 1， a2 を最小 二 乗法 に よ っ て 推定す る と， α、， の の 値 （カ ッ コ 内は標準誤差）は ， βn
＝：

β2 、
＝− 1．0

， β、2
＝
β22 翼 1．0 で は ， 6．3193（0．46142），

− 2，3066（0．1972）， β、 、
」 ・　B2、 ＝ O．O

，
　B、2 ＝ fln・＝ O，O

で は，9．4316（1．9741），− 2．3582（0．3664）で ある ．また，β〈 1．0 とな っ た の は 5〜10 ％の観測

値で あ っ た ので ， （結果 の安定性を考慮 して）各ケ
ース に つ い て ， βの値が下位 3 ％ とな っ た 30

個の 観測値を使 い （MSE ）
112

を求 め ， 同様に α、，　dO推定す る と ， β11
＝βZi

＝− 1．0， β、2
＝β，2

＝1．0 で

は ， 7．4950（1．2318），

− 2．2573（0．2286）， β、、
＝β21

＝0．0，β、2
＝β22

＝0．0 で は ， 9．4943（0．9793），

− 2．5467（0．1818）で あ っ た，い ずれ の 場合で も ， de の 値は 一2．0 よ り小 さ く， そ の 標準誤 差 を
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表 3　 P の 推 定 値 の 分布

頻 度

β，，
＝i92【≡

− 1．0，β12
冨

β22
＝1．0

O．7以 下

o．7−o．80

．8−0．90

．9−〔｝−95
0．95−O．99

0．99−O，999
0．999−0．999998
0．999999

β・，
＝＆ ，

＝0．O，　B，2；β，2
＝　o．0

o．7以下

0，7−0．80
．8−0．90
．9−0．95

0．95−0．99
0．99−0．999

0．999−0．999998

〔｝，999999

n ＝50
　 14

　 3

　 7
　 4
　 12
　 3

　 3

　 954

n ＝ 50

　 18
　 4

　 7
　 5
　 18

　 2

　 3
　 943

n ＝1GO

　 　 O

　 　 l

　 　 o
　 　 5
　 2 
　 18

　 　 1

　 955

n ＝ 100

　 　 4

　 　 0

　 　 2
　 　 8

　 16

　 22

　 　 3
　 945

n ＝200

　 　 0
　 　 0
　 　 0
　 　 0
　 　 8

　 47

　 30

　 915

n ＝ 200
　 　 〔｝

　 　 D

　 　 O

　 　 3

　 　 4
　 46
　 47
　 900

n ＝400

　 　 0
　 　 0
　 　 0
　 　 0

　 27

　 65
　 　 0
　 908

n ＝400

　 　 0

　 　 0

　 　 0

　 　 0
　 　 9
　 55
　 　 1
　 935

n ＝ 800
　 　 0

　 　 0
　 　 0
　 　 0

　 　 5
　 36
　 10
　 949

n ＝800

　 　 0

　 　 0

　 　 0

　 　  

　 　 5
　 39
　 11

　 945

考慮する と， 1一βは n
−2

また は それ よ り小さ い オ
ーダー

で ， 1一β＝Op（n
−2
）で あ る と考え られ

る ．

2） 禽 の 推定

　β． の 推定値 B． に つ い て み る と ， す べ て の n に お い て バ イ ア ス は小 さ い ．次に ， 標準偏差 に

っ い て で ある が
， 特に収束が速 い とい っ た傾向は見受 け られ な い ． こ こ で

，

10g（標準偏差）＝・　al十 a2　log（n ）十 Ei （3．4）

と して最小 二 乗法 に よ っ て a2 の 値 を求め る と （カ ッ コ 内は標準誤差 ， β，1，β，2，β21，　B，， の順）， β， 1

；β，，
＝− 1．0，β、2

・一β，2
＝＝1．0 の ケ

ー
ス で は ，

− 0，5345（0，0856），

− O．5612（O．0948），− 0．5300

（0．0880），

− 0．5155（0．0847）， の ケ ース で は ，

− O．5350（0．0295），− O．5378（0．Ol70），

− O．5132

（0．0185），− O．491  （O．Ol20）で あ り，標準偏差 は，ほ ぼ
，
　 n

−112
に比例 し て 減少 し て お り ， 通 常

の ガ
’2

の オ
ーダー

の推定量で あ る と考え られ る．

　 こ の場合 ， 真の モ デル は タ イプ 1の トービ ッ ト ・ モ デ ル で ある の で
， 凸、， β22，

σ2 は （2．2）式か

ら推定す る こ とが で き る．タ イプ 1の ト
ービ ッ ト ・モ デル の最尤推定量 を βZi，β22，あ とす る と，

β2、， β22 ， あ の （漸近有効推定量で ある β2，， β22 ， 6， と比 較 した）効率 （e伍ciency ）が 問題 とな る ．

表 4 は ，β21 ， β22 ，
6， の 推定結果 お よび 2 つ の 推定量 の 標準偏差の 比 （＝ タ イ プ IIの トービ ッ ト ・

モ デル の標準偏差／タイ プ 1の トービ ッ ト ・モ デ ル の標準偏差）で ある． β，1 ， β，，，
　6， の標準偏差

は β，、， β22，
　6， の 1．1 倍程度以 下 と な っ て お り

， 特に
， B，2 で は n ＝ 800 で 1．0379 お よ び 1．0162と

な っ て い る． こ れ ら の パ ラ メ ータ の 推定に 関 し て は ， タイ プ IIの ト
ービ ッ ト・モ デ ル を用 い た

こ と に よる ロ ス （標準偏差の 増加）は比較的小 さ い と言えるで あ ろ う．

3） β正一 β2，1δ・，β1・

一
β・・fo・ の 分布

　タ イ プ 1の トービ ッ ト
・モ デル は ， タ イプ IIの トービ ッ ト ・モ デ ル に お い て ，
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平均 標準偏差 25％分位点 中央値 75％分位点 標準偏差 の比
＊

β、、
＝β，匸

＝− 1．0，β、2＝＝＆2
＝1，0

n ＝50

β2、　　　　　　　　　　　
− 0，9611

β22　　　　　　　　　　　　 0，9806

σ2 　　　　　　　　　　　　　　0．9378

n ＝ 100

β2正　　　　　　　　　　　一〇．9545

β艶2 　　　　　　　　　　　　　0．9783
σ2　　　　　　　　　　　　　〔｝．951 
n ＝200

β2且　　　　　　　　　　　
一〇．9463

β22　　　　　　　　　　　　 0．9726
a2　　　　　　　　　 0．9515

n ＝400

β2正　　　　　　　　　　
一

〇．9490

β22　　　　　　　　　　　　 ．9732
σz　　　　　　　　　　　　　　O．9572
n ＝・800
・
β21　　　　　　　　　　　

− 0．9530

β22　　　　　　　　　　　　 0．9759

02 　　　　　　　　　　　　　0．9583

β11 ＝＝ β2、
＝ 0，0，β、2

＝
β盟

＝0．O
n ＝ 50

β21　　　　　　　　　　
− 0．0016

β．　　　　　　　　　　　　0．0208
σ2　　　　　　　　　　　　　　0．9399

n ＝　 leo

＆1　　　　　　　　　　　　 0．Ol63

β22　　　　　　　　　　　
一  ．0026

σ2　　　　　　　　　　　　　　0．9543
n ＝200

β2、　　　　　　　　　　　　0，0161

β，，　　　　　　　　　　　　 0，0041

σ 2　　　　　　　　　　　　　0，9611

n ＝ 400

β2正　　　　　　　　　　　　 0，0119

施 　　　　　　　　0．OD35

　σ2　　　　　　　　　　　　　　0．9639
n ＝800

＆ 1　　　　　　　　　　　　　　　　0．0182

凸z 　　　　　　　　　　　　
−

〔｝．0004

の 　　　　　　　　　 G．9659

0．39300
．30920
．1356

0．24520

．20070

、0956

0．17910
．14260
．0704

0．12350
，09870
， 471

0．09110

．07190

．0339

G．3157027480

．1416

n
フ

ー

0

90010
ゾ

0

211000

  ．15270

．12750

．0695

1008
匚

」

0

0Q
ゾ
匚
0

100000

0．07980

．06780

．0335

一1．1983

　0．7684
　e．8390

一1．1107

　 0，8408

　 0．8871

一1．0668
　0．8724
　0．9040

一1．0370
　0．9046
　0，9244

一
ユ，  141

　 0．9254

　 0．935e

一
〇．2173

− 0．1633
　0．8476

一
〇．1189

− 0．1257

　0．8847

一
〇．0844

− O．0781

　 0．9137

一
〇．0597

− O．0633
　0．9293

一
〇．0359

一
  ．0479

　   ．9414

一〇，9293

　0，9778
　0．9349

一e．9438

　0．9676

　 0．9448

一
〇．9384

　0，9701
　0．9476

一
〇．9419

　 G．9692

　 0．9562

一
〇，9518

　 0．9773

　 0．9592

0．02220
，01700
．9274

　 0，0245
− O．OOO8

　0、9500

0．02250
．oe1SO

．9600

e．e1540
．00720
．9642

　0，0199
− 0．0002

　 0．9654

一
〇．6882

　 1．1882

　1．0215

一
〇．7856

　 1．1152

　 1．0134

一
〇．8235

　1．0673
　0．9966

一
〇．8639

　 1．0388

　   ．9919

一〇．8865
　 1．0272

　 0．9813

  ．19720

．20661
．0226

0．16050

．11851

．0166

0．12450
．08751

．0056

0．08620

．06390
．9957

0．07140
．04400

．9893

1．11151

．Ol601

．1156

1．14311

．06181
．1071

1．00661

．07261
．1414

1．13551
．  7351

，0691

1．0801
ユ．03791
．0889

1．047 

0．95141
．1235

1．e829
ユ．03491

．1321

0．99821
．Q6081

．1045

1，04220

．99271

．1001

2216
广

04

117000111

’ ）タ イ プ IIの トービ ッ ト・モ デル の 標 準 偏 差 ／タ イ プ 1の トービ ッ ト ・モ デル の 標準偏差

β、、
；β2、1の，β、2　

＝＝　B22〆σ2 （3．5）

と い う条件を満足する．こ こ で は，（3．5）式 に つ い て 分析 する ．β21，焼 2，6，，β、2，　B，，，6， の 分布は

表 5の通 りで あ る．n ＝50の場合以 外は， その バ イ ア ス は小 さ い ．標準偏差 は ， β，、
＝ β2，

・＝ − 1．O，

βエ2
＝β22

− 1．0 の ケース で は ，
n ・＝ 50で 0．38220／0．26884（前者 の値 が β、一 Bl　，1δ，， 後者 の 値が β、2
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表 5　 βlr β2・1σ2，β，2
−

＆ 2　fδ2 の 分布

平均　　標準偏差　25％分位点　　中央値　 75％分位点　　歪度 尖度　　（MSE ）
1／2

βn　＝：　Bz、＝− 1．0，βiZ
＝βn 　＝＝1．0

βu
一

β2ifa2

n50

　　　　　　　　　
− 0．1618　　　0．3822　　　一  ．2405

100　　　　　　　　− 0．0532
20 　　　　　　　　一〇．0253
400　　　　　　　　− 0．Ol49

800　　　　　　　
− 0．0073

β12
一
βz ／σ2

n50100200400800

0．1355　　　一  ．0933
0、0589　　　

− 0．0511

0．0310　　
一

  ．0276

0．0163　　
− 0．0142

　D．0272　　　0．2688
0．0046　　 0，1090
0．0018　　　0．0508
0．0012　　　0．0246

− 0．0008　　　0．0142

一〇．0673　　　　0．0215
− 0．0260　　　　0．0163
− 0．Ol27　　　　0， 093
− 0．0075　　　　 0．0041
− 0．0042　　　　 0．0026

一〇．0872　　　　0．0047
− 0． 426　　　　0． 037
− 0．0208　　　　0，0026
− 0．0127　　　

− 0．0002
− 0．0078　　　− 0．0005

一3．3406　　　17，6531
− 2．2439　　 11．6950
− 1．1420　　　4．5150
− 1．7600　　　 5．5830
− 1．3120　　　4，8354

0．4ユ500

．14550

．06420

．03440

．Ol79

0．1171　　　　0．9293　　　5．7134　　　0．2702

0．0479　　　　0．5163

0．0247　　　
− 0．3172

0．〔｝146　　　　  ．1207

0．0067　　 − O．0905

4．9234　　　 0．1〔｝91

3．0286　　　0．0508
2．1999　　　0．0247
3．2396　　　0．0工43

O舟『岬弍

価

121＆．
β

＝
｝

局【
β

n50

　　　　　　　　　
− 0．1230

100　　　　　　　　
− 0．0460

200　　　　　　　　
− 0．0234

400　　　　　　　　− 0．0101
80〔｝　　　　　　　− 0．0084

β12
一
βza　fδz

n5

 

100200400800

一
〇，0093

− 0． 0410
，0010

− 0，00140
． 008

0．3321　　　− 0．1833
0．1613 　　

− 0．0673

0．G530　　　
− 0．0396

0．G227　　− 0．Ol97
0．〔｝136　　　

− 0．Ol48

0．21370
．09580
．04220
．02040

．0109

一
〇．0930

− 0．0419
− 0，0171
− 0，0111
− 0，0061

一
〇．0511　　　　0．0245　　 − 4．4223　　33．7345

一
〇．0129　　　　0．0150

− 0．0115　　　　0．0073
− 0．0065　　　　0．0034
− 0．0061　　　　0．OOO4

一〇．0044
− O．OO35

　 0．OO  7
− 0．00040

．OOO6

0．08050
．03270

．01890

．00920

．0072

一8．3D77　　112．2575
− 2．2394　　　 8．5910
− 1，2191　　　4．4540
− 1，4180 　　　4．5643

0．0164

  ．85560

．0470
− 0．30190

．1152

6．747615

．90413

．26003
．30211

．4786

0．35420

．16770

．05790

．02490
．0160

0，21390

，0959

  ． 4220
．02050
．0110

一
β221 δ2 以 下 同 じ〉，

n ＝ 　 100 で o．13545／o，10898 ，
　 n ＝ 200 で o．05894／0．eso81，

　 n ＝ 400 で

0．03102／O．e2464，　 n ＝800で 0．01634／0．01424 で あ る．β、1
＝β2∈ 0．0，β12

＝β22
二〇．0の ケース で

は ， n ＝ 50 で 0．33214／O．21368，　 n ＝100で O．16132／0．09580，　n ＝ 200で 0．05299／O．04218，
　 n ＝

400 で O．02271／0．02041， n ＝800で 0，01358／0．01093 で ある．個々 の 係数の 標準偏差の減少に 比

べ
， これ らの 標準偏差 の減少率 は大 きい ．βの場合ほ どで はな い が ， 通常の nLlt2 よ り速 い オ ー

ダーで 収束す る可能性が ある こ とを示 唆 して い る と考え られ る．

　次に ，βと同様 ，βi厂 β，，1bl，　i＝　1，2 の 平均 二 乗誤差 の 平方根 （MSE ）
エ！2

と n の 関係に つ い て 考

察す る．図 2 は βu
＝焼 1

＝0．0，β、2
＝β，，

＝0．0の ケース に お け る n
− 1

と β、2
一座2／あ の （MSE ）

li2
の

グラ フ で あ る．n
− 1

と （MSE ）
lt2

は ， ほ ぼ比例 し て い る．さ ら に
， （3．3）式 の al，　de を最小 二 乗法

に よ っ て推定す る と， α 1，・a2 の 値 （カ ッ コ 内 は標準誤差）は ， βll
＝β，，

＝− 1．0，β、2
＝凸2

＝1．0 で は ，

1．1150（O．0781），

− 1．0632 （0．0573）， βll
；β2、

＝0，0，β、2
；β22

＝0．0で は ，

− 1．1699 （0 ．0842），

− 1．0804（0．0335）で あ る．す べ て の場合 に お い て a2 の 値は
一1．0 に 近 く， β、f「 ％ 娩 ，

　i− 1
，
2 は

n
−1

の オ ーダ ーで ある こ と が示唆 され る．（収束の オ ーダーに つ い て は ， 次章 に お い て 理論的 な

考察 を加 え る．）

　な お ， β、
＝β2／の に関 し て は ，

Fin　and 　Schmidt（1984）はタ イ プ 1の トービ ッ ト
・モ デ ル に 基
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（MSE ）
112025

O．2

0，15

e．1

0．D5

Oo

◆

○

0．OO5 O、01 O．015 O．02 OD25

1／n

図 2 　β12≡β酵 5 の （MSE ）
li2

と 1！n の グ ラ フ （β、、
＝＆ i＝O．0，β、2蕭β22 三1．0）

logL

一94

一96

一98

一100

一102

一to4

一106

一1e8

1 1 ト

1 2 3 4 5

．

　　　
一legloo− P）

図 3　対数尤度の 値 （β；0．999999）

つ くラ グラ ン ジ ュ 乗数検定 （Lagrange 　multiplier 　test）を ，
　 Greene （2000，　pp ．915）は プロ ビ

ッ ト・モ デル と切断回帰 モ デル に よ る （2．3）式の 推定 に基づ く尤度比検定 を提案 して い る． し

か しな が ら ，
こ れ らは タイ プ IIの トービ ッ ト・モ デ ル の 尤度関数 を考慮 して お らず， 通常の n

”1’Z

の オ ーダーの もの とな っ て い る．β、

一
β2娩 の 漸近分布 を求 める こ とは今後 の課題で あるが，誤

差項の次元が減少 し分布が退化して い る こ とを考慮す る こ とに よ っ て ， よ り優れ た検定を行 う

こ とが で きる可能性が あ る と考え られ る．

　次に 分布 の形状で あるが，歪度 ・尖度 （正規分布 を 0 とする） を求め る と，
n ＝800にお い て

も歪度が
一1．3120，

− 0．0905， − 1．4180， 0．1152， 尖度が 4．8354， 3．2396， 4．5643， 1．4786で あ

る．特に 尖 度はす べ て の ケ
ー

ス で 0 よ りか な り大 き くな っ て お り， 漸近分布が正 規分布 で な い

可能性を示 唆 し て い る と言 える．

4）　 尤度関数の 形状

　モ ン テ カ ル ロ 実験の 結果か らは ，タイ プ 1の ト
ービ ッ ト・モ デル か ら発生 さ せ た デー

タか ら求

めた βは ， ほ とん どの場合 ， 0．999999また は それ に近 い 値 とな っ て い る．こ こで は ， ρ に対 す

る尤度関数 の形状に つ い て 分析す る．図 3 は ， n ＝ 100， β、、
＝・β，、

：＝ ・
− 1

， β、2 ＝ β22　・＝ 　1 の ケ ース で ，

β＝0．999999とな っ た試行 に お け る ρ と対 数尤度 log　L の 関係 をグ ラ フ に した もの で ある．　 log
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IogL

一100

一100．5

廟101

一lel．5

一102

一102、5

一IO3

一le3、5

一104
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1 2 3 4 5

．一．．．． i． ．．一 一’一

由r−一了．  、m尸、 一．一．一一齟广ゴ内一．一．

」ゴ 、

一

　　 　
一leg　te（1

一
ρ ）

図 4 　対 数 尤 度 の 値 （ρ＝O．937444）

L は ， 与 え られ た ρ に対 し て ， 条件付尤度関数 を最大に す る値か ら求め た．また ， ρ
＝1．0の 近

傍で の 尤度関数の形状が 問題 と な る た め
， 横軸 の値は

，

− Iog、。 （1一ρ）− log、。｛11（1一ρ）｝と し た ．

した が っ て ， ρ
＝ O．9， 0．99， 0．999， 0．9999， 0．99999， 0．999999の場合の横軸の値は ， それ ぞ

れ ， 1．0，2．e， 3．0， 4．O， 5．O， 6，0 とな っ て い る．　 log　L の値 は， ρ が 1．0 に近づ くに従 い 増加

す るが ， そ の 値 は発散せ ずに ， 収束 して い く傾向に あ る こ とが分か る．

　
一

方，図 4 は，同 じ く n ； 100，β，，
＝β2、

＝− 1，β、2
＝β22

＝・1の ケ ース で ， β＝0．9374とな っ た試

行 に お け る log　L の値で ある．こ の場 合， βの値 は ，
1．0 とは か な り異 な る．　 Iog　L は，ρ

＝

O．9374 （横 軸 の 値 ＝ ・　一　log　i。 （1一ρ）＝1．2037）で 最大値
一100．531 を と っ た後 ， 減 少 し ， ρ

＝

0．9966 （横軸 の値 ＝ 2．4684）で 局所的な最小値 一103．11 をと り，そ の 後 は ， 増加 に 転 じ る が ，

増加率は ， 徐 々 に小 さ くな り ， 収束し て い く傾向に あ る こ とが分か る．ρ の 値が 1．0 に近 づ く と

log　L の 値は増加 す る傾向に ある た め
， 計算さ れ た 戸は尤度関数の 局所的 な最大値を与え る に

過 ぎな い 場合が考え られ る．こ の た め ，
モ ン テ カ ル ロ 実験 で は ， す べ ての場 合に お い て ， ρ

＝

0．9999999まで の 計算を行 っ て い る．

　なお ， 図 4 の例で は ， ρ
；O．999999（横軸の値 ＝ 6．0）に お い て は ，

Iog　L ＝ − 101，361で あ り，

0．9999999以下 の 区間の 最大値
一100．53 よ りか な り小 さ く， また ， log　L が す で に収束傾向に あ

る こ とか ら ，
こ の場合 は ， β＝ 0．9374が 最尤推定値で ある と考 えられ る．

4． β广 β2娩 の収束の オ ーダーの 考察

　β一 β21 δ≧ の 漸近分布を求 め る こ と は ， 検定な ど へ の 応用上 も重要で あ る．し か し な が ら
， 通

常の 最尤法 の 漸近理 論が 成 り立た な い た め ， 現 状で は漸近分布 ばか りで な く，そ の 正確 な収束

の オ ーダーを求 め る こ ともで き て い な い ．前章の モ ン テ カ ル ロ 実験の 結果か ら ， β、
一
β2娩 は n

−1

の オ ーダーで 収束す る こ と が 示唆 さ れ た．こ こ で は ， β→ LO と な る場合に つ い て ， β、
一

β2娩 が

n
−1

の オ ーダーで ある こ と証明す る．次 に ， β＜ 1．0 の 場合 に つ い て の 収束の オ ーダーに つ い て 考

察す る．

　β一 β，娩 の 収束 の 正確 な オ
ーダー

や漸近分布 を求 め るた め に は ， β＜ 1．0 と な る確率 P （fi＜
1．0）が 0 に収束す るか どうか を含め ， βの 収束 の オ ーダーや その漸近分布が問題 とな る．すで に

述 べ た よ うに
， 各種 の 理 論的な考察 を行 っ た が ， 現時点で は ， 結論 は得 られ て い な い ．本章の

考察 は ， 特別 な ケ
ー

ス にお い て の もの で あるが ，

一
般的な解法 へ の 足掛か りとな る もの で あ る

と考 え られ る．
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　4．1 ρ→ 1．0 となる場合

　前項 の モ ン テ カ ル ロ 実験 の結果 か らは ， 90〜95％の 試行で 尤度関数 が 図 3の 形状 とな り，

o，999999で最大値 を とる．また ，
こ れ らす べ ての試行で は ，

Y，，＞ oで あるすべ ての iに お い て

Y，，！6，＋ Xit（β一 β2　1di）＞o で あるた め ， β→ 1．o で ある と考え られ る．　P→ 1．o とな る場合に つ い て

β一 β2娩 の 収束の オ
ーダーが 1／n で ある こ と を示 す．侮｝は 独立 同一分布に従い そ の分布の 台

（support ）9 は有界で あ り， supl1副1＜ M とな る有限の値 M 〈 ○。 が存在 する とす る．また ， 説明
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 XE9

変数間に完全な多重共線性が ない な どの 標準的な条件 は満足 され る もの とす る．

　（2．6）式 の尤度関数 に お い て Xli ＝ x2i ＝ Xi と して
， ρ

→ 1．0 の 極 限を考 える と
，

　　log　L （β1，β2，
σ耋）＝Σ log｛1一の（x ，

’
β、）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 d尸 1

　　　　　　　　　 ・Σ log［1｛Xi
’

β、＋ （Y， 厂 Xi
’
B2）10，≧ o｝・σ2

−idi
｛Y2i− Xi

’B2）価｝］　 （4，1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 di＝・1

で ある。1（・）は ・が真の 場合 1 ， そ れ以外 0 の indicator関数で あ る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　γ
＝ β21 σ2

一
β1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．2）

とお くと， （4．1）式 は ，

　　　　　 log　L （焼， γ， σi2＞＝Σ lo9｛1− ¢ （認ゴ

’
β21の

一
銑
’
γ）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 di＝o

　　　　　　　　　　　　　・Σ log［1（Y2i！a2− Xi
’
γ≧ e｝・σ2

−1

φ｛Y，厂 Xi
’
B2）1σh｝］　 　（4．3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 di＝・1

となる．こ れは打 ち切 り点が分か らない場合 の打 ち切 り点推定問題 の拡張問題 となっ て お り，

最小値の分布 （極値分布）の 応用に よ っ て分布の 収束の オーダーを求め る こ とが で き る．γ の 最

尤推定量の 収束の 速度 が n
”1

よ り遅 い と した場合 ， 矛盾を生 じる こ とを 3 つ の部分 に分 けて 証

明す る．

1）　 対数尤度の 差

　β2 ， 7， あ を最尤推定量 とする．（β2 ， F，＆）と γ
一〇とした （β2，　O，6，）にお け る対数尤度の差を

考え る．d‘
＝1で は Y2if6，　一　Xi

’

　7
−
t ＞ 0で な けれ ばな らな い か ら ，

　 Io＝伝 4尸 4 とす る と

log　L （β2 ， 夕， 諺）− logL（β2，
0

，
δ雪）

　＝Σ ［10g｛1一の（Xi
’
β2162

−
Xi
’
γ）｝

− log［1一の（Xi
’
＆1あ）｝｝

　 　 i∈ 10

で ある．中間値 の 定理 か ら

　　　　　　　 log　L （B，， ア，
δ旁）− log　L （＆，

　o
，
δ彦）＝ Σ λ（x

’
β21bl ＋ ξ，）∬〆ア，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈ 10

　　　　　　　λ（z）− aL／°詈
（z）

一 辮

（4．4）

（4．5）

とな る。ξ， は 0 と 認 アの 間 の値で ある ．λ（z）＞0
，
λ
’
（z）で λ（z）は単調減少関数で ある か ら，

Σ λ（Xi
’
β21あ＋ξ，）x 、

’

ア≦ Σ λ（Xi
’

β21δ≧）Xi
’

ア
ご∈ Jo　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　 ご∈ Jo

（4．6）

で あ る．

　こ こ で ， ア； 0ρ（η
一1
）で n → 。。 の 場合， ηデは 0 に確率収束 し な い も の と す る．β2 ， あ は

一
致推

定量 で あ る か ら （こ れ は ， 通常の 議論に よ っ て ， 簡単 に示す こ と が で き る），
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　　　　　　　　　　Σ A（x ，

’

β2　／6，）認 ご

’

タ＝Σ λ（必 ご

’

＆1σの銑
’

ア＋ o ρ（η
・n ）　 　 　 　 （4．7）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈ lo　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈ io

とな る．（4．4）一（4，7）式か ら

　　　　　　　Iog　L （B，， 夕， δぎ）
− log　L （β2， 0， δ蜜）≦ Σ A（灘f

’
βと1δ2）謬 、

’
ア＋ op（η・初 　 　 （4．8）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈ Jo

が得 られ る．

2） 」。 の グル
ープ分け

　こ こ で は ， Ioを ガ デの 大 き さ に まっ て ， グル ープ に分 け ， 各 グル ープ に含 まれ る要素 の数の

オ ーダーを求め る．い ま ，
η1η→ Q 。 で 7収束の 速度が ガ よ り遅 い と仮定す る．説明変数間に

は完全な多重共線性が存在 しな い の で ，

　　　　　　　　　　　　　　P（Xi ∈ 』21＞〉 δ
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．9）

　　　　　　　　　　　　　　ρ、
一｛x ；lim［1）（η1げ ア1＞ ε）＞ 0］｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n→es

と な る ε
，
δ＞ 0 が存在す る．次 に

，

　　　　　　　　　　　　　 9 ，

＋ ＝｛x ：Iim［P （η・x
’
7 ＞ ε）＞ 0］｝　　　　　　　　　　 （4．10）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n叩oo

とす る と ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　 P （Xi∈ 2 ，

＋

）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．11）

で なければな らない ．なぜ な ら，P（Xi∈ 9 ，

＋

）＞0 で ある とす る と，

　　　　　　　　　　　　　　　 Il＝｛i：η
・Xi

’
7＞ ε｝∩ 」re

，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4，12）

とした場合， J， に含まれ る要素の数は m 、 の n オ
ーダー

とな るた め ， ｛｝1 ：iEI，｝の最小値は Op

（n
− 1
）と な り

　　　　P ［Y2，＞ 0，姆 ア＞ Y， とな る iが存在 し ， 1（Y2i− xi
’
ア＞ 0）＝0 とな る確率］→ 1（4．13）

とな り， 7 が 最尤推定量で ある こ とに反す る． したが っ て ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Ml ＝Op （n ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．14）

で な け れ ばな ら な い ．

次に ，

　　　　　　　　　　　　　 ム＝｛i：（x η）
− li2

〈 Xi
「

7 ≦；εη

一1
｝∩ノ1）　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．15）

とす る．ム の 場合 と同様 の 議論 に よ っ て ， 1， に 含 まれ る要素 の va　M2 は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 M2 ＝ Op （n ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4t16＞

で な ければ な らな い ．さ らに，
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　　　　　　　　　　　　　　　1，』＝ ｛i：0＜ Xi
’
7≦：（x η）

一112
｝

と定義す る．（証明の ため に は ， 13に 含まれ る要素のtw　M3 は Op（n）で よい ．）

こ こ で ，

　　　　　　　　　　　　　　9 −

一；｛x ：limP（η・ゴ ア〈 ε）＞ 0｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n呷co

とす る と，（4．9），（4．11）式か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　 P（Xi ∈ 9 ，

一
）〉 δ

で ある．P（Y，
＝OIXi∈ 9 、

『
）
＝0で あるか ら ，

　　　　　　　　　　　　　　　1imP （i∈ ム）〉 δo，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n→co

　　　　　　　　　　　　　　　I， ＝ ｛ガ： η
・
ユ；i

’

尹く
一

ε｝∩ム

とな る δ。 ＞ 0が 存在す る．したが っ て ，M4 を ムに含 まれ る要素の数 とす る と ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　 P（M4 ＞ 黏η）→ 1

で ある．
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（4．17）

（4，18）

（4．19）

（4．20）

（4．21）

　こ こ で は ， 各グル
ープ に お け る λ（Xi

’
β21a2 ）∬ f

’
アの 和 の符号 を求 め ， （4．4）式の 対数尤度の 差が

n → 。・ の 場合，確率 1 で 負となる ことを示 す．こ こ で ，

　　　　　　　Σ λ（ゐ
’

β21σ2）Xi
’

　7＝Σ A（Xi
’

β21〔r2）灘 、
厂
ア＋ Σ A（Xi

’
1921σ2）Xi

’
7

　 　 　 　 　 　 　 i∈ 10　　　　　　　　　　　　　　　i∈ ’】　　　　　　　　　　　　　　　i∈ 12

　　　　　　　　＋ Σ λ（Xt
’

β2　！σ2）Xit　7　＋ Σ A（Xi
’

β2！σ2）灘！ア
　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈ 13　　　　　　　　　　　　　　　銑i γ≦ 0

　　　　　　　　≦ Σ λ（Xi
’
　B2　1a2）必f汐 ＋ Σ λ（銑

’
β激竕銑

’
尹＋ Σ A（Xi

’

β2102 ）挽
’

デ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈ Jl　　　　　　　　　　　　　　 iEl2　　　　　　　　　　　　　　 i∈ i3

　　　　　　　　＋ Σ A（Xi
’
β2　1th）即 f

’
ア　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4．22）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
’
∈ ∫4

で ある．妨 ， ％ ，」； 1
，
2

，
．．

，
k を x

， 名 の 第 j成分 とする と ， （4．14）式か ら

　　　　　　　　　　　　　 Σ A（x 〆B，10，）ヱ 〆ア≦ Σ レ Σ 1恥 刻
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ∈’1　　　　　　　　　　　　　　 i∈ 1L　　j＝正

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

　　　　　　　　　　　　　　 ≦ m 、必〃 Σ 1アゴト 0ρ（η η
一1
），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」
＝l

　　　　　　　　　　　　　v 一

嬲 ｛γ（x ・

’B・1a2）｝・

　　　　　　　　　　　　　”
＝
黜 驟

｛1・・1｝・　 　 　 　 　 　 （4・23）

で ある．同様に， （4．16）式か ら

　　　　　　　　　　　　Σ A（Xi
’

β21th ）Xi
’
　7＝Σ vεrp

−1＝e ρ（norri ）　 　 　 　 　 （424 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

’
∈ 12　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 i∈ IE

で ある．さ ら に ， （4．17）式か ら ，
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　　　　　　　　 Σ A（x ，

’
β2102 ）謬 ‘

ノ
タ≦ Σ u（n η）

−lt2＝0ρ｛（n1 η）
112
｝＝o ρ（n η

一1

）　　　 （4．25）
　 　 　 　 　 　 　 　 i∈ 13　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ↓∈ 13

で ある．一方，

　　　　　　　　　　　 Σ A（Xi
’
β21a2 ）必 ご7 ≦ 一

Σ レεη

一1＝
レεm4rp

『1
　 　 　 　 （4．26）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈ 14　　　　　　　　　　　　　　　　 i∈ 14
−

　　　　　
一

　　　　　　　　　　　 レ ＝ inf　R（xf β），
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

−
　 　x ∈ A

で あ る．

　 （4．22）一（4．26）式か ら

　　　　　　　　　　　署。

λ（銑
’

β21 σ2）x ・

’F≦
一

卿 ・η

一1
＋ ・・吻

一1
）　 　 　 （4・27）

で あ る．（4．8）， （4．27）式か ら，

　　　　　　　　　10gL （β2，7，諺）
− logL （β2

，
0

，
（冠）≦ 喫 甥 2η

一1
＋ o ρ（n η

一1
）　　　　　　　　（4．28）

を得 る．（4．21）式か ら、P ［一姥 〃321η〈 一
鑁 驫π η

皿1
］→ 1で あ り， また ， レ ＞ oで ある か ら，

　　　　　　　　　　　jP［10gL （β，，7， 諺）− logL （β2，0，諺）〈 0］→ 1　　　　　　　　　　（4．29）

とな り， 7 が最尤推定量 で あ る とい う仮定 に 反す る．すなわち ， η1η→ 。。 で 7 の収束 の速度が

n
“i

よ り遅 い こ とはな く，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 7＝O ρ（1／n ＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．30）

で なけれ ばな らな い ．

　モ デル が定数項 を含み Xi の第 1成分 は 1で ある とする．　 g；min ｛｝  Y，＞ 0｝どす る と，　 g は

n
−1

の オ ーダーで ns の 極限分布は退化 しな い ．こ こ で ， ター0ρ（n
−

’

）とする と，

　　　　　　　　　　　　　　　　 P（max 　Xi
’

　7＜ g）→ 1　　　　　　　　　　　　　 （4．31）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 lsi ≦ n

とな り，

　　　　　　　　　　　　 P（lo9・L （β2 ，
　F， ＆）〈 109（β2，7，6，）］→ 1　　　　　　　　　　　　　（4．32）

　　　　　　　　　　　　 ア
’＝（g，　O，　O，＿，0）

で あ り矛盾を生 じ る．したが っ て ，ア＝ o ρ＠
− 1
＞で ある こ と はな く，

n7 は 0 に 確率収束しな い こ

とに な る．

　なお ， これ らの 議論は最小値の 分布理 論 に基づ い て い る が ， 最小 値の 漸近 分布は 正 規分布 で

な く指数分布 ・極値分布で あ る．こ の た め ， P の 漸近分布 は正規分布 で な い こ とが予想 さ れ る．

　4，2　β〈 1．0の 場合

　モ ン テ カル ロ 実験 に お い て ， P の 値は
一

部 の 試行 （5〜10 ％）に お い て ，尤度関数が 図 4 の よ

うな形 状 とな り， 0，999999 と異 な っ た値 とな る． γ
＝β2　！o，

　一　B， とお く と， （2．6）式の 尤度関数

は
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10g五（β2 ， γ，
（慮ρ）一Σ 10g｛1一の （Xi

’
β2　！a2　一　Xi

’
　7）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 di＝O

・Σ 10g［の｛ρY2i！σ2
− Xi

’
γ＋（1一ρ）Xi

’
β21σ2｝σ『φ｛Y，厂 Xi

’
　B2）！o ，｝］

di＝0
（4．33）

で ある．

鰯
L − （1一が

2

測 軅 1・一・・r＋ （1− ・）臨 ・鯛

賜 （β，
， γ，

o，

2
， ρ）＝｛Y2i！02− x ピ

’
γ
一
（1一ρ）（Yzi− x 、

’

β2）1σ2｝1〜
／〒マ （4．34）

で ある か ら，ρ〈 1．oで ∂log　L1∂ρ
＝o とな る こ とは可能で あ り， 実際 に その よ うな試行 を生 じ

る．ここで は ， その よ うな場合の ， 7＝β2侮一
β、 の 分布に つ い て分析す る．

　〆 1．0 と な っ た の は 5〜10％の 観測値で あ っ たの で ，（結果 の 安定性 を考慮 して ）各ケース に

っ い て ， βの値 が 下位 3％ と な っ た 30個 の 観測値 を使 い β、厂 魚 侮，i＝1，2の 平均二 乗誤 差

MSE の 平方根 （MSE ）
1’2

を求め ，

lo9｛（MSE ）
ll2
｝＝α 1十 de　lo9（n ）十 ε i （4．35）

と して ， α、，
a2 を最小 二 乗法 に よ っ て 推定する と ，

　 a2 の 値 （カ ッ コ 内は標準誤差）は ， βn
＝ β21

＝

− 1．O
， β、，

＝　B，，
＝1．0で は ，

− 0．5317（0．0623），− O．4701 （0．0517）， β、、
＝ β21＝ 0．0，β12 冪 β22 ； 0．0で

は ，

− 0．6050 （O．0765），− 0．5356 （0．0285）と ， すべ て の ケ
ー

ス にお い て
一

〇．5 に近 く，
こ の場

合 ， supper 　ethciency に関連す る問題 は生 じて い な い と考 えられる．

5．　 まとめ

　本論文で は ， タイプ 1 とタ イプ IIの ト
ービ ッ ト ・モ デル の 比較を行 っ た．前者 は後者の 特別

なケ ー
ス で あ る が，誤差項 の 次元が 減少 して分布が退化して し まうた め ， 標本がタ イ プ 1の ト

ー

ピ ッ ト・モ デル か ら得られ た場合， タイプ IIの ト
ービ ッ ト・モ デル の 最尤推定量 に対 して は ，

通常の推定の漸近理論が成 り立た な い ．本論文 は ， 誤差項の 分布が退化 し ， 次元 が減少す る と

き に起 こ る問題 を分析 した最初 の 論文 で ある．こ こ で は ， タイプ 1の トービ ッ ト・モ デ ル か ら発

生 させ たデータを用い ， 最尤法に よ っ て タイ プ IIの トービ ッ ト・モ デル の推定を行 うモ ン テ カ

ル ロ 実験 を行 っ た．誤差項の相関係数 ρ の 推定量 βは
， 多 くの 試行 （90− 95 ％）に お い て

0．9999999（計算の 精度の 信頼性の 問題 か ら誤差項の 相関係数 ρ の最大値は 0，999999と した ）

とな っ た ．平均二 乗誤差の分析か らは ， 1− fi；Op（n
’2
）で あるこ とが示 された．また ， 係数間の

制約条件 に お い て も平均 二 乗誤差 の分析お よび理論的な考察か ら ， デーβ一 β2娩 ＝ Op（n
− 1
）で あ

る と考 えられ る．なお ，モ ン テカ ル ロ 実験 の 結果 お よび 7 の分布は最小 値の 分布と密接に結び

っ い て い る こ とか ら ， 漸近分布は正規分布 とは異な る こ とが予想 され る．

　β＜ 1．0 と な る確率 P （P＜ 1．0）が 0 に収束す る か どうか を含めた ρの 漸近分布， さ らに ， 7 の

漸近分布を求 め る こ とは今後の課題で ある．これ らは，タイプ 1，タイプ IIの トービ ッ ト・モ デ

ル の検定 な ど の 応用問題 に お い て重 要で あ る．なお ， 本論文で考察 した ， 誤差項の 次元 が 減少

し て 分布が退化 し て しま う問題は ， 多項プ ロ ビ ッ ト ・モ デル と順序プ ロ ビ ッ ト ・モ デル と の 関

係 （小林 （2000）， 縄田 （2000）） に お い て も起 こ る が ， こ の 分析 も今後 の 課題 で あ る．

注）

1） βの 値 は
，

ほ とん ど の 場 合．計算上 の 最大値 で あ る O．999999，ま た は そ れ に 近 い 値 と な る が ，

一
部の 試行 に

お い て は ，1．0 は か な り異 な っ た 値 と な る．し た が っ て ，ρ
＝1．0 の 検定 を βを使 っ て 行 っ た 場合 ， 検定の サ イズ
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（size ）は 0 と は な ら な い ．こ れ に 対 して，他の 次 元 が 減 少 して 分布 が 退化 す る 問題，例 え ば，主 成分 分 析 に お け

る 固有値 0 の 場合 な ど で は．サ イ ズ 0 の 検定 を考 え る こ とが可能 で あ る．主成分分析 で 真の 固 有値 が 0で あ れ ば ，

標本 空 間の 次元 が 減少 し て し ま うた め
， データ か ら計算さ れ た 固有値 もすべ て 0 とな る，こ の た め ， 固有値が 0

で あ る と い う帰無仮説 は，固 有値 が い か に 小 さ くと も 0 で な け れ ば 棄却 され ， サ イ ズ 0の 検定 を得 る こ とが で き

る．（な お，固 有 値 が い か に 小 さ くと も 0 で な け れ ば棄却 さ れ る の で は
， 観測 誤差の 存在な ど を考 え る と，実用 上

の 検定 と して 意味 を もた な い と考 え られ る．共和分検定 （cointegration ）， 特 に Jehansen（1988，1991）の 方法

は ， 1（0 ）と 1（1）の 2 つ の プ ロ セ ス を導入 す る こ とに よ り， （観測値数が大 き くな る と，帰無仮説 の も とで 固

有値 の 比 は 0 に 近づ くが有限標本 で は 0で な くな る た め ）実 用 上 意味 の あ る 検定 を 可 能 に し た もの と解 釈 で き

る．）

　タ イ プ 1の トービ ッ F・モ デル とタ イプ IIの モ デル の 比較 に お い て も，負 とな る観測値が 存在す る か ど うか，
す なわ ち ， 帰無仮説を タ イ プ 1の トービ ッ ト・

モ デ ル と する と，「琢 く 0 とな る観測 値 が存 在 す る 場 合，帰無仮説

を棄却す る」い う検 定 を考 え る と， 誤差項の 次元が 減少 して 分布 が 退 化 して い るた め ， 第
一

種 の 誤差 は 生 じず，
検定 の サ イ ズ は常 に 0 で あり， 有意水準を 0 とす る こ とが で き る．
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