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Naoto　Kunitomo †
and 　Makoto 　Takaoka ：

　米国商務省 セ ン サ ス 局 で 開発 さ れ て い る 季節調整 プ ロ グ ラ ム X−12−ARIMA （2002） で は

RegARIMA モ デ ル と呼ば れ る 統計的時系列 モ デ ル を利用 して デ
ー

タの 事前調整 を 行 っ て い る，

本稿 で は ま ず経済時系列 が 非定 常 な 和分過 程 （nonstationary 　integrated　process ） の 実 現 値 で あ

る と 見 な し て RegARIMA モ デ ル を 利 用 す る と 必 然的 に 生 じ る 問題 や 見 せ か け の 季節単位根

（spurious 　seasonal 　unit　roots ） と 呼 ぶ べ き問 題 を議 論 す る，次 に 多 くの 経 済 時 系 列 に お い て 観

察 さ れ る 季節性 を 処理 す る 枠 組 み と して ，季 節 転 換 自 己 回 帰 移 動 平 均 モ デ ル （SSARMA モ デ

ル ） お よ び Reg 季節転換自己回 帰移動平均 モ デ ル （RegSSARMA モ デ ル ） を 提 案 し，経済時

系列の 季節性 の 理 解 や季節調 整 へ の 利用 を例示 す る．

　In　the　recent 　X −12−ARIMA 　program 　developeCl　by　the　United　States　Census　Bureau　for　seasonal

aCljustments ，　the　RegARIMA 　rnodeling 　has　been　extensively 　utilized ．　 We 　shall　discuss　some 　prob −

lems　in　the　RegARIMA 　modeling 　when 　the　time　series 　are 　realizations 　of　non −stationary　integrated

st   hastic　processes　and 　the　possibilities　of
“
spurious 　seasonal 　unit 　roots

”in　econ   mic 　time　series ．
We 　propose　to　use 　the　seasonal 　sWitching 　autoregressive 　moving 　average （SSARMA ）model 　and 　the

regression 　SSARMA 〔RegSSARMA ）model 　to　cope 　with 　seasona1 　fiuctuations　commonly 　observed

in　rnany 　economic 　time　series ．　 We 　give　some 　illustrations　of　data　analysis ，

砌 WordS　and 　Phrases： X−12・ARIMA ，季節調 整，　 RegARIMA モ デ ル ，見せ か け の 季 節 単位 根

　　　　　　　　　　（spurious 　seasonal 　unit 　roots ），　SSARIMA モ デ ル ，　 RegSSARMA モ デ ル ．

1． は じ め に

　経済時系列 に お け る季節的変動 は統計的時系列分析 の 重要 な対象で あ る．特 に 目本や米国 を

含め世界中の 多 くの 官庁で は月次や 四半期 ごと に 多 くの 経済統計を公式 の 統計と して 公表して

い る． したが っ て 季節性の 処理問題は単に経済デ
ー

タの 解析 と い う こ と に と どま らず，官庁 よ

り定期的に 公表 して い る経済 ・社会デ ータ が重要 な情報 と して 様 々 な形で活用され て い る こ と

か ら社会 的に重要 とな っ て い る．中央政府 で は 官庁統計 デ ー
タを基礎資料 と して 活用 し， 様 々

な政策の 決定や評価を行 っ て い る．さ らに家計や企業な ど民 間経済 主体 もまた定 期的 に 公表 さ

れ る経済統計を活用 し， 消費や投資な ど活動の 意志決定に お け る基礎資料 と して 利用 して い る．

こ こ で 経済時系列 の 原系列 の 多 くに は程度の 差 こ そ あれ，季節的要因が 含まれ て い る 為に 原系
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列を観察する こ と に よ り直接 に関心の ある側面に つ い て の情報を得 る こ とは容易で な い ． しか

しなが ら， 例え ば経済全 体の 動きと して 景気動向を分析す る こ と は経済政策 の 当局者や民間 エ

コ ノ ミ ス トに と り重要 な 問題で あ る が ， 分析対象 とな る経済時系列が 季節変動 に よ りそ の 分析

が 左右 され る こ と は 望ま し くな い と考え られ よ う．こ う した側面 は単 なる例示 に す ぎな い が ，

経済時系列にお け る季節性の 統計的処理 の 問題 は政府 の 政策決定や民間 の 経済活動 に 関わ る実

用上 の 課題 と して も ， 極め て 重要な の で あ る．

　日本を は じめ多 くの 先進諸国で は経済統計の 季節調整済系列を発表す る に あた っ て，経済デ ー

タ の 季節性 を処理す る為の 何 らか の 統計的方法を利用 して 季節調整を行 っ て い る．こ の 点 に 関

連す る官庁統計に おけ る近年で の 最 も重要 な動 きは，米国商務省 セ ン サ ス 局 に属す る時系列研

究 グ ル ープ に よ り季節調整 ソ フ ト ウ ェ ア X −12−ARIMA の 最新版が公開 された こ と で あ ろ う．

こ の 新 し い ソ フ ト ウ ェ ア X −12−ARIMA で は RegARIMA モ デ ル と呼 ばれ る統計的時系列 モ デ ル

が広範に 利用 され て い る
1
こ と が こ れ まで 利 用 され て きた季節調整 プ ロ グ ラ ム X−11の 相違点

とさ れ て い る． こ の X −12−ARIMA プ ロ グ ラ ム は 日本の 官庁当局 を 含め て 広汎 に利用 されて い

る の で ，実務的 レ ベ ル へ の 影響は非常 に大 きい ．

　本稿 で は まず X −12−ARIMA に お い て 基 本的分析 用 具 とな っ て い る統 計 的 モ デ ル で あ る

RegARIMA モ デ ル に 基づ く時系列の 処理 に っ い て ，
い くっ か の 重要な 統計的問題が あ る こ と

を指摘す る．実際の 経済デ
ー

タ に RegARIMA モ デ ル を当て はめ る と ， 多 くの 場合は分析対象

の 時系列 デ ー
タが季節和分 （seasonal　integration）を有す る時系列の 実現値で あ る と見な され

る． こ の こ とを素直に解釈す る と，経済時系列の 多 くは ラ ン ダ ム ・ウオ
ー

ク過程に した が う季

節性 を含ん で い る こ と に な る．仮に経済時系列が 季節和分を含ん で い る と見 る と ， 季節成分の

分散 は時間 に ほ ぼ比例す るよ う増大 して い くはず で あ る． しか し な が ら，多 くの 経済時系列で

は季節変動 の パ タ
ー

ン は時間 の 経過 とと もに 変動 して は い る もの の
， ラ ン ダ ム ・ウ ォ

ーク や和

分過程の よ うに そ の 季節 的ば らつ きが一方的に 大 き くな っ て い くと は見な し難 く，
か な りの 規

則性が 観察され る こ とが多 い ．そ こ で ，現実 に観察 さ れる経済季節性 を，季節和分 を含む非定

常な確率過程の 実現値と して 処理 す る の が適切で あ る の か否か とい う統計的問題 が生 じる こ と

に な る．他方，季節的 ラ ン ダ ム ・ ウ ォ
ーク ・モ デ ル や季節和分過程 モ デ ル を利用する と し ば し

ば満足す べ き結果を もた らす よ う に 判断 され る こ とも事実で あ る．こ こ で は統計的に検 出され

る非定常な季節性 モ デ ル の 当て はま りはあ る意味で 「見せ か け の 効果」 （spurious 　e．ects ）で あ

る可能性が あ り ， 別 の 方向か ら季節性を表現す る こ とが 可能か も しれな い と言 う論点を指摘す

る． もし，見せか け の 季節性の 効果が正 しい 解釈 であ るとす ると，季節性の あ る経済時系列の

予測 問題 ， ある い は特 に 時系列 モ デ ル を用 い る季節調整法の 評価に と り重要な問題を提起 して

い る こ と に な る．

　次に本稿で は季節転換 ARMA （SSARMA ） お よ び RegSSARMA と呼ぶ 時系列 モ デ ル の ク ラ

ス を導入 し， 経済時系列の 季節性の 処理 に利用す る こ とを考察する ．こ う した時系列 モ デ ル は

1変量 季節 ARIMA モ デ ル お よ び季節 RegARMA モ デ ル の 比較的単純 な拡張 と見 な せ る ， 非定

常な ト レ ン ド要素 と組 み合わ さ っ た定常な季節性の 表現を可能にす る． こ こ で は SSAR モ デ ル

は非常 に柔軟で あ り，多 くの 季節性を表現 す る 統 計的モ デ ル をそ の 特殊 ケ
ー

ス と して 含ん で い

る とい うこ とを説明す る．また， こ こ しば らく経済時系列 分析 で は標準的 とな っ て い る季節

ARIMA モ デ ル を実際 の デ
ータ に 適用す る時 に よ く季節単位根を 導入す べ き と い う結論 に 至 る

L
季節調整 プ ロ グ ラ ム X−11 と X−12−A   や RegARIMA モ デ ル の 利用 に つ い て の 詳細 は例 え ば Shiskin　et．

al．（1967），　Findley　eL 　al，（1998） や 国友 （2004） を 参 照 さ れ た い ．ま た，こ の 間 の 季節 調 整法 を 巡 る 議論 に

つ い て は 例 え ば 統 計 数 理 （「季 節 調 整特集 号 」 1997年 ） に 掲載 さ れ た 論考 や 国 友 （2001） を 参照 さ れ た い ．
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の は何故か と い う問題 に っ い て の 理 論的な結果を示 し，さ らに 実証例を用 い て 説明する．本稿

で 導入する 季節転換時系列 モ デ ル と RegSSAR モ デ ル を利用 して 実際 の 経済時系列 の 季節性を

扱 う統計的方法に は
， 季節調整を含 め て 様々 な 応用が あ る と思 わ れ る ．

　なお ， 季節 転換 時 系 列 SSAR モ デ ル に 関連す る 類似 の 時系列 モ デ ル と し て は，　 PAR モ デ ル

（周期的 AR モ デ ル ） と呼ば れ る時系列 モ デ ル の ク ラ ス が既に提案 され て い る． こ う した季節

性 の 時系列 モ デ ル の 詳細 は Franses（1996）や Ghysel＝ Osborn （2001）な ど に説明され て い る．

本稿で 導入する季節転換 SSAR モ デ ル は これ らの 時系列 モ デ ル とは幾 っ か の点で 異な っ て お り，

両者の 関係に つ い て は 3．4 節で 議論す る．

　あ らか じめ 本稿 の 構成 を説明 して お くと， 2 章で は季節調整 プ ロ グ ラ ム X −12−ARIMA で 利

用 して い る RegARIMA モ デ ル に お け る回帰 パ ー
トの 推定に っ い て 考察 し， 統計的問題点を指

摘する．次 に 3章 で は季節転換時系列 モ デ ル SSARMA モ デ ル およ び RegSSARMA モ デ ル を導

入 し ， そ れ ら の 統 計 的 な 性 質 に っ い て 説 明 す る． 4 章 で は 日 本 の 民 間消 費支 出 と ，

Box ＝Jenkins（1976） で 用 い ら れ た 著名な 航空機利用者数 の 時系列 デ ータ を用 い た 分析 を報 告

す る．最後に 5章 にお い て本稿で 得 られた結論を示す．理論的結果 に 関する数理的証明の 詳細

は数学補論 に ま とめ て 与え て お い た．

2． RegARIMA モ デ ル と非定常性

　米国 セ ン サ ス 局 に よ っ て 開発 され て い る季節調整 プ ロ グ ラ ム X−12−ARIMA で は RegARIMA

モ デ ル （Findley　et．　al．（1998））） と呼ば れ る時系列 モ デ ル の ク ラ ス が重要な役割を演 じて い る．

本節で は こ の 目己回帰和分移動平均に したが う誤差 を持 っ 回帰 （regression 　autoregressive 　in−

tegrated　moving 　average ，略 して RegARIMA ） モ デ ル に っ い て こ れ ま で 指摘 され て い な い よ う

に思 わ れ る重要な統計的問題 を考察 しよ う． こ こ で 確率変数列 ｛yt，　t＝O，1，…｝は 確率定差方

程式

φ…（B ・… B ・
・（1− ・玖 1− Bs・

ρ

［婚 β司一・
・
（・）・・（Bs・叫 （2．1）

を満たす 1変量 の 時系列 とす る． こ こ で B は By
，
＝y，

　
，
と な る バ

ッ ク ・シ フ ト ・オ ペ レ
ータ，

｛z ノ諄
＝L … ，r ｝は r 個の 非確率的な説明変数で あ る． さ ら に． 季節 自己回帰和分移動 平均

（SARIMA ） モ デ ル に 関する ラ グ多項式を季節周期 s （正整数） に対 し

　φP（B ）篇1一φ1B
− …− iPpBP，

ΦP （B つ一1一Φ β
s − …一

Φ pBsP ，

　0
，
（B ）＝1一θiB

− …一
θ

，
Bq ，

Φo （BS）二1一θes− …一
θQBsQ

（2．2）

と定義 し よ う． こ こ で ｛φ
ノ
｝， ｛Φ

ノ
｝，｛の ， ｛θj｝は ARIMA 部分 の 未知母 数 （パ ラ メ タ

ー），

σ （＞ 0）は誤差の 標準偏差を表す 母数 で あ り，｛β，｝は回帰部分 の 未知母数で ある．

さ ら に確率的差分方程式 （2，1） よ り定まる特性方程式に っ い て 次の 2 っ の 条件を仮定する．

（i）　特性方程式

φρ（z ）
＝0， Φ P （z ）＝0， θ

，
（z）＝O， OQ （z ）＝0 （2，3）

の 全て の 根 の 絶対値が 1よ り も大 き い ．
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（ii） 系列 ｛Vt｝は 互 い に独 立で 同一
の 分布 に した が う確 率変数列 で あ り E （Vt）＝o か つ

E （球）＝1 を満 たす．

　 こ こ で 説 明 した RegARIMA モ デ ル に よ っ て 定義 され る確率過程 は非定常 に な り得 る も の で

あ り，時系列 モ デ ル （2．1） に お ける未知母数 の 推定の 中で も特に 回帰 パ ー トの 係数の 推定 に

つ い て は必ず しも明確化 され て い な い 問題が 存在する ． こ の こ とを理解する た め に ，まず最初

に 極め て 単純なケ
ー

ス を例に 挙げ て お く．

例 2．1 ：季節 調整 X−12−ARIMA プ ロ グラ ム に は時系列 の レ ベ ル ・シ フ トや構造変化 を扱 う為の

様々 な オプ シ ョ ン が 含ま れ て い る， こ こ で 離散時間の 時系列 ｛yt，　t＝0，1，＿｝が

（1− BS）［y ，

− 19。一β，z ，］＝＝σ Vl （2．4）

を満足す る確率過 程 とす る．た だ し ｛Zt｝は Zt＝− 1（0≦♂＜ 匚λT ］），
　 Zt＝O（［λT ］≦ tgT ），

に

よ り定義 され る単純な レ ベ ル ・シ フ トを表す説明変数 ， ［λT］（た だ し 0＜λ＜ 1で あ り ， ［・］は

値 を超 え な い 最大整 数を表す） を レ ベ ル ・シ フ ト が 起 きた時点 と して お く． Findley　et．　al．

（1998）に よ る RegARIMA モ デ ル の説明に従え ぱ ，
こ の よ う な 時系列 は

　　　　　　　　　　　　　　（1− BS）Yt＝β1（1− BS ）at＋ σ Vt　　　　　　　　　　　　　　 （2．5）

と表現 され る ．さ らに ，Findley　et．　aL （1998） で は こ の よ うな単純 な RegARIMA モ デ ル に 含

まれ る未知母数 βL の 推定 に 関 して ，定常な誤差項を仮 定 した標準的な回帰 の 手法 を用 い る こ

とを提案 して い る． こ こ で 初期値 の 影響を無視す れ ば ， こ の よ うな ケ ース で は

一 ⊥覊 卿 （2．6）

に よ り定 め られる説 明変数 を用い る こ とになる．

　 こ こ で 基本的か っ 重要 な 統計的事実 と し て は ，t 統計量 や F 統計量な ど の 利 用と い う通常の

回帰分析 の 手法は，誤差項が厳密 に正規分布 に したが っ て い る場合 に の み適用 可能で あ る と い

う点で あ る，も し こ の 条件が満た され な い な らば ， 統計的検定を含め た標準的な回帰分析の 方

法を用 い る 説得的理 由を 見い だす こ と は 困難で あ る．ま た 他方で は ，誤差項 に 関する標準的仮

定 が満た され な い場合で の 大標本 に お ける正当化 も困難で ある．なぜ な ら こ の 場合 に は説明変

数 に 関 して 必要な標準的仮定
2
が 満た され て い な い の で ， 例えば例 2．1で は lim　T− co 　£ 1−L　i［z ；］2

く ＋ ・。 よ り情報量は デ ータ数 （T あ る い は n ）が増加 して も発散せ ず， こ う した状況 で は
一

般 に
一一
致推定量 の 存在 は保証され な い ．

　次 に，よ り
一

般的 に誤差項が 季節 ARIMA モ デ ル で 表 さ れ る場合の 未知母数 の 統計的推定問

題 を考え る こ とに しよ う．離散時間に観測され る 1次元時系列 ｛yt｝が方程式

yt＝ β
’

z
‘
＋ Ut （2．7）

に した が っ て い る もの と し よ う．次の 二 っ の 条件を仮定す る．

：t

回帰分析 に お け る 漸近理 論 の 為 の 標準的仮定 に つ い て は，例え ば Anderson （1971） 2章 や Anderson＝

Kunitomo（1992）を 参 照 さ れ た い ，以 下 の 条 件 （2．9） や （2．10） は収 束条件 を よ り
一

般化す る こ とは 可能

で あ るが，結 果 や証 明 は や や複雑 に な る．
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（iii）誤差項は

u
，
一 ［φ，（B ）Φ，（BS）（1

− B）
d
（1− BS ）

D
］
− 1

匚θ
、
（B）e

、
（BS）コaVt （2．8）

と表現 され る非定常性を含み うる確率過程 とす る．

（iv）回帰変数項β
’
Zt一 耳一1βi　Zi，， ｛Zt＝（Zit）｝は非確率的変数

ヨ

か ら構成され る説明変数 ベ ク

ト ル と す る ． よ り具 体 的 な 説 明 変 数 と し て は 季節 ダ ミ ー変 数 1（t＝（ゴ
L ・1）s ＋ i；　i＝1，

＿，s，ブ≧ 1）（た だ し 1（・）は指示関数 ） と変数 Σ1−。
c
ゴ（t T々 ）

il
（0≦ A；．

i）
く λ｝

2）
≦ 1）Cl，λ1，k’（k − L2 ；

0≦ゴ≦ 1〈 。・ ）は定数） で 表 さ れ る変数群を考 え る．

こ の とき説 明変数 ベ ク ト ル Zt は n → ＋ 。 。 の とき に 条件

÷名・・。 D ・ ＋ 鴻 一D ・ 1・
− Mi − ∫

1z

綱 融 （2．9）

及び

⊥ m 。xIl 、、、
−1），

一、11
・

一 ・
n　 l≦ノひ・麗，Lく∫‘∫

（2．10）

を満足 して い る． こ こ で sn ；T ，　 Zi（t）は t（O≦ tE｛　1，　i＝1，＿，s ）に 依存す る rX1 ベ ク トル 関

数で あ っ て ， M 一Σ溢 M は正定値行列で あ る こ とを仮定す る．

　こ こ で 誤差項が ARIMA モ デ ル に した が う線形回帰モ デ ル （2．7） に お け る k 番 目の 係数 焦

（k＝1，…，r ）に対す る t統計量 は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 βκ

一
β，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．11）　　　　　　　　　　　　　　 t（βκ）
一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　》∂晝se 差（Σ廴IZtzk ）
− ie

κ

に よ り定義で きる． こ こ で ，βκ は 焦 の 最小二 乗推定量で あ り，∂Zsは残差 か ら推定さ れ る ゲ

の 推定量で あ る．ま た ek ＝（0，＿，O，　1，　O，＿，0）は第 k 要素が 1で あ る単位 ベ ク トル で と した．

こ の とき誤差項 は非定常和分過程で あ る こ とか ら t統計量 の 漸近分布 は非正則 な分布とな るが ，

よ り正確 に 述 べ る と次 の こ とが成り立 っ ．証明 の 概 略は数学補論 に与え て お い た，

定理 2．1 ：式 （2．1） で 与え られ た RegARIMA モ デ ル に 関 して d ≧ 1，1〕≧ 1 とし，条件 （i）一（iii）

を仮定 する ．T → ＋ ・。 とす る とき ， 1／（，rii
一
）t（β，）の 極限 とな る確率変数を次の よ うに表す こ

とが で き る．

碇＝
・1・

”一】

∫
且

［・

噂
（・）B

“
（・）］d・

〉緬 π ∫
1

匚飾 ）］・・
一
∫

1

［z
’
（r）B

’
（r）］

’

・・M
“．lf

，
　
1

［z
雫
（・）B

’
（漁

（2．12）

こ こ で ，M
零＝（1／∫）M ，　 z

’
（r ）＝（1／s ）Σ1− 1　Zi（r ）お よ びは B

’
（r）（O≦ r ≦ 1）次 の よ うに ブ ラ ウ

ン 運動に関す る伊藤積分に よ り表現 され る．

砺 ・ d ）一∫
帆 凸f、

　
’D ’

犠∫
り …dB ・（・

・）瑠 媚 一idrPn ］＋ 1
’・ （2．13）

雪

季節調整 プ ロ グ ラ ム X −12−ARIMA で は 様 々 な説 明 変数 が 利用可 能で あ るが 非確 率的 （deterministic） な ダ ミ
ー

変数 を定義 し利用す る こ とが で き る．さ らに 本節 で の 説明変数 は こ こ で 扱 う タ イ プ だ け で な く様 々 な 変数

を考 え る こ とが で き る．
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ただ し B ，（t）（i＝ L ＿，s ）は ［0，1］で 定義 され る標準 ブ ラ ウ ン 運動 で あ る．

　 こ こ で 定理 2．1 で 導 い た 統計量 を表現する ブ ラ ウ ン運動や多重伊藤積分に っ い て の 定義や性

質は，確率解析 の 標準 的な文献で あ る Ikeda＝Watanabe （1989） を参照 され た い ．上述 の 定理

で は d≧ 1 の ケ
ー

ス を扱 っ た．同様 に d＝0 の ケ
ー

ス に関 して も t統計量 の 極 限 とな る確率変

数を得 る こ とが で きるが ，表現が少 し異 な る の で 次 に 述 べ て お く．

定理 22 ：式 （2．1） で与え られた RegARIMA モ デ ル に関 して d −・ O と し，条件 （i）一（iii）を仮

定す る．T → ＋ 。。 の 時に 1〃Vli
’
t（βκ）の 極限 とな る確率変数を次 の よ うに 表す こ とが で きる．

ti＝
・IM

− if

。

且

［自・1（・）B
’
（・）］d・

・ll　M
°’

ek ・∫却汽・）dr乱 自・；（・）B
’
（・）］

’

・・ M
−
’f。

’

匚撫（・）B ，（・）］・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．14）

こ こ で ，Bi（rD）（i＝ L ＿
，
s ）は次 の よ う な ブ ラ ウ ン 運動 に関す る伊藤積分に よ る表現が可能で

ある．

R・（rD）一∫
似・
∫

14

恥 ）HP；，

’ drt・ （2．15）

た だ し
，
B

、（t）（i＝1
，
＿

，
s ）は ［0，

1］で 定義さ れ る標準 ブ ラ ウ ン 運 動で あ る．

　 こ れ ら定理 2．1 と定理 22 で 述 べ た統計量 の 分布 は正規分布や t分布 な ど統計学 に よ く出て

い る標準的分布 と は か な り異な る こ と に 注意 して お こ う． こ う した非定常系列に 関連 した統計

量の 分布 に っ い て は近年 の 経済時系列論 （例 え ば Tanaka （1996） や Hamilton（1994）が詳 し

い ）で は しば しば登場す るが ，
こ こ で は次 の 具体例を挙 げ る に とどめ る．

例 2．2 ： こ こ で d ＝O，D ＝1，　 r ・＝1 で あ り，か つ 説 明変数 ｛Zt｝が z 广
一1（0≦ tく ［λT ］），

Zt＝0（［λT ］≦ t≦ T）で 与え られ る場合を考え よ う．　 T は観測数 ， ［λT］（0〈 λ＜ 1）は レ ベ ル ・

シ フ トの 期間とす る．こ の と き ， 定理 2．2 に お ける t統計量 の 極限分布 の 表現 はか な り簡単化

されて

t
’

；

（
− 1）f匚亀鋸 ］dr

・・fc
且

却ξ燃 一
［
　　Asf

。

　　Σ8 ｛（の誑
　 　 i＝1 ］

2
（2．16）

で 与え られ る．

　一般 に は 確 率変tw　ti （k − 1，＿，r ）の 分布 に は 2 っ の 大 きな特徴が あ る ．第一に ，基本的 な t

統計量 に対 して lfViT
’
と い う基準化が必要 とな る点で あ る．第二 に は そ の 極限分布が ，標準

正規分布 と も通常の t分布 とも明 らか に異 な る と い う点で あ る．我 々 は シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に よ

り tA（k ＝1，＿，r ）の 極限分布 を発生 さ せ ，統計的性質 に っ い て 検討 したが ， そ の 結果 で は和

分 の 次数 d と D に 大き く依存 して 正規分布 とはか な り異 な る歪 み を持 っ た分布が得 られ る こ

とが分か っ た．こ れ ら の こ とよ り，誤差項が非定常 な 場合 に は RegARIMA モ デ ル の 中で 回帰

係数に っ い て 通常 の t検定 を行う こ とを正当化す る こ とが困難で あ る こ とがわ か っ た．実際 の
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時系列 の解析で は デ ータ数 が有限で ある の で ，上 の 定理をそ の まま使 うこ と の 是非 に っ い て は

よ り詳 し く検討す べ き課題 で あ ろ う．

　な お ， 条件 （2．9） と （2．10）は説明変数に 時間 そ の も の に 関す る多項式な ど非確率的 ト レ

ン ド関数の 存在を排除 して い る．説明変数 に ある種の ト レ ン ドが存在する場 合に は 誤差項が非

定常な 和分過程 で あ っ て も母係数の 最小二 乗推定量 が
一

致性を 持つ こ と が あ る こ と （例え ば

Hamilton （1994） 16 章 の 例） が知 られ て い る こ と に 注 意 して お く．

　 こ こ で 季節調整 プ ロ グ ラ ム X−12−ARIMA の 議論 に 戻 る と，　 X −12−ARIMA プ ロ グ ラ ム で は 本節

で 取 りあげた RegARIMA モ デ ル を広汎 に利用す る こ とを推奨 して い る こ とが重要な論点で あ

る．そ して RegARIMA モ デ ル を容易に 利用 で きる よ うに様々 な変数を 回帰変数と して 組み込

み ，半 ば 自動的に 時系列 モ デ ル を推定 し，半 ば 自動的に 予測値 を利用 した 季節調整 を可能 に し

て い る． とこ ろが本節 で は既 に よ く用 い られる t統計量 を一
っ の 例 と して 指摘 した よ う に，

RegARIMA モ デ ル を通常の 時系列解析の教科書で 説明され て い る線形定常モ デ ル と して 理 解

する こ とは で きな い と い う問題が あ り ， 必 ず しも標準的時系列 モ デ ル と は 1司じで な い 側面 があ

る と い う意味で ，そ の 利用に は か な りの 注意 が必要 な の で あ る．ま た ，実際 に経済時系列 の 季

節性を分析 して み る と ， RegARIMA モ デ ル が役 に立 つ よ う に 見え る の は事実で あ る が ， そ の

こ と に 関連す る 季節性の とらえ方に つ い て の解釈上 の 問題 は次節で よ り詳 しく議論する ．

3． SSARMA モ デ ル と RegSSARMA モ デ ル

　本節 で は 季節 転換時系列 （seasQnal 　switching 　autoregressive 　 moving 　average 　， 略 して

SSARMA ） モ デ ル と ， そ れ に 回帰項を加え た 回帰 （Reg） SSARMA モ デ ル を 導入 し よ う．こ こ

で 説 明す る RegSSARMA モ デ ル は X −12−ARIMA モ デ ル で 利用 して い る RegARIMA モ デ ル を特

殊ケ ース と して 包含 して い る こ と に 注意 して お く．すなわ ち，SSARMA モ デ ル の 特徴 と して

重要 な こ とは季節 ARIMA モ デ ル を特殊 ケ
ー

ス と して含ん で い る季節的時系列 モ デ ル で ある．

また ， さ ら に 多 くの 事例に 関して 我々 が 「見せか け の 季節和分」（spurieus 　seasonal 　integration）

と呼ん で い る 問題を 分析す る こ とが で き る こ と も重要で あ る．

3．1　季節転換 ARMA モ デ ル

1次元時系列 ｛yt，　t＝0，　L ＿｝が 確率的定差方程式

φ・
（B ）幺・畑 小

一
津β司一e

，
（B ）［無 （B ・s

）ろ
〔の

小 （3．1）

に した が う確率過程で あ る と しよ う． こ こ で p，　q，　s，　P，Q は非負 の 整数 （s ≧ D で あ り ，

σi（＞ 0）は誤差 の標準偏差で あ る．また ゐ
ω

は季節指示関数 （seasonal　indicator　fUnction） で あ

り，指示 関数 4ω
は，時点 t が i番 目の 季節 で あ るな らば 1，

〔∫L1 ，そ うで な い な らば ItCi）＝0

と な る関数 と定 義 しよ う． ｛Zit｝は r 個の 説明変数を表 し，自己回帰移動平均 （ARMA ）部分

に関す る記号は

　 φρ
（B ）＝1一φβ

一…− ilpBP，

Φ1，i’（B つ二1一Φ押BL …一
Φ多

i）BsP，

　 θ
σ（B ）− 1一θ，

B − …一
θ

，
Bq ．

  3）

（Bつ二1一θ8）BS − …一θ8）BsQ

（3．2）

で 与 え る．ただ し ｛φ
丿
｝， ｛Φ1：町 ， ｛ei｝， ｛θげ｝は未知母数で，（β，

｝は未知 の 回帰係数 をそ れぞれ
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表 して い る．

　本節で は （3．1）式 で 与え られ る季節 時系列 モ デ ル に っ い て 次に 挙 げ る二 っ の 条件を仮定す

る．

（i）ARMA 部分に 関す る特性方程式

il，（2 ）・＝O， Φ；”
，

（z ）＝0，θa（z ）
蘓0， 06i）（z ）＝0

の 全て の解の 絶対値 は 1 よ りも大 きい．

（3．3）

（ii）確率変数列 ｛Vr｝は互 い に 独立 に 同
一

の 分布 に した が い ，　 E （Vt）＝o，　 E （v7 ）− 1 で あ りか

っ そ の 分布関数 は ル ベ ーグ測度に 関 して 絶対連続で あ る．

　こ こ で 導入 した 季節転換時系列 （SSARMA ） モ デ ル
， お よ び RegSSARMA モ デ ル の 定式 化

は 既存 の 季節性を 含む線形時 系列 モ デ ル と は や や 異な っ て い る こ と に注意 して お く． こ の

SSARMA モ デ ル の ク ラ ス に よ り定め られ る離散時間の 確率過 程は ， よ く知 られ て い る線形 の

季節 自己回帰移動平均 モ デ ル （seasonal 　autoregressive 　moving 　averagemodel ，略 し て SARMA
モ デ ル ） に 比 べ る と は る か に 広 い ク ラ ス とな っ て い る． した が って，SARMA モ デ ル を当て は

め る と非定常 に 見え る時系列に 関 して もか な りの場 合に は 定常 とな り うる の で あ る． こ こ で は

単純な例を用 い て ， SSARMA モ デ ル の 特徴的な性質に っ い て説明す る．

例 3．1　 1次元時系列 ｛yt；t＝O，　1，．．．｝が確率的定差方程式

　 　 ，tyt
一Σ 1

，

〔t 〕

［ai ＋ b、yt−s ＋ σiVt］
　 i

一
且

（3．4）

を満た す離散時間の 確率過程 とす る ，こ こ で ｛ai ｝，｛bi｝， ｛σi｝は未知母数 で あ り， こ の 季節的

時系列 モ デ ル を SSAR （O，
1） モ デ ル

1
と表記 す る こ と と しよ う．係数 に っ い て の 条件

　　　　　　　　　　　　　　　　　 max 　l酬 く l
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝L …，s

を満た して い れ ば ， SSAR （O，1） モ デ ル は

（3．5）

自（1− b・B つ乙
ω

匚yt− ・1］一［葱・ i・・

（’）

］Vt （3．6）

と 書 き直す こ と が で き る ． た だ し
， Lti（i＝1，＿，∫）は 季 節 的 平 均 を 表 す 母 数 で あ り，

（1− b，）tt，＝a ， とい う表現が 得られ る．

　
一一

般に こ こ で 説明 して い る季節転換時系列 （SSARMA ）モ デ ル の 最 も重要な特徴は ，各季節

毎 に季節的構造が 変化す る こ とを許 して い る点で あ り，そ の よ うな仕組み は時間の 経過 とと も

に 生 じ る あ る種 の非線形的な現象 （あ る い は各季節に 固有な変動）を表現する統計的モ デ ル と

して は 自然な もの と見なす こ とが で きよ う．例え ば，母数 に 全 く制約 の な い 例 3．1 の SSAR （O，

1） モ デ ル に は 3s 個 の 未知 パ ラ メ ー タ を 含ん で い る が ， 明 らか に こ の 時 系列 モ デ ル は

Box＝Jenkins（1976）で提案 され た季節 ARIMA （seasonal 　autoregressive 　integrated　moving 　av −

erage ） モ デ ル な ど の よ うな，季節性を含む線形時系列 モ デ ル を包含 して い る， も し， 各季節

の 誤差の ば ら っ き （分散母数）が 同
一

（σi
＝

σ ）で あ るな らば，そ の 場合 の SSAR （0，
1） モ デ

ル は 季 節 性 に 関 す る 確率 的 係 数 モ デ ル と 見 な せ る ． ま た ， さ ら に 係 数 が 等 し い

1
こ こ で SSAR （p，P）の 引数 は 共通 臼己回 帰 部分 と季節自己回帰 を表す こ と と した ．レ フ ェ リーが指摘 した

よ うに 3．4節 で 説 明す る PAR モ デ ル と の 比較の 意 味で 重要 で あ る．
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（a ，

＝
α か っ 島

＝ δ） とするな らば ，
こ の 時系列モ デ ル は Box−Jenkinsが 用 い た線形季節 AR モ

デ ル にな る こ とがわ か る，さ らに

bi＝1（i＝L ＿，s ） （3．7）

およ び al ＝a ，σ广 σ と い う条件が 同時に 成り立 つ な らば ， 標準的な非定常 の （季節）和分過

程 モ デ ル が得 られ る こ と に な る
5
，

　 こ こ で ，経済時系列 の 分析で こ れ ま で に よ く利用 され て い る季節 ARIMA モ デ ル で は季節毎

の 係数や 季節要素 の 変動を表す分散 は は じめか ら
一

定と仮定して 分析 して い る こ とに注意 しよ

う．と こ ろが ， 例え ば 日本の マ ク ロ 時系列 デ ータ を例に とれ ば例え ば賃金支払 い に おける ボ ー

ナ ス 制な ど の 影響 もあ り ， 所得や 消費の 季節的パ タ
ー

ン や変動幅が相当 に異な っ て い る と考 え

られ る．すな わ ち，経済時系列の 場合に は 各季節に 固有の 変動要因 の 係数やば らっ きが
一定 と

す る根拠 は必 ず しも明 らか で は な い の で あ る． こ こ で 導入 し た SSARMA モ デ ル を用 い る と こ

う した 問題 に っ い て 再検討す る足が か りが で き る こ と に な る こ とを例に よ っ て 示 して お こ う．

　3．2　季節転換 AR モ デ ルの統計的性質

　季節転換 ARMA モ デ ル は 季節毎 の 季節 性 変 化 を含ん だ季節 的時系列 モ デ ル な の で ， こ こ で

基 本的な統 計的性質 に っ い て 確認 して お こ う．前節 の 例 3，1 で 説明 し た SSAR （1） モ デ ル を用

い て ，s 次元ベ ク ト ル Y
’

（t）＝（Zlt，　yt　 ］，＿，yt　s
．1）の 動 的挙動 を考察 しよ う． こ の 状態変数を

使 うと時系列 ｛yt｝の マ ル コ フ 表現

Y （t）＝a （t）＋ B （t）Y （t− 1）十 V （t） （3．8）

が得 られる． こ こ で a （t）は s × 1 ベ ク トル
， B （t）は s × s 係数行列 で あ り， 各季節成分 の 母

係数 と季節的指示関数に よ り

a （t）一

s
’

Σ α
，が

）

t− 1

0

0

　　　　　　 s

O 　…　0 　Σ bil
，

〔わ

　 　 　 　 　 ！
皿
1

，
B （t）＝ 　1

0 1

0

0

と表現 さ れ る．ま た V （t）は 各季節成分 の 分散母数 に よ り

V （t）一

s

Σσi　1，

〔i”

i− 10

0

Vt

と表現 され る s × 1誤差項 ベ ク トル で あ る． こ こ で 式 （3．8）を用い る と， マ ル コ フ 表現 に 対応

す る特性方程式は

F’
こ う し た 季節 時 系 列 モ デ ル を拡 張 して 閾 値 を 含 む よ り複雉 な 閾値 （Threshold） 非 線 形 時系列 モ デ ル に よ る

分析 も可 能 で あ る が 本稿で は 季 節 転 換 時 系 列 モ デ ル に 議論 を限定 す る．
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1λ1。

− B （t）1＝ ・O

とな る．た だ し 1
、

は s × s 単位行列の 意味で あ る． こ の 表現 よ り安定条件

max 　lb、」＜ 1
i
−
lr…、s

（3．9）

（3．10）

が満 た され るな らば，式 （3．9）を満たす全て の 特性根 の 絶対値が 1未満に な る こ とが わか る．

　次 に 例 3．1 に つ い て も う一 つ の マ ル コ フ 表 現 を 得 る 為 に ， s 次元 状態 ベ ク ト ル Yf’　・＝

（YCi＋ 1）s＋ s，　Y （）
− 1）， ＋ 。

− 1，＿，y 〔t
−D 、 ＋ 1）（ゴ＝1，＿，n ）を導 入 しよ う．さ ら に 分析を簡単 に す る為に

デ ー
タ数 を T＝ns （すなわ ち n 年間） と仮定 しよ う． こ の と き，マ ル コ フ表現

Yi＝a 十 BIYj− 1十 Vi

が得 られ る．ただ し α は s × 1 ベ ク トル ，B 正 は s × s 係数行列を表 し，それぞ れ

（3．11）

a （t）＝

as

a
，
．−1

a 且

，　B1；

bs　 O　　
…

　 0

O　 bs− 1　 0　 0

0 δ

で 与え られ る．また V
」
は sXl の 誤差項 ベ ク トル で あ り，

V」
＝

σ∫V （ゴ
ー1）s．・s

σ s −］V （j− 1）s
．・s − 1

σ IV （j− 1）s
．
｝1

で 与え られ る．

　 こ こ で の マ ル コ フ 表現 （3．11） に対応す る特性方程式 は

1λ1ε

一BII＝ 0 （3．12）

とな る． した が っ て ， 仮定 （3．10） の 下 で は式 （3．12）の 全 て の 特性根 の絶対値 は 1よ り小さ

い こ とが分か る．

　こ こ で ， さ ら に よ り
一

般 的 に 式 （3．1） に 対す る （s × p）次元 の 状態 ベ ク トル を yy＝

（glゴー1）s ＋ s，　yEi− D 。
−s − ］，

＿，　yl，
一

，〕s − 1−p）（ゴ＝1，＿，n ）で 表 す こ と に し よ う ． た だ し ， び
；

y；＝g厂
Σ廴β概 で あ り，説 明変数 の 一部分 （あ る い は 全部） に 季節 ダ ミー変 数を 含み ，

Zit− 4，（i；1，＿，s ）（r ≧ s ）と して お く． こ の と き，確率 的定差方程式 （3．1）式 に し た が う確

率過程 の 解に っ い て は 次 の 結果が 得 られ る．証 明は数学補論に与え て お く，

定理 3．1 ： 離散時間 の 時系列 ｛yt｝が 式 （3．1） で 与 え られ る SSARMA 過程 に したが い ，条件

（ii）を満たす もの とす る。 こ の とき （s ＋ p）次元確率過程 ｛Yi；ゴ＝1，＿｝に対 して 定常解が存在

す る 必要十分条件は 変数 z に 関する 多項式

φP （9 ）− O， Φ多
‘’
（z ）− 0 （i− L ＿，s ） （3．13）

の 全て の 解の 絶対値が 1よ り も大 き い こ とで あ る．
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　 こ れ ま で 経 済 時系 列 分析 に お い て 実際 に よ く用 い ら れ て い る 季節 ARIMA モ デ ル に関す る ひ

と っ の重要な 問題 は ， 季節に 関す る非定常性で あ る．経済デ
ー

タに 対して 例え ば Box＝Jenkins

法を 用 い て 季節 ARIMA モ デ ル を統計的に 当て は あ る と，季節階差 （seasonal 　differences）を

取 るこ とが統計的に適切で あ るよ うに解釈 され る ことが多い ． しか しなが ら， 本節で導入 した

季節転換 ARMA モ デ ル に基づ く非 ARMA 型 の 時系列分析の 視点か ら見直 して 見る と ， こ う し

た分析結果 は線形 1変量時系列モ デ ル を用い る こ と に よ っ て 生 じて い る，見か け上 の 推定結果

の 可能性が高 く，季節的 な母数 の 違 い に よ り発生 して い る可能性が ある．すなわち，
“
見か け

上 の 季 節和分
”

（spurious 　seasonal 　integration） と解釈す べ き可能性が あ る の で あ る．例 え ば 実

際 に は 季節パ タ ー ン が 各季節毎 に 異な る場合 に 線形時系列 モ デ ル を 当て は め て 見 る とど の 様な

推定結果が得 られ る で あ ろ うか ．こ の こ と に関 して は次の よ うな結果が得 られ る．

定理 3．2 ：離散時間 の 時系列 ｛yt｝は 例 3．1 で 与 え られ る SSAR （O，
1）過程 に したが い

， 誤差 項

に っ い て モ ーメ ン ト条件 E ［痢 く ＋ 。 。 を 満たす もの とす る．さ ら に 式 （3．5） の 安定条件を満

た し， ｛y 、｝は定常確率過程 とする ．時系列 ｛yt｝が線形 自己回帰モ デ ル に したが う と見な して

Ylを yt−s に回帰 した最小二 乗推定量 は

δLS ＝

ア

Σ （yt− s

−
y − s ）（y ，

− 9）
t
−
1

ア

Σ （yt−s

−
9　 s ）

2

t
−1

（3．14）

で 与え られ る． こ こ で ，観測数 T ＝sn ，　g＝（1／7
「
）Σ1’Li　yt，　 g −，＝（1／T）Σ　f− 1　y ，

一
， で あ り，初期

条件 yt（tgO ）は固定す る． こ の とき n → 。。 に つ れ て ，

ハ　　 　 PbLS
− →b

零＝

塾
σ

ζ．s（。T
一
の

・

i
−
11 − bl　 Fl

禽嵩・趣 ず

（3．15）

とな る．ただ しβ
＝ （1／s ）Σ1− tlti で ある．

　こ こ で σ 〜＝ω 鞍Q ＝1，＿，s ）で あ り ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（μ厂 の
2

　　　　　　　　　　　　　　　・（s，・）一纛 ．L ．．s ｛。ノ｝

と お こ う．も し τ→ 0 とす る と λ（s，τ）→ D。 とな る の で ，

（3．16）

ゲ → 1 （3．17）

で ある．すな わ ち，各季節 の 分散 に対応 す る平均部分 の 変動幅 （季節的変動係数）が 大 き け れ

ば最小二 乗推定値は 1 に 近 い こ と に な る． こ の 推定値 は 適切 な モ デ ル を 季節 ARIMA モ デ ル と

誤 っ て生 じた もの で あ る ， こ こ で は
“

見か け上の 季節和分
”

（spurious 　seasonal　integration）と

解釈する こ とも可能で あろ う．

　こ う した結果を ， 適当な安定条件の 下で よ り
一

般的な場合の SSARMA モ デ ル に対 し て 拡張

す る こ と は 比較的容易で あ る と思 わ れ る． こ こ で 得 ら れ た 結果に よ り，経済時系列 に お い て 非

線形的な季節変動 （ある い は各季節 に 固有な変動） を無視 して 通常の 線形時系列 （ARMA ） モ

デ ル を当て は め た場合に は，対応す る特性方程式が 単位根を持つ とみ な され る傾向が あると い
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う こ とがわか っ た．すな わち ， しば しば観察され る季節的非定常性は経済時系列に 固有の 時系

列構造 とい うよ り も，む しろ季節成分 の 扱 い方 をは じめ か ら共通 に とる こ と に よ り統計的分析

上で 生 じる可能性が 高い こ とに な る．すなわち，季節毎に係数 や ば らっ きがかな り異 なる場合

に は見か け上 で 単位根に 近 い 推定結果が得 られ やす い こ とを意味 して い る．

　 3．3　季節性 モ デ ル の 推定法

　季節転換 ARMA モ デ ル と RegARMA モ デ ル の 統計的推定法 と して は最小自乗法 と最尤法 の

二通 りの 方法が 考え られ る．

　季節転換 AR モ デ ル と RegSSAR モ デ ル に お い て は ， 直接的 に 状態 ベ ク ト ル ｛｝3ゴ＝1，＿，n ｝

（T ＝sn ）に よ る マ ル コ フ 表現が得 られ る． した が っ て ，誤差項が条件 （i）と （ii）を 満た す定

常確率過程で あ る と い う仮定 の 下 で は ， 通 常の 最 小自乗法 に基づ く回帰 の 手法を用い る こ と が

で きる．そ し て 得られた推定量 の性質に つ い て は古典的な漸近論を適用す る こ とが可能で ある．

　他方，回帰部分 と季節性部分 を表現す る未知母数の 推定 に 当た っ て は 最尤法を利用す る こ と

もで き る．最尤法は ， RegSSARMA モ デ ル の パ ラ メ ー
タ の 取り得る値 に制約が あ る場合の 検定

が容易で あ り，同時に 情報量 基準 AIC （Akaike （1973））に 基づ く モ デ ル 選択 を行 う こ とが で

きる とい う点 で ，最小二乗法 よ りも有用で ある と も云え よ う．ま た ， RegSSARMA モ デ ル は季

節性を含む多 くの モ デ ル を包含 して い る の で ，こ こ で は 主に 誤差 項 の 分布に 正規分布を仮定 し

た最尤法に よ りデ
ー

タ解析 を行 うこ とと した．

　3．4　PAR モ デ ル （周期的季節モ デ ル ） と の 関係

　本稿で 考察 して い る季節転換時系列 モ デ ル に関連する時系列 モ デ ル として は例え ば，周期的

AR （periodic　autoregressive ， 略 し て PAR ） モ デ ル と呼 ば れ る モ デ ル が Franses （1996） や

Ghysel＝ Osborn （2001）等 で 研究 され て い る．季節転換 ARMA モ デ ル は こ れ らの 時系列 モ デ

ル の ク ラ ス とは い くっ か の 点で やや 異な っ て い る。こ こ で ，PAR モ デ ル と SSARMA モ デ ル と

の 関係を見 るた め に
， 時系列 ｛yt｝（t＝（ゴ

ー1）s ＋ i）が 1 次の 周期的 AR モ デ ル

砺 一D 。 ＋ 广 φゴ〃〔i− 1）s＋ i
−

1＋ v（ゴ
．の ， ＋ t （ブ

＝1，＿，s；ブ＝ 1，＿，n ） （3．18）

に従 っ て い る状況を考え よ う．こ こ で ，確率変数系列 ｛Vt｝は互 い に 独立 で あ り， モ ーメ ン ト

条件 E（v （」−1＞，、i）
＝0 お よび E（略．1）。＋ i）＝σ i　（i＝1，．．．，s ）を満足す る と仮定する．

こ の とき時系列 ｛yt｝の SSARMA 表現は

YCi−1）s ＋ 歪
＝δ撒 」−2）s ＋ ま＋ u （j−1）s ＋ i　（i＝1，＿，s ） （3．19）

とな る，さ ら に母係数 に っ い て bi＝rIゴ；lgSi−
」，

−
s ＋ 1≦ i一ゴ≦ 0 に対 して ¢ i一广 φ珂 ＋ ，

で あ る と

しよ う．誤差項 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 s − 1

Uc
メ
ー1｝s ＋ 1

＝Vw −1）s ＋ゴ十 Σ H仁8φf−tV（」
’− 1）Sti

．
κ （ゴ

＝L2，＿，s ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ±

＝1
（3．20）

と表さ れ る （s − 1）次の MA 過 程と な る が ， 表記の 簡単 化の た め HP一
且

・＝ 1 と し た ．誤差 項

μ
σ
一1）s ＋ i の 分散 は 歪に 依存す る の で ，時系列 ｛yt｝は 季節 的に 分散不均一な過程 とな る， こ こ

で 例え ばs ・・ 4 とす る と ， ゴニ 1， ＿ ， 4 に つ い て b」
＝ φrφ2φ3φ4 とな る こ とが ただ ち に分 か る．従 っ

s
例 3．1 で の SSAR モ デ ル で は異 な る 季節間 で の 関係 が か な り分離 さ れ て い る よ う に 見 え る が，例 え ば

P ＝p＝1，s ＞ 1 の 場合を 見 る と明 らか で あ る が，一
般 に異 な る季節の 過去 の 値や 母数が 複雑 に将来 の 値 に 対

　し影響す る．こ の 点を強調す る 意味で こ こ で は SSAR モ デ ル を SSAR （p，　P） モ デ ル と表記 した．
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て ，
こ の 節で 導入 した季節転換 モ デ ル （SSARMA ）は PAR モ デ ル を 含む よ り

一
般的 な時系列

モ デ ル とな っ て い る こ とが 分か る
G
． さ ら に， 4節 の 推定結 果よ り明 らか な よ う に PAR に 課 せ

られ た 制約条件が現実 的で あ る か は か な り疑問 で あ る ．

　3．5　SSARMA モ デ ル の拡張に つ い て

　本稿で は実際の 経済時系列の 分析の た め に ，回帰項を含む季節転換 ARMA モ デ ル を導入し

た．こ の SSAR モ デ ル に はそ の 他の 拡張 も可能で あ り， こ こ で拡張 可能性 に っ い て 言及 して お

こ う．季節性 を含む時系列の 分析で は，古典的な統計的時系列分析 の 方法 と して ， 観察 さ れ る

時系列 ｛yt｝が

yt　＝＝　Tt十 s
，
　十 1

， （3，21）

とい う形に 分解で きる と想定 する こ とが 多い ． こ う した分析を 時系列成分分解 モ デ ル と呼ばれ

るが ， こ こ で T
， は ト レ ン ド成分，S

， は季節成分，1， は 不規則成分を それ ぞ れ表 して い る も の

とす る．

　例え ば北川 （1993）が 開発 して い る 季節調整プ ロ グラ ム DECOMP で は，こ う した 時系列の

各成文 T
，
に対 して ラ ン ダ ム ・ウ ォ

ー
ク ・モ デ ル を 用 い

， S ， に 対 して は 季節階差 モ デ ル を利 用

して い る．DECOMP は ｛y 、｝の 状態空間表現に 基づ い て 開発 され た 季節調整プ ロ グ ラ ム で あ る

が ， SSAR モ デ ル に よ り表現 され る季節変動を時系列 を構成す る要素の 一
つ と して DECOMP

と組み合わ せ て 用 い る こ と も可能 で あ ろ う．

4． 二 つ の デ
ー

タ解析例

　こ こ で 日本の マ ク ロ 経済時系列デ
ー

タ の 代表例 と して マ ク ロ 消費デ
ー

タ及び Box ＝ Jenkins
（1976）で 使わ れ時系列分析で はよ く知 られ て い る航空機利用者数 の 時系列 デ

ー
タを用 い た 分

析事例を報告 して お く．

　 こ こ で 扱 っ て い る 二 つ の デ ータ に は 明 らか に長期的 ト レ ン ドが 存在 して い る．そ う した ト レ

ン ド を固定的 と見な し，さらに 固定的 な季節性を除去す るた め に ， こ こ で は RegSSAR モ デ ル

の 回帰部分と して ，

　 　 s　　　　　　　　 s ＋ k
T，

一Σ 1｛1，　1），t＋ Σ β，　tZ
−

∫

　 t
．1　　　　　　 ！

− 5 十 L
（4．1）

と い う関数を用い た．ただ し，Di
， は季節 ダ ミー変数で ，β

」 （β｝，．．．，β．、．k）は回帰係数 ベ ク ト

ル で あ る．また zl ＝（Dlt，＿，　D 、h　t，＿，〆）は説 明変数 ベ ク トル
丁

を表 して い る． こ の よ う な 定

式化に よ り ， 季節性 の 平均 に 意味 を持 た せ ，ま た 最適化す る 尤度関数 の 計算を容 易に す る こ と

が で き る．RegSSARMA モ デ ル の 未知 パ ラ メ
ー

タ の 推定 は誤差項 の 分布に正規分布 を仮定 して

最尤法 に よ っ て行 っ たが ， ト レ ン ドの 推定結果が不安定 に な る こ とを避 け る た め， ト レ ン ド関

数の 次数を 3次以 下に 制限した．

　最 初の デ ータ解析事例は ，日本 の 内閣府に よ っ て 作成され て い る重要な マ ク ロ 時系列で あ る

マ ク ロ 消費支出の 四半期デ
ー

タに関す る もの で ある．原系列 は 1975年第 2 四半期か ら 2000年

第 4 四半期ま で の 実質値 デ ータ で あ り， 全て の 数値 は 最初 の デ ータ を 100 に基準化 した指数 に

変換 して 分析を行 っ た． ト レ ン ド関数の 次数 k に っ い て は，AIC を最小化 す る基準 に よ っ て ，

T
た だ し， ト レ ン ドの 変 数 を 用 い る 場 合 は （2．9） と （2．10） の 条 件 が 満 た され る た め の 基 準 fヒを Anderson

（197D の 定 理 2．6．1に な ら っ て 適 切 に 行 う必 要が あ る．
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表 1．マ ク ロ 消費 デ
ー

タへ の SSARMA モ デ ル の 適用 （制約 が無 い 場合）

季節 ダ ミ
ー AR （4） σ

第 2四 半期

第 3四 半期

第 4四 半期

第 1四 半期

101，34　（10．71）

106．65　（20．36）

118．82　（94．56）

101．16（315．85）

0．62　（4．25）

0．67　（4，78）

0．64　（4．29）

0．43　（2．37）

5．463

．495

．608

．03

AIC＝500．53

［注意］モ デル の 未知母 数の 推定 は，定常性の 仮定の 下 で 最尤法 を 用 い た，括弧内は 尤度関数の

　　　2回 微 分 に 基 づ い て 構 成 され た 推 定量 の t値 と分 散 で あ る，

k＝3 を選択 した． さらに ，誤差項 が正規分布 に した が う と の仮定 の 下で 尤度関数を最大化す

る こ とで RegSSAR モ デ ル に おけ る母数推定値及び t値 を表 1 に示 して お く．

　次に RegSSAR モ デ ル に お い て μ广 μ，　 b，
＝b か つ σ i

＝σ （i＝1，＿，4）と仮定 した季節 ダ ミー

変数付き の 自己回帰モ デ ル AR （4）を推定 したが，そ の 結果は次の よ う に な っ た．

y；＝105．36一ト093霊ノ〜＿4 十 2．64vt
　 （104．7）　　（34．2）

（4．2）

こ こ で 得 ら れ た AIC ＝ 515．25 で あ る．た だ し 冨 ＝ 9t一Σ薄 ． 1βiti
−

s

（s ＝ 4）で あ り ， 括弧内の 数

値は t値を意味 して い る． こ の 結果か ら，RegARMA を当て は め た場合 に は，推定 され る AR

係数 は非定常 と な る領域 に 非常に 近 い こ とが わ か る．消費 デ ータか ら定理 4．2の 各項目に 当た

る 量 を推定 し て み る と表 2 の よ う な 結果が 得 ら れ た ．予想 さ れ た と お り，各季節平均を表す母

数の 変動幅は各季節の 分散成分の 変動 に比 べ て か な り大 きく ， 線形 ARMA モ デ ル を当て はめ

る と推定値 が単位根 に 近 くな っ て い る と の 解釈が 妥 当と考え ら れ よ う．

季　節

表 2，マ ク ロ 消費系列 の 分析

曜 　　 　　　　 　 σi
1−．bl　　　　　　　　 1一房

（μ厂 P）
2

第 2四 半期

第 3四半期

第 4 四 半期

第 1四半 期

5．604

．256

，024

．20

8．966

．349A49

．83

31．960

．12139

．9433

．99

合　　計 20．06 34．56 206．01

　
一方 で ，RegSSAR モ デ ル に つ い て 推定 さ れ た パ ラ メ

ータ の 値 は定常な 領域 に あ り，季節 ダ

ミーの 係数 は 各季節 で 明 らか に 異な っ て い る．さ ら，推定値を見 る と 1番目の 係数 と 4番目の

ダ ミ
ー
変数 の 係数が近 く， AR 係数 に 関 して は 4番 目の 値だ けが そ の 他 の 係数 と異な っ て い る．

こ れ らの こ とよ り制約 な しの RegSSAR モ デ ル よ りも，制約を課 すこ と で よ りパ ラ メ ー
タを節

約 した モ デ ル が よ り適切で ある こ とが 期待 され る．従 っ て 次に，制約な しの RegSSAR モ デ ル

に対 して
一定 の 制約を係数と分散パ ラ メ ータ に 課す こ とを試み た、主に AIC 最小化基準の 観

点に よ る試行錯誤 を経て ，RegSSARMA モ デ ル の ク ラ ス の 中で 最良の モ デ ル と して 選ば れた 時

系列 モ デ ル に 関 して ，そ の 推定結果を表 3 に示 してお く，

　 2番目の デ
ー

タ は Box ＝ Jenkins（1976）で 引用 され た有名 な航 空機 の 旅客数 の 月次デ ー
タ

で あ る．こ の ケ
ー

ス に つ い て は ， や は り AIC 最小化基準を利用する と k・＝2 が選択 され た ．制
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表 3，マ ク ロ 消費デ
ータへ の SSARMA モ デ ル の 適用 （母数 に制約が あ る場合）

季節 ダ ミ ー AR （4）
2

σ i

第 2 四 半期

第 3四 半 期

第 4四半期

第 1四 半期

101．47（134．92）

106．78　（11．81）

118．93　（61．01）

101．29　（211．34）

0．64　（7，30）

0，64　（7．3D）

0．64　（7．30）

O．43　（2．70）

6．363

．506

．366

．36

AIC ＝493．72

約な しの 最尤法に よ る RegSSAR モ デ ル の 係数の 推定値 と t 値を表 4 に 示 して お く．

　また，RegSSAR モ デ ル に お い て μf
＝

μ，　 b
、

＝b お よ び σi
＝

σ （i＝1，＿ ，
12）な る仮定を置 い て

通常 の 線型 モ デ ル を推定 した結果を示 して お く，

1ノ’
− 100．86十 〇．90y；− 12

−
t　1．23v，

　 （116．82）　　（31．27）
（4．3）

こ こ で AIC ＝ 498．87 で あ る． こ こ で も RegARMA モ デ ル を 当て は め た場合に は ，　 AR 係数 の 推

定値 は非定常 に 非常 に 近 い 値 を と っ て い る こ とが 分か っ た．

　 こ の 旅客デ ータよ り各季節成分の 値を推定 した 結果を表 5に ま とめ て 与 え て お くが，こ の 場

合 も消費デ ータ の 解析結果 と同様の 推定結果が得 られ た ．また ，RegSSARMA モ デ ル の パ ラ メ ー

タの 推定値は定常な領域 に収ま っ て お り，ダ ミ
ー変数の 係数は月ごとに明らか に異 な っ て い る．

特 に 7 月 と 8 月 の 係数に っ い て は推定値 が比較的六 き くな っ て お り，明 ら か に 0 で は な い 7 月

と 8月の 値 と較 べ て ，そ の他 の 係数 は 大 き く隔た っ て い る．

　 さ らに 季節 ダ ミー
の 係数 に つ い て も同 じよ う に ， 7月 と 8月は そ の 他 の 月よ り も椎定値が大

き くな っ て い る こ とが 見て 取れ る， したが っ て ，母数 に制約が な い RegSSAR モ デ ル よ り も、

表 4．旅客 デ
ー

タ へ の SSARMA モ デ ル の 適用 （母 数 制 約 が 無 い 場 合 ）

月

月

月

月

月

月

月

月

月

月

月

月

123456

了

89

　
101112

季節 ダ ミ
ー AR （4） σ

98．37　（364．72）

98．D2　（145．92）

100．67　（192．88）

100。0 　〔307．82）

99．93　〔353，34）

1G2．56　（244．79）

104．87　（146．02）

104．55　（177．18）

101，48　（384．41）

98．55　（377．21）

95．51　（325．18》

97．94　（321．35）

一〇．27　（− 0．95）

　0．43　（1．63）

　0．27　（0．81＞

− D．31 （
− 1．07）

−0，42　（．− 1．61）

　0．41　（1．57）

　0．81　（4．91）

　0、71 （3．68）
− 0．02 （

− 0．07）
− 0．07　（− 0●22＞

− 0．08 （
− 0．11）

− 0，04 〔
− 0．04）

O．621

．791

．60

ユ．270

．870

．650

．360

．440

．340

．350

．600

β4

AIC ＝429．43

［注意］モ デ ル の 未知 母数 の 推定 は，定 常性 の 仮 定 の 下 で 最 尤法を 用 い た ，括弧内は 尤度関数 の

　　　2回微分 に 基づ い て 構成 され た 推定量 の t値と分散で あ る，
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表 5．旅客 デ
ータの 分析

月
うρ 〜

2°
艮σ

1一酵 1一房
（μ 厂 μ）

z

月

月

月

月

月

月

月

月

月

月

月

月

123456789012　

　

　

　

　

　

　

　

　

1
　

1
　

1

一
〇．180

．950

．46
− 0．43
− 0．440

．320

．840

．64
− 0．01

− 0．02

− 0．05

− O．02

7020584945146274070833660211101000DO 762483574205372005786701340005181225　

　

　

　

　

　

21

　

　

2

合　計 2．06 11．68 86ユ2

表 6．旅 客 デ ータ へ の SSARMA モ デ ル の 適用 （母数 に 制約が あ る 場合）

季節 ダ ミ
ー AR （12） σ

月

月

月

月

月

月

月

月

月

月

月

月

123456789012　

　

　

　

　

　

　

　

　

1
　

1
　

1

98．36　（341．80）

98．01　（119．25）

100．59　（132．26）

99．95　（265．39）

99．88　（363．69）

102．50　（109．65）

104．74　（136．46）

104．49　（93．44）
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よ りパ ラ メ
ー

タを節約 した時系列モ デ ル の 方が 適切で あ る可能性が考え られ る．そ こ で 係数と

分散の パ ラ メ ータ に適 当な制約条件 を課 した RegSSAR モ デ ル の 推定を行 っ た． こ こ で は 主に

AIC 最小化基準 に 基づ く試行錯誤の 結果，　 RegSSARMA モ デ ル の ク ラ ス の 中か ら最 も適切 な も

の を選択 したが ， 得られ た時系列 モ デ ル の 推定結果を表 6に示 してお く．

5． 結 論

　本稿で は ， 米国商務省セ ン サ ス 局 の 季節調整プ ロ グラ ム X−12−ARIMA に お い て 主 要な役割

を果 た して い る RegARIMA モ デ ル に 関す る重要 な 問題 を指摘 した ．季節和分を含 む非定 常な
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時系列を問題とす る とき， RegARIMA モ デ ル に お け る回帰部分の 推定は，統計的時系列分析

に お ける標準的な議論に 収まらな くな る ．そ こ で 季節 ARIMA モ デ ル に 従う誤差項を持つ 回帰

の 問題に関 して ， 回帰係数の t統計量 の 漸近分布を導い た．デ
ー

タ数が 大 き い と きに極限と し

て 得 られ る 分布 は t分布 や正規分布で は な く，
ブ ラ ウ ン 運動 で 表現 され る非 iE則 な分布とな っ

て い る の で ， こ う した漸近分布を そ の ま ま利用 しよ うとす る と実用的に は そ の 扱 い がか な り や っ

か い に な る こ とが分か っ た．

　次 に 季節転換 ARMA モ デ ル （SSARMA ） と RegSSARMA モ デ ル な る季節時系列 モ デ ル の ク

ラ ス を導入 し，季節性 の変動 を よ り適切 に表現す る こ とを考 え た．また， こ の SSARMA モ デ

ル は季節性 の 持 つ 非線形 な性質 を表す単純 な方法で ある こ とを示 した ． い くつ か の 実証分析 か

らは、多 くの 現実 の 経済時系列 の 持 つ 季節性 を表現す るた め に は，比較的単純 な SSARMA モ

デ ル の ク ラ ス を用 い るこ と で 十分で あろ うと考え られ る．た だ し，SSARMA モ デ ル で は母数

の 数がかなり大 き くなる の で，母数空間 に制約を入れる こ とが 考え られ るが ， そ の 具体的な方

法に っ い て はな お改善の 余地が あ ろ う．

　最後に 残 され た い くつ か の 間題 に っ い て 言及 して お く．云 うまで もな く ， 経済時系列の 分析

で は季節性 と と もに ト レ ン ドの 分析 も重要な問題 で あ り，季節性 と ト レ ン ド に っ い て 様々 な組

み合わ せ で 統計的 モ デ ル 分析を行 う必 要が あ る．例え ば高岡 （2004）で は こ の 問題 に つ い て 分

析を行 っ て い る が ，
マ ク ロ 経済時系列 の多 くの 系列で は 明 らか に 非定常 な ト レ ン ドが 存在 して

い る の で
， 例え ば 非定常な 確率的 ト レ ン ド と SSARMA モ デ ル に よ る季節性 を組み 合わ せ た モ

デ ル に っ い て 考察す る こ とは興味深 い 問題 で あ ろ う． こ こ で ，季節転換的な変動を 含ん だ時系

列 に お け る ト レ ン ド関数 の ノ ン パ ラ メ ト リ ッ クな推定 は， ト レ ン ド の よ り柔軟な表現 を考え る

上 で も重要 で ある の で ，今後，さ ら に 研究 され るべ き課題で あ ろ う と思わ れ る．また，経済時

系列分析で は トレ ン ド成分，季節成分，不規則成分等 と ともに 循環成分 もまた重要で ある．循

環成分を も考慮 に 入れ た 季節転換的 な時系列分析はか な り複雑 な様相を呈 して くる の で ， こ こ

で も新たな発想が求め られ て くる こ と に も言及す る必要が あ ろ う．

A ． 数学補論

　 こ の 数学補論で は本文中で 結果を説明しそ の 証 明を省略した命題 に っ い て ，よ り詳 し い 導 出

の 過程 と数理的証明 の 概略を与え る．

定理 2．1 お よび定理 2．2 の証 明の概略 ：

［i］　最初 に 多項式 に っ い て φρ（B ）一Φp（BS）：
− 1

，
θ
g （B ）＝ θ o （BS ）− 1 と し て 離散時間 の 確率過

程 ｛Ut ｝

（1− B ）
d
（1− B ・s

）
DUt

＝ Vt　　（t＝ 1，2，．．．） （A．1）

を考 え る．た だ し 4冫 1，D ≧ 1，σ
＝1確率変数列 ｛v ，｝は互 い に 独立に 同

一
の 分布に したが い ，

初期条件は u −
、

＝0（s ≧ 0）で あ る と仮定する．

　次に確率変数列を順次定義 して
，

凝 Lulkl ＋ uik
−D
　（k ＝・D ＋ d，＿，D ） （A ．2）

及 び 毎
oL

茜 ，
　uEi

）
＝ （1＝ B ’s

）
− iui °）

，＿，ulD
）一（1− BS）

− L
硲

P − D
に よ り構成す る． こ の と き正 整

数 の 列 ［nu ］≧ブρ
…≧ゴ1≧ 1（0＜ u 〈 1）に 対 して
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ［nu コ　 ゴn　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゐ

観儲1− 1・・
一

・
＝

、蜘 澤．．
．、1 ≧ 1

駕1・°）＝
ゴ尹1洋∴浮1

πllD）
（i＝ L …・・） （A．3）

と い う表現 を用 い て

　　　　　　　　　　 」”．1（T ）　　 s ［梺
7）

］

　　　　　　　　　　　、浮、
瑠 L

丹 、罨 瞬タ
）
一 ＋ R （ゴD ＋ 1 （T ））　 　 （A ・4）

と分解 され る． こ こ で ， 時点ブp ＋ 1（T ）を T の 関数 と して 表現 して 剰余項と R （t（T））とで き る．

仮定に よ り E［R （t（T））
2
］が T の 多項式 となる の でそ の 確率的次数が評価で き る．ま た次の 導

出過程 より初期条件を漸近的に無視で きる こ とを示す こ ともで きる．こ こ で 上 の 季節 に よる分

解を ulPi ）．s ＋バゴ≧ 1，　k ＝1，　．．．，D ，　i＝1，＿ ，
s ）と 房

P ＋‘）
（」≧ 1

，
　t＝ 1

，
．．．，d）に 代入す ると ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s

　　　　　　　　　　　Ut 〜Ut ；
　Σ 　 Σ Σ v （ゴ1

＿D。＋ i 　 　 　 （A．5）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

”
〜 丿o−1t ／’ゴoi

＝1
ノρ ≧

・『
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 に ゴD†ご≧　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

’
≧丿1≧ 且

な る表現を得 る．こ の と き， 弱収束の 議論 とタ イ トネ ス （tightness）条件を用 い

　　　　　　　　　Td ・幣 耽
一（÷跨歩≠÷

触

　　　　　　　　　　　　　　　　5（
ls
）
培 8 （［亨

）

］）
が 得 られ るが

8

，
こ こ で t（T ）を T の 関数 と して扱 っ て い る こ とに注意す る．

　次 に 連 続 写 像 定 理 と汎 関数 中心 極限定 理
9

を 用 い る ，

（ゴ2
− 1）s ＋ i（ゴ2≧2）に対 し

　　　　　　　　ゑ・
’・！

2）
一

、重・t｛… − 1・s ＋ 一 ・＋
…＋ ・ ・i2− ・ s ＋ 1］・

‘

；茎i珊

（A．6）

ま ず D ＝ d ＝ 1 の 場 合 に は t＝

（A．7）

と書 け る．仮定 よ り例えば Σπlz μ （ゴ，

−
1）．， 、， 1 の 分散 を評 価す る と 0 （T3 ）で あ る の で 最終項に

比 べ て 漸近的に は無視で きる こ とが わか る．同様な 議論か ら近似的に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　　 T 　　　　　 l　 T 　　　 1　 （，・
− L〕s

。
・tr・、￥−1

・・賜 属・イ。π 、浮1
・五

D

｝

と な る こ と ， 各十 分大 きい ゴ2（≧ 2）に 対 し て 初期値 y，

＝O（t≦ 0），Σ1紅 1）5

岻
1）

＝ Σ1・i二｛Σi．、

（ΣIL1  3≧1），
．i）及 び E［Σ1汚D ∫

πli1）
］
2
≧ sE ［Σii：i　ul ）

］
2
，（i （r）＝（1／s ）Σ1− 1　Zi（r ）（T ＝sn ））な

ど に注意す る と
， 左辺 は T → ＋ 。。 （n → 。。 ）の ときに

　　　　　　　　　　　　（1／・嵐
1z

；（r ）（1／Vii
’
）B

・
（r ）dr

に収束する こ とが分か る．D ≧ 1，　d≧ 1 の 場合も同様 な議論に よ り

s
こ こ で も は確率測度 の 弱収束 （weak 　convergence ） の 意味 で あ るが， よ り詳細 な 数 理的議論は例 え ば

Tanaka （1996） の 定理 3．1 と 同 様 で あ る．
9

こ れ らの 確率論的な 内容に つ い て の 詳 細 な議論 は例 え ば Billingsley（1968）を参照 され た い ．
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　　　　　　　　嵩 急一 謝 酉 ≒ 司［圭播 　 ・A…

　　　　　　　　　　　　　　も（
1s

）
D ．tf

，

Li

（・・蜘 ・

が導か れる．

　ま た ｛Zt｝に関す る条件

　　　　　　　　　括 ・ ・1 − （
1S
）結鷺… 1）．s ・1　・（・− 1）・ ＋ i 　 　 （A …

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 5

　　　　　　　　　　　　　　→ M
’＝一

Σ M ，
＞ O

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 si −
1

と タイ ト ネ ス （tightness）条件に よ り，

　　　　　　　葬≒ ・B・・s
−
・・ 一・（歩ゑ・tzl ）

一
】

［訪．÷飼 　 ・A ・1・・

　　　　　　　　　　　　　　　； （ヂ 岨 z
・
（r・B’・・…

　　　　　　　　　 ハ　　　　　　　　　　　A
が 得 ら れ る．た だ し βLs

＝ （βκ）は未知母数 ベ ク ト ル β
＝（β，）の 最小二 乗推定量 で あ る．

　 さ ら に 同様の 議論に よ り n → 。。 （T → 。。 ）の とき

　　　　　　G）
…

ゑ  一 （÷）
2（D ’d − ti

’）

÷能 4 砺 司
2

　　（A・11）

　　　　　　　　　　　　　s （÷）
z（D

−−e）f，
　
’

　B
’・
（・）　dr

お よ び

（÷）
2‘d ＋ ° ’

乳曝 ）
2

噛 ∫協・
・曲 一

（∫ W （… 小
・．1
（f，

’

ZW （・・d・）］

とい う結果が得 られ る．ただ し de、（t＝1，．．．，T）は最小二 乗法か ら得 られる残差系列 を意味す

る．

　 以 ヒの よ うに n → 。。 （T → 。。 ）の ときの ラ ン ダ ム な項 の 評価 を総合 し， 最終的 に定理 2．1 で 示

した弱収束の 結果

　　　　　　　　　　　　　　　　　　か・β嵐 　 　 　 　 ・A・12・

が得 られ る．

［ii］ 次 に d二〇の 場合 に は こ の 結 果に 若干の 変更を加 え る こ と で 定理 2．2が 導か れ る．

例え ば式 （A ．5） はよ り簡単な形の
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u ‘

’”u ；；

［
tCT ）

　 5 ］．見．
．、． lv

（il− 1）・ ＋ ‘ （A．5）
’

に （t；（［t（T ）／s ］
− 1）s ＋ i（i；1，＿，s ））置 き換え れば よ い．

　また式 （A．8）は

≠÷自
・

，
・

・
：ls（÷）窯 ・ω 恥 ・dt （A．7）

’

に置 き換え ればよ い ．

　また こ こ か ら先 の 導出は d≧ 1 の 場合 と完全 に 平行 した議論 に な る の で，詳細 に っ い て は省

略す る．

［iii］　残 りの 証明は 弱従属過程 の 弱収束 に関す る標準的な結果と同様で あ る．一
般的な場合 に

は式 （2．11）の 分子 と分母の 両方を σ で 割り ， 初期条件は漸近的に 無視 し得 る こ とを示す必要

がある．

　こ こ で特性 多項式 φp（B）＝0， Φp（BS）＝O， θ
g （B ）＝0，θo （BS ）＝0 の根 の絶対値が 1よ り大

き い と の 仮定 の 下で は βo
＝ 1 お よ び β广 0 （ρ

∫）（ip　1く 1）を示す こ とは容易で あ る．た だ し， 確

率過程 Ut の 移動平均表現 を

　　　　　　　 ド
Ut＝

飭 恩 甑 斗網 濃．＞ it≧ 1ul9
？−1）・＋1 （A．13）

お よ び

κill− 1〕s ＋・〜瑠 二1）s ＋ 厂 鳥属％ − 1厨 一
ゴ （A．14）

と し た ．以上よ り t 値 の 分子 と分母 の 両方で 弱従属性 （weak 　dependence） の 影響 を調 べ る こ

と が で き る の で
一
般的な 場合の 証 明が 可能 とな るが ， か な り長 い （しか し標準的な）議論を行

う必要が ある の で 詳細 は省略す る．

定理 3．1 の 導出 ：

　
一

般性を失 う こ とな く季節 ダ ミー変数を用 い ，彎司 局鰯
＝Σ鍋 α擁

（f）
と表記す る こ と に す る．

こ こ で 1
，

0
（i；1

， ＿，s）は季節 指示関数で ある． こ こ で は煩雑さを避け るた め に p≧ 1，　P ≧ L
r ≧ s お よ び 1≦ p＜ S の 場合に っ い て 考察す る

’e
． こ の と き （S ＋ p ）次元の 状態 ベ ク トル ｛蕚｝は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P　　　　　　　 P

  II・ ＋・

− D ・］・ ＋ D ・Yi＋ DIY
・

・−1＋
、畏B；取 唱

A 靄 一
・母 （A．15）

と い う ベ ク ト ル 表現 をす る こ とが で き る， た だ し ， 誤差 項 W ＝（σ 、
Vc

、

’．1｝、 ＋ ，n
＿，σ lv （ゴ

ー21、 ＋ 1，

0，＿，O）は （s ＋ p）X1 の 確率変数 ベ ク ト ル で あ り ，　 a
’＝ （as ，

＿
，
a −p ＋ 正）は （s ＋p）× 1 の 定数

ベ ク トル を表 して い る．ま た，B广 4∫ασ（Φ尸，．．．，Φ卿）（ブ＝1，．．．，P ）は （s ＋ s ）対角行列で あ り，

1u
な お季節 ダ ミ

ー
変数が 含まれ ない 場合 に は，状態 ベ ク トル や その 他の 表記 を適 切 に 変更すれ ば よ い．ま た，

　s ≦ p≦ 2s，とな る場合 に も以 下 と同様の 議論 を 行 う こ とが で き る，例 え ば 2s＋ （p − s ）次元 ベ ク トル の 組

　を構成 し，そ れ に 対応 した適当 な変更 を 加え れ ば良 い が，こ うした 場合で も本質的な議論 は こ こで 与え た

　 ケ ーX と 同様で あ る．
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（A．16）

Io
　gbiΦ；

s −D
　　

…
　　φρ

Φ評
一P ）

0　　 0　　 φ1Φ ；
／s2 ／

・

i　 　 i　 　 　 O

　 　 　 　 　 　 　 　 O

O

…

0

：・

0

＝．
匡

0 0

　 　 0

φρ
Φ野

PD
　

…

　　　　　 φ1ΦID

　 　 　 　 　 　 O

0

00

0

　
…
　 iPPΦ／／

s
−P 冫

　　 0　　 ・

φ且
Φ囲　　

…
　　φ汐

Φls
一
ρ→ 1）

　 O　 　 　 　 　 　 　 　 　 D

　　 　　　　　　　　 O

お よ び

　　　　　　　　　　　　　　　　　　璽 ：）
は （s ＋p）× （s ＋p）行列であ る．

　時系列 モ デ ル の こ う した ベ ク トル 表現 は
一見複雑に 見え るが ， 特性方程式 に 関す る次 の 結果

を利用 す る こ とが で きる．

補助定理 A．1 ：式 （A．14）で 定義 され る ベ ク ト ル AR 過程の 特性方程式は

　　　　　　　　・（・）− iλP
［ls・，

一
・・］

一
・
P − 1

［・rA ・磯 λ
P −・

［・；
− A ・］1− ・

に よ り表現 され る． こ の とき次の 等式が成 り立 づ
1
．

（A ．17）

lt
レ フ ェ

Il一に よ り補助定理 A．1 の 別証明が 与 え られ たが，こ こ で は補助定 理 A ．2を 経由 した 証 明そ の もの

　 に も興 味 が あ る読者 も想定 L て 元 の 証明 の ア イ デ ア を少 し修正 した 議論を 用い て い る．
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ただ し Pi（i＝1，

の 解で ある ．
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　　。 （λ）一λ
P ・P

− 1・fi（λ一ρ1）fi［z・一λ
・
−1

Φii）一．．，一Φ伊］，
　 　 　 　 　 　 　 　 ‘＝1　　 　　　 ご嘉【

＿，p）は方程式

　　　　　　　　λ
P一λ

∫〉
− 1

φ且
一一・一

φρ
＝ 0 ．

（A．18）

（A ユ9）

補助定理 A．1 の証 明 ：

　補助定理 A．1 は次に 述 べ る補助定理 A．2か ら簡単に導 く こ とがで き る．一般 の 場合に は記号

が 複雑 に な る の で P ＝p＝2 の 場合 に つ い て の 証明を与 え て お く． こ こ で 特性多項式 （A．16）

は （s ＋ 2）× （s ＋ 2）行列の 行列式で λに っ い て の 2s＋ 2 次多項式 となる こ と に 注 意す る． 2次

多項式 a
、（λ）＝λ

2一
Φ｝

i〕
λ
一

Φ皇
冫

（」
＝1，＿ iS ）を用 い る と

c （λ）；

a
。（A）

　 0

　 0

− AP
− 1

　 0

＝ λP
（PD

＝λμ
P−D

一
φ1α 。

一
且（λ）

as 且（λ）

　 　 0

　 　 0

　 一
λ
P一且

α。（λ）

　 0

　 0

　 0

− 1

　 0

一
φ2a ，

− 2（λ）

一
φ1α s　2（λ）

　 　 0

一dila、− 1（λ）

α
。
一

，cλ）

　 　 0

　 　 0

　 　 0

　
− 1

　 　 0

− iplas．3 〔λ）

一iPlas− 2（／）

− iPlα．
・2 （λ）

　 a ．，（λ）　　
一
φ且α s一且（λ）

　　 O 　　　　 as −1（A ）

　 　 0　 　 　 　 　 　 0

一
φ2α∫（λ）／λ　　　　　　　0

一
φla 、（λ）／λ

一
φ2αsl （λ）／λ

　 　 0　 　 　 　 　 　 0

　 　 0　 　 　 　 　 　 0

0

0

0

a ］（λ）

00

一
φla ，（λ）

　 AP

　 O

0

　 　 0

一
φ2as −．1（λ）

一
φ2α 、 3 （λ）

　　 O　　　 al （A）　
一
φμ ，（λ）

00

一
φ2α、−2ω 0

一
φ1α ，

−2（λ）　0

　　　 　　
  ．一

φ且α⊥（λ）

　　　　　 O　 al （λ）

　 　 　 　 　 …　 　 　 0

　 　 　 　 　 …　 　 　0

λ

0

0

00

一
φ2α。（λ）

一
φla 、（λ）

　 A

　 O

0

ズ

0

　 　 o

一
φ2α s1 （λ）

　 　 0

　 　 λ

　 　 0

　 　 0

　 　 0

　 　 0

一
φ2α

。
− 1（λ）

　 　 0

　 　 λ
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1　　
一
φ且　

一
φz　　O　　
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0

0

1

0

一一
φz　 O

・
φ1

一
φ20

0

一
φ1

一
φ2　 0

0

’・．　 1　 一
φ1　

一
φ2

0　 λ　
一

λφ且

…
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と な る ． た だ し， こ こ で 行列 の 基 本変形 を 繰 り 返 し適 用 し た が ，最 後 の 変形 は （s ＋ p）x

（s ＋ ♪）行列の 行列式を s × s 行列の 行列式 に帰着 させ た こ とに注意する． さ らに ， 最後の 右辺

に現 れ た S × S 行列 （S ＞p）の 左下部分の pxp 行列を ゼ ロ 行列に 変換す る行列変形 に よ り次の

補助定理 A．2を用 い る と求め る結果を得 る こ とが で き る ．

（Q．E．D ）

補助定理 A ．2 ； s × s 行列 （s ＞ p）の 行列式に 関 して 次の 関係 が成立す る．

1　
一
φ1

…
　

一
φρ 　 0

000

一
φP

1　　
．一
φL　

…
　　

一
φか　　 0

0

一
φL、　

…

0

00

1　　
一
φ1　

一
φ2　

…
　　

一
φρ

0

一
φ1　

…
　　

一
φP　 O

λ　　
一
λφ1

…
　

一
λφP

− 1

0　　 λ　
一

λφ1

0 λ

　 P
＝H （λ

一
ρ1）　　（A．20）

　 ‘
一

且

た だ し実数 Pi（i；1，＿，p）は 方程式 λP一λ
P
　

igsi − …一
φ广 0 の 根 で あ る．

補助定理 A．2 の 証 明 ：

　sXs 行列 （s ＞p）の 基本変形 を用 い て 左上 （非対角）要素 を全て ゼ ロ に 変形す る．そ の 結果

と して 得 られ る行列 は

1　 0　 …

0　 1　
¶・

0

C1　
’”

0

0

0

1

…　 　0

0

0

Cs− 〔P
− 1 ／　

’”
　　Cs

と書 け る．た だ し行列 の ド側 は PXI ベ ク ト ル ｛C」｝け＝L ＿，．s ）を用 い て 表現 した の で ，問題

は pxptt 列 （C ， ：p−1．、，＿，Cs）の 行列式を求め る こ と に 帰着され る． こ こ で 行列 の 基 本変形に

よ り cζ
＝（

一
φρ

一Lλ，．．．，
一
φ1λ，λ）＋ φlc ξ1

⊥ …
　十φ♪c　9．−p，c9− 1

π （一φp ，λ，．，．。
一

φ1λ，λ，0）＋φlc‘− Lt
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＋ …＋ilpc（・− p
．1，＿，cl．一（p

−1）
＝（λ，O，＿，0）＋ g6　，c　1．−Cp− 2）＋

…＋ φpc9 − （2p− 1） で あ る こ とに注意 して

お く．さ らに ベ ク トル ｛C
」
；ゴ＝ 1、＿，s − p｝は

c广 φ1c貝 ＋ …＋φρ
c
ゴ
ーP （ゴ

＝ 1
， ＿ ， s

− P） （A．21）

な る差分方程式 を満 た す もの と して 定義 で きる． ま た 初期値 は （c ，P ” ，＿，c。｝
＝（

− 1）lp とす

る．こ の とき，任意 の ゴ；1，＿ ， s
− p に対 して

0　 0　
…
　 0　 φp

1　 0　
…

　 0　φP
− 1

（c ．
ρ
．1プ，＿，c

、
）一（c−♪． ゴ，＿，cゴ

ー1 ） 010 …
φP

−
、

0　 … 1　 φ1

（A．22）

と書け る こ とに注意す る． したが っ て ， 差分方程式を用 い て c
ゴ（ゴ

＝− p＋ 1，＿，s ）に つ い て の

代入 を繰 り返 して 得 られ る表現を整理 す る と p × p 行列 （e 。
−p− 1，＿，Cs）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 0　 0　
…
　 0　 φp

1　 0　 …
　 0　 φρ

一1

（c 、− p ＋ 1，＿，cゴ）
＝Alp＋ （c 一ρ

一且，＿，Co ）　0　 1　 0　
…
　φρ

一2

0　 … 1　 φ］

（A．23）

と表現 され る さ ら に pxp 行列 で あ る （A ．22）の 行列式を計算す る と，｛cノ｝に 関す る初期条件

を用 い る こ とで

IC，−P ＋ 1，＿，C ， 1；

0　 0　
…
　 0　 φp

1　 0　
…
　 0　φP−1

λ1
ρ
一
　〇　 1　 0　 …

　φP
−2

0　 … 1　 φ1

（A．24）

とな る こ とがわかる．右辺の 行列の 固有値は ρ1α＝1，＿，p）で あ る の で 式 （A．20）の 関係が得

られ る．

（Q．ED ）

定理 3．1 の 導 出 （続 き）

　補助定理 A．1 に よ り， 定理 3．1 に お け る安定 条件 は （A ．16）の 全て の 特性根の 絶対値が 1 よ

り小 さ い と い う こ とと同値で あ る こ とが わか る． した が っ て ，時系列分析の 標準的な議論 （例

え ば Anderson（1971）の 第 5章 を参照） に従え ば，た だちに 定理 を得る こ とが で き る．

（Q．E．D ．）

定理 3．2 の証 明 ；

　まず式 （3．4）両辺 に 4
ω

を 掛け て 期待値 を と る．す る と安定条件の 下で
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ai

　　　　　　　　　　　　 μゴ
＝ E ［y，

1
，

〔の
］＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （i＝ 1，・・．，s ）　　　　　　　　　　　 （A ．25）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1− bi

が 得 られ る ．こ の と き定常過程に っ い て の エ ル ゴ ー
ド定理 （例えば Anderson （1971） の Ch．8

の 議論が利用で き る） よ り，n → 。 。 に対 して

　　　　　　　　　　÷ゑ〃厂 ÷幺［
ln一

Σ 駄 ノ
＿1＞s

’＿t
n ゴ司 ］町÷、自・1

−

・ 　 　 ・A ・・6）

が成り立 つ ．同様 の 議論 によ り，〃ノに対 して ゐ
ω

を掛 けて 期待値をと る こ と で ，

　　　　　　　　　　　　咄
1 ）
］
「 呈評

・ ・薪・ ・嘸 ］ 　 　 （A ・27）

が得 られ る の で ， n → Q 。 に 対 して

　　　　　　　諱 ・一訓 趣 詞 ゐ謡［
α1＋
響鯛 　・A ・28・

が成 り立 っ ．さ ら に ai ＝（1− b，）tt，（i＝1，＿，s ）と い う関係を利用す る と，　 n → 。。 に対 して

　　　　　　　　　｝ゑ（y ，

− 9）
・一歩鮎イ

　　　　　　　　　　　　　　　結 畠1ゴ房
・÷自

α1（ai 十 2δμ 、

1一房

）一
・

1

　　　　　　　　　　　　　　　一吉縞 ，
・÷自…

一
… 　 　 （A・29・

とな る．また

　 　 　 　　 　 　 1　 7
’

　　　　　　
一
ア丹（Y・

　 s

− 9 ・）（9厂 9）

　　　　　　　　一吉罫翫
一
の ［自（・ i−b・9t− s ＋ a ・Vt）

− a］＋ ・P （1）

る係数に 対する最小二 乗推定量 の 分子 の 極限 （n → ・ 。 ）は

　　　　　　　禽・ 、
E［ナ幺（yt− ・・司 ・

i21
　bi・［髭 （yt− ・

一
・）9t− ・司

　　　　　　　　一 茎・〈舗 ・ 浄［
1　α1十 σノ十 2bitti　 一μi

歹 　 1一酵 　
一
μ

・ ］

　　　　　　　　一 ÷煢 ÷ ・・厂 ・…

て お く．こ の こ とか ら定理 の 主張す る結果 （3．15）が得 られ る，

（Q．E．D．）

（A．30）

とな る こ と も同様 に わ か る ．以 ．Lの 計算 か ら自己回帰 （AR ） モ デ ル を当て は め た時 に得 られ

（A．31）

と評価 され る．た だ し， こ こ で ai − （1− bi）Sti（i＝1，＿，p）と い う関係 を 用い た こ とを注 意 し
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