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多変量 Tukey −Kramer型多重比較法 とそ の 保守性

瀬　 尾 隆＊

， 西 山 貴 弘 ＊＊

Multivariate　Tukey−Kramer 　Type 　Multiple　Comparison　Procedures

and 　their　Conse「vativeness

Takashi　Seo ＊ and 　Takahiro　Nishiyama＊＊

　本論文で は，多変量 正 規 母 集 団 に お け る平 均 ベ ク トル 間の 多重比較法 に 対 す る保守 的 な 同 時

信頼区間 に っ い て 考 え る．多 重 比 較 の 中 の 対比較 と対照比較 に 対す る 多変di　Tukey −Kramer

（MTK ）型多重比較法 と そ れ ら の 性質が 与 え られ る．特 に 母集団 の 数 が 3 つ の 場合 に つ い て

MTK 型法 の 保守性 に 対す る被覆確率 の 上 限が そ の 被覆 確 率 の 変形 に よ っ て 導出 さ れ る，最後

に，い くつ か の 選ばれ た パ ラ メ
ー

タ に 対 して モ ン テ カ ル ロ シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に よ る 数値的結果

が 与え られ る，

　In　this　paper，　conservative 　simultaneous 　con 丘dence　illtervals‘or 　multiple 　comparisons 　among

mean 　ve 〔加 rs　in　multivariate 　normal 　populations 　are 　considered ．　Imnultiple　comparisons ，　the　mul −

tivariate　Tukey −Kramer 〔MTK ）type　multiple　comparison 　procedures　for　pairwise　comparisons 　and

for　co 皿 parisons　with 　a　contr   l　and 　thehr　properties　are　presented．　In　particular，　the　upPer 　bounds

of　coverage 　probabilities嬉or 　the　conservativeness 　of　the　MTK 　type　procedures　are 　derived　by　the

redu （比ion　of 　the　coverage 　probabilities　when 　the　number 　of　population　is　three．　Finally，　numerical

results　by　Monte　Car工o　simulations 　are 　given　for　some 　selected 　values 　of　parameters ．

1． は じ め に

　多変量正規母集団 に お け る平均 ベ ク ト ル に 関す る多重比較法 に つ い て の 同時信頼区聞を 考え

る．k 個の 多変量正規母集団に お い て ， 萬 を ∫番 目の 母集団か ら の 平均 ベ ク トル と し，焼 を並

べ た p × k の 未知行列 を M ＝［μ1，＿，μた］とす る． さ ら に ， 脅π［β1，＿，βκ］を M の 推定量 と し，

vec （X ）一一　NkP（0，　V   Σ）とす る． こ こ で
，
　 X ＝ 罐一M

，
γ は k × k 既知行列 ， Σ は p ×p 未知行

列 とし，vec （・） は 行列の 各列を縦 に並 べ る こ とに よ っ て作 られる列 ベ ク ト ル を意 味す る．ま

た ， S は vS が 罐 と独立で ，レ S〜
呪 （Σ，の とな る よ うな Σ の 不偏推定量 とす る．そ の と き，

平均 ベ ク トル 間 の 多重比較法に お け る同時信頼区間は次 の よ うな形で 表現 され る．

a
’

Mb ∈ ［a　
’thb± t（b

／

Vb ）
1／2

（α
’S α ）

L！2
］，　∀ α ∈ R1’

，∀ bEB ． （1）

こ こ で ，RP は任意 の 零で な い p 次元実 ベ ク ト ル ，　 B は k 次元 空間 に お け る r 個 の ベ ク トル か

ら成 る部分集合で あ り，t（＞ 0）は 次の よ うな T，：。 x 型統計量

＊
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瑞 一
鷺

・｛
（Xb ）

’

s
．−1Xb

　 め
tVb ｝ （2）

の 上側 100α ％点 の 平方根で あ る．こ の と き （1 ） の 被覆確率 （coverage 　probability） は ち ょ

うど 1一α に な る．

　多重比較法 に は い くっ か の 比較が あ る が，本論文で は，対比較 と対照 比較 に つ い て 考え る．

す なわ ち，対比較の 場合，ei を k 次元空間の 中の i番 目が 1で あ る単位 ベ ク ト ル とお くと，

（1）の 陪 は，

B − c ≡ ｛c ∈ Rk ：c − e厂 e
ゴ，1≦ i＜ゴ≦ κ｝

とな り ，
こ の と き r＝k（k − 1）／2で あ り， （1） の 同時信頼区間 は，

α
！

（μ 厂 μゴ）∈ ［α
’

（fi厂 li，）± t
＿ ，喚 α

’Sα ）吻 ，∀ α ∈ RP，1≦ i〈ゴ≦ κ

と表す こ とが で き る． こ こ で 嬬，。
、
p

は 次の よ うな 螺。 。
．
p 統計量

　　　　　　　　　　　Tk・x ・P 一騨 ｛
（

翌；測
　　　　　　　　　　　　　　

一
珥 a琴｛（x 、

−
Xj ）

’
（dijS）

− 1
（x 厂 X

」）｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 匹く」

の 上側 100α ％点で あ る．ただ し di
、

＝Vii
− 2Vii＋ 砺 で ある．　　　　　　　　　　　　　　

唱

　v ＝1 の場合，T
。。
．
p 統計量 は ， 本質的に 多変量 ス テ ユ

ーデ ン ト化範囲統計量 （1〜畆． 統計量）

と同等 で ある．こ の 鵡 。、統計量 の 上側 パ ーセ ン ト点 に っ い て は， ボ ン フ ェ ロ ニ の 不等式を利

用 した修正 2 次近似法 が与 え られ，近 似の 精度が 評価さ れ て い る （Siotani（1959），
　Seo　and

Siotani（1992）参照）． さ らに 標本数が異な る 場合を 含む ア ン バ ラ ン ス 型 （V ≠ 1）の 場合に お

け る修正 2次近似値が与え られ て い る （Seo （1995））．また，最近，　 V ＝1 お よ び V≠ ∬の それ

ぞ れ の 場合 に対 して ，非正規分布の一
っ で あ る楕円分布の 下で の 近似法 （1次近似，修正 2 次

近似）が与 え られ，非正規性の 影響が 調 べ られ て い る （Seo （2002），　Okamoto　and 　Seo （2003），
Okamoto （2005））．一

方 ， よ り簡便な手法 と して，一変量 の 場合 の Tukey−Kramer法 （Tukey

（1953），
Kramer （1956，1957）） を多変量 に 拡張 した多変量 Tukey −Kramer 法が 提案 されて い る

（Seo，　Mano　and 　Fujikoshi（1994））． こ の 多変量 Tukey −Kramer 法 は，与え られた任意 の 正定値

行列 V に 対す る 1司時信頼区間を求 め る際に 必要とな る 鋸。。，p 統計量 の 上 側パ ー
セ ン ト点 を，

V ＝ 1 で ある T諾。 。
．
， 統計量 （すな わ ち R 畆． 統計量）の 上側 パ ーセ ン ト点で 代用する近似法で あ

る． また ，
こ の 手法の 重要 な性質の

一
っ と して ，「多変量 Tukey −Kramer 法は 常に 保守的な同

時信頼区間 を構 成す る」 と い う多変量
一

般化 Tukey 予想が 知 られ て い る ． こ の 予想 は， 3 つ

の 平均 ベ ク ト ル （k＝3）の 場合 に ，Seo
，
　Mano 　and 　Fujikoshi（1994） に よ っ て 肯定的 に 証明 さ

れ て い るが，k≧ 4 に っ い て は未解決 な 問題 （予想）と して 残され て い る．また，　 k ＝3 の 場合

に お い て ， 多変量 Tukey−Kramer法 に よ る近似同時信頼区間が， どの 程度保守的で あるか研究

され て い る （Seo （1996））． これに 関連 して
，

一
変量 の 場合に お ける

一
般化 Tukey 予想に つ い

て は，Hayter（1984，1989），　Brown （1984），　 Spurrier　and 　lsham （1985），　 Uusipaikka（1985）な

ど の 研究が あ り， Somerville（1993） が そ の保守性 の程度 を与 えて い る．

　次に ，対照比較 の場合，k 番 目の 母集団を コ ン ト ロ ール とす る と ，

B ＝D ≡ ｛d∈ Rk ：d＝e厂 ek ，　i＝1，＿，　k − 1｝

とな り，そ の と き，r ＝k − 1 で あ り， （1） の 同時信頼区間は 次の よ う に な る．

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

多変量 Tukey −1（ramer 型多重比較法 と そ の 保守性 81

α
’

（μ厂 μ 、）ヒ ［α
’

（廐
一
瓜 ）± t＿

．
、 （d 、、

a
’Sa ）

’12
］，∀ α ∈ RP，　H ，＿，κ一1，

こ こ で ， 塩 。
．
。
は次の よ うな T，1　a。

　’。 統計量

　　　　　　　　　　　塩 ・一
響 ド窄；器剄

　　　　　　　　　　　　　 一 max ｛（Xi − Xk ）
’

（dii、S ）（X 、
　
一一

・Xk−）｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝L．．．，h−1

の 上 側 100α ％点で あ る．

　対照比較の 場合に おい て ，修正 2 次近似法 に よ る近似値 お よ び多変量 Tukey −Kramer 法 タイ

プ の 保守的な手法が Seo （1995） に よ っ て 提案 され て い る．本論文 で は，対比較 と対照比較 に

対す る 多変量 Tukey −Kramer 型多重比較法 の 保守性の 程度に お け る上限を与え る．

　本論文の 構成は以 下の 通 りで あ る．第 2 節で ，多変量 Tukey −Kramer 法の 紹介と そ の 保守性

に つ い て 述 べ る．第 3節で Seo （1995）に よ る対照比較にお け る保守的な方法 を紹介 し，そ の

保守性の 上限に っ い て 示す．第 4 節 で ，モ ン テ カ ル ロ ・シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に よ る数値実験 の 結

果を与え ， 数値的な保守性の 程度を示す．

2． 多変量 Tukey ・Kramer 法

全て の 対比較 に 対す る多変量 Tukey −Kramer 法 に よ る同時信頼区問は，次 の よ う に な る ．

　　　　　　　a
’

（μ f
一

μk ）∈ ［a
’

（fii− t2k）±tp　 d
η

α
〆Sa ］，∀ a ∈ RP，　1≦ κ ブ≦ k．　　　 （3）

こ こ で t9 は ，　 V ＝∬ の と き の T 　
。。
、
P 統計量 の 上 側 100α ％ 点 ，

つ ま り，　 t9− q2／2 で ，

ゲ≡ g猷、（α ）は，パ ラ メ ー
タ k，　y の p 変量 ス テ ユ

ーデ ン ト化範囲統計量 の 上 側 100α ％ 点で あ

る，多変量
一

般化 Tukey 予想 と して
， 「（3）の 被覆確率は

， 与え ら れ た 任意 の 正 定値彳
．
i’列 V

に つ い て 1一α 以上 に な る」 と い う予想が あ り，k＝3 の 場合，　 Seo，　Mano 　and 　Fujikoshi（1994）

で理論的に証 明されて い る． こ こ で は同様の 変形を用 い る こ と に よ っ て 保守性の 程度 を導 出す

るた め
， 以 ドに Seo

，
　Mano 　and 　Fujikoshi（1994）の 証明 の 概略を述 べ る．

　まず，Hochberg （1974）の 多変量へ の拡張 と して 次の 定理 が成 り立 つ ．

定理 2．1． T
，k。 x．p 統計量 の 分布は，喝

＝
妬
一2砺 ＋

吻 を通 して 行列 V に 依存す る．

　定理 2．1 よ り，す べ て の 房 （1≦ ゼくブ≦ κ）に 対 して ，喝
＝d を 満足す る 7需。．．。 の 分 布 は ，

γ＝1 の と き の T盛、 。．， の 分布に 等 しい ．すなわ ち， そ の ときの （3） の 被覆確率 は正確 に 1一α

で あ る ，

　次に確率

Q （t，V，　B ）＝ Pr ｛（Xb ）
〆
（レS）

1
（Xb ）≦ ’（b

’
Vわ），∀ ゐ∈ B ｝ （4）

を考 え る． こ こ で，t は任意 の 固定 された定数 とす る．一般性を失 うこ とな く，（4） の 確率

を考 え る と き に は Σ＝lpと仮定す る こ とが で きる．

　t＝tβ（≡ ti／v ），B ＝C の と き，（4） の 被覆確率 Q（t；］，臥 C ）は， （3） の 被覆確率を表 して

い る．

定理 2．2． γ＝B ’B を満 た す正則行列 B が 存在 しtF

＝｛γ；γ
＝（b

’Vb ）
− 1〆2Bb

，b∈ B ｝とす る と

き ， 確率 （9  ，V，B）を 次の よ う に書 く こ とが で き る．
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　　　　　　　　 Q （t，V，　B）＝EL ｛Pr（Yr）
’L厂 ］Yr ≦ t　for　any γ∈ r｝，

た だ し
，
L ＝ diag（el，＿，勾 で

，
そ の 確率密度関数 （例え ば ，

　 Siotani
，
　Hayakawa 　and 　Fujikoshi

（1985， p，450）を参照）は，

　　　　　　　汽 （

　 P2iZ
π

s・）F，（Sp）呵
一罰 妙

D
癒・・

一
勾

で あ り ， rp（n ）＝π
P（P− 1）μ H  一IF （n

− （i− 1）／2）． ま た ，　 Y ＝［Yl，＿，翫 ］は L と 独立 で ，

Y1．・・，　Yk は ，互 い に 独立で Np （0，ち）に 従 う．

　さ ら に，B の 特別 な場合 と して ，　 B に よ っ て 張られ る空間 の 次元 を 2 とす る と，次 の 定理 が

成 り立 っ ．

定理 2．3． 昼π｛わ1，＿，bm｝に よ っ て 張 られ る空間の 次元 を 2 とす る と，

　　　　　　　　　　　　　偽「llr
− （δ∫，　O，＿，0），ゴ

ー1，…，　m ，

とな る 直交行列 H が存在 し，（ただ し，δ
ゴ
ー［cos βゴ，　sin βゴ］

ノ

は，δ∫δ∫
＝1 の 2次元 ベ ク トル ），

確率 Q（t，V，　B ）は ，

　　　　　Q・・，・V，・B ・一恥 ［・・匿 ・・s2 ・ei− ・団 ・・ any ・
− 1，…，m ｝］ …

と表 され る．た だ し，θ1，＿，θp は互 い に独立 に ［O，　2π ）の
一様分布 に 従 い ，R ＝ diag（rb＿，　rp）

で ， r12，＿，ずは彑 い に 独立 に xS 分布に 従 う．さ ら に，　R と，　L ＝diag（e1，＿，ら）とは互 い に 独

立 で ある．

こ こ で ， Q（tB，　V，　iC）に 関連 して ， 任意の 0＝β】≦
…≦魚 ≦ π に対 して ， 次の 確率

　　　　　・（β・、…，βm ）一・・｛か・c・s2 （・1
− B」）・ t … any ブー1，…，　m ｝　 （・）

を考え る．た だ し，Wi ＞ 0，　t＞ 0 で
， θ1，＿，θρ

は互 い に独立 に ［0，2π）の
一

様分布に従う とす る．

こ の と き ， 確 率 （6 ） は 任 意 の 0一β1≦ ＿≦β一≦ π に 対 し て ， β2
＝

π／m ，β，
＝2πfm，＿

β，厂 （m −・1）re／m の と き最小 とな る こ とがわか る．よ っ て ，　 t＝弗（≡ t9／v ）， B ・＝C で あ る対比

較 の とき，k ＝3，　 m ＝3 で あ り，ま た，γ1，γ2，γ3 が等角度で あ る こ と と，砺
＝

砺
一2砺 ＋ 砺

＝d

（constant ）で あ る こ とは同値で あ る こ とよ り，次 の定理 が成 り立 っ ．

定理 2．4． k＝3 の とき ，　 a
’

（μ 、

一
μi），1≦ iくブ≦ k，∀ α ∈ RP に 対 して ，多変量 Tukey −Kramer 法

に よ る同時信頼 区間 は保守的で ある．すなわち，

　　　　 P 「｛al （μ「 μゴ）∈ ［a
’
（廐

一
β∫）士 ’

p
　4u α

’
8α ］，∀ a ∈ R ρ

，1≦ iく」≦ k｝≧ 1一α

　こ の よ うに，k＝3 の とき，多変量一般化 Tukey 予想が成 り立 っ こ とが理論 的に示 され た．

　さ ら に ， 上 に 述 べ た定理 の 証明 の 中で ， 確率 （6） が最大 とな る の は β1
＝
β2

＝
βヨ （m ；3 の

とき）で あ る こ とよ り，次の 定理 を得 る こ とが で き る．
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定理 2．5． k＝3 の と き ， 任意 の 正定値行列 y に っ い て 次の 不等式 が成 り立つ ，

　　　　　　　　　　1一α
一Qαニノ，0 幻 （tb γ，　c ）＜ Q（ぢ Ve，　c ），

こ こ で ， tJ− tS／・，　C − ｛・ER
κ

・・ 弘
一

・戸 彑 く 疼 鳶｝ で ， 行 列 Ve は 属 一妬 ＋VEI，1
（i，ブ，4 は全て 異な る）の 一

っ を満たす行列 で ある．

　定理 2．5 の 行列 Voの 条件は，　 Seo （1996） の 結果を含む厳密 な条件 とな っ て い る． こ こ で 注

意 す べ き こ と は，々＝3 の とき，vaJ， ＝灰 ＋ 砺 〔i，ブ，　f は全て 異 な る）の
一

っ を満た す と い

う条 件 ， す な わ ち ， 価 「「 厩言
1
＋ 砺 「， ま た は ， π 「＝ 砺 ＋

〜煽 ， ま た は ，

癒 「 匠逗＋
〜履 を満 た す行列 Voは正 定値行列 と して 存在せ ず ，半正定値行列 と して 存在

す る こ とで あ る．

　次に ，母集 団間 に 相関 が な く各標本数が 異な る場合に は V は対角行列 に な る の で ， y
「
二 diag

（nfL ，．．，η の の場合 の T
、、1。x ．， 統計 量を考 え る． こ の と き，　 T

．lax．p 統計量 は

　　　　　　　　　　　　塩 ・

一
鵯

・［
（

響 驚剄
とな る．一般性を失 う こ とな く，η ≦ ηゴ と仮定す る こ とが で き，鴫＝ η ノη

丿
とお く．そ の とき

　　　　　　　　　　　T
・＃・ x・・

一
隅

・［
竺 α

響瀞
一a 　’°

’
　u ゴ）

］・

とな る． こ こ で ，Ui ＝而7（n

角
一

μ∫）
〜N

，
　（O，1），　pS 〜

　Wp （L の で あ る．よ っ て α
》

→ 0 とす る と，

　　　　　　　　　　　　　瑞 …

＝公書・ら 珊鰹 1
｛u ｛s

−
’

u ・｝

と な る． ま た κ＝3 の と き， 轄 。、 統 計 量 の 分布 は 妬 ＝厩 ＋ 〉煽 ， ま た は ， 妬 ＝

砺 キ
v甌 ，また は，妬 ＝

〜廊 ＋ 〜廊 ，
っ ま り， 画 「「 履 ＋ 砺 （i， 」，

4 は全て 異 な る ）

の
一

つ を満たす 暗。 。
．
p 統計量 と同 じ分布 に な り，定理 2．5 よ り ， 任意 の 対角行列 V に つ い て ，

Q（t；，，V，　C ）＜ Pr｛館。x ＜ t；｝が成 り立 っ ．ま とめ る と次の 結果が得 られ る．

系 2．6． k＝3 の とき，任意 の 対角行列 V に っ い て ，次の 不等式が成り立 つ ．

　　　　　　　　　　1一α ＝Q（t；，LC ）≦ Q （tB，　V，　C ）〈 Pr｛Tax＜ 堵｝，

こ こ に 暗。 x
；maxH ．，，．、κ一1 ｛α18

−lu
，｝で あり，　 Ui，　i＝1，＿，　k − 1 は彑 い に独立 に Np（O，1）に従 い，

vS は Wp （L レ ）に従 う．

　3， 対照 比較 における保守的な手法

　 こ の節で は，対照比較 に お ける保守 的な 手法に っ い て 述 べ る．対照 比較 に対す る同時信頼係

数 1一α を もっ 同時信頼 区間 は，次の よ う に 与え られ る．

　　　　　 a
’

（μ ，

一
μκ）∈ ［at （μ厂 fiκ）± t，nax ’ct　 di、　a

’

Sa ］，∀ a ∈ R ♪
，　i− 1，＿，　k − 1．

こ こ で t乱、。
．
。
は，鋸 。x ，。 統計量 の E側 100α ％点 で あ り，保守 的な 同時信頼区間は次の よ う に

予想 される （Seo （1995）），

　　　　　　 α
ノ

（μ厂 μ、）∈ 匚a
！

（fi厂 fik）土 t。
　 d、k

　a
’

Sa ］，
∀ α ∈ RP ，

　i− 1，＿，　k − 1．　 　 （7）
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こ こ で 置
，∈ ‘

。 （α ；ρ，k，　v ，　V，）は V ＝Vlの と きの T、、a。 ．。 統計量 の ヒ側 100α ％ 点 で あ り，　 Vl は

砺
＝ 娠 ＋娠 ， 1≦ K ゴ≦k − 1を満た す行列で あ る． こ の 予想 は k ＝ 3 の 場合で ，Seo （1995）で

肯定的に 証明され て い る が，k ≧ 4 で は 未解決な 問題 と し て 残され て い る．

　対 照比較の 場合，t＝tS＝t9／v，　B＝D ≡ ｛d∈ Rk ：d＝ei
−

ek，　i− 1，＿，　k − 1｝とお くこ と に よ っ

て
， （4 ） の 被覆確率 Q（tE，　V，　D ）は （7 ） の 被覆確率 と一致す る こ とが わか る． また ， 定理

2．2 よ り，確率 Q（t；，V，D ）を次の よ うに 書 く こ とが で きる．

Q（t9，　Vl，　D ）＝EL ［Pr ｛（yγ）
tL −

｝Yγ≦ tE　for　any γ∈ F｝コ，

ただ し，r＝｛γ ；γ
＝（d

’Vd ）
i〆2Dd

，　d ∈ D ｝で ある．

　さ らに ，D ；｛dl．・．，　dm｝に よ っ て 張 られ る空間 の 次元 を 2 とす る と，定理 2．3 よ り確率

Q（t9，　V，D ）は

・・鵬 一E
・．R ［・構 1・・s2 ・e，

一
・・顧 ・・ any ・

− 1，・｝］
と表 され る．

　こ こ で ， Q（tξ，　V，D ）に 関連 して ，任意の 0＝β1 ≦β2≦π i ’♪ 0 に対 して ， 次の 確率

・・離 ・一・・匿 ・・蜘 ・・ tl … any ・− 1・・｝ （8）

を考 え る． こ の とき確率 （8） は任意 の 0＝β1≦β2≦ π に対 して ，β，

一
β，

＝ π／2 の と き最小に な

る こ とが わか る．よ っ て ， β，
一
β1

＝
π／2 で ある こ と と，d12＝d13＋ d23で あ る こ と は同値で あ る

こ と よ り，次の 定理 が 成 り立 っ ．

定理 3．1． k＝3 の とき， α
’
（μ∫

一
焼 ），　i＝1，＿，k− 1，∀ α ∈ R ρ

に対す る （3）式に よ る 同時信頼

区間 は保守的 で ある、すな わ ち
，

Pr ｛at （μf
一

μκ）∈ ［α
’

（βz
−一
βκ）± t

。
　dikα

！

Sa ］，∀ α ∈ R ρ
，　i＝1，．．．，　k

− 1｝≧ 1一α

　こ の よ う に ，k＝3 の と き ， 対照 比較に対す る 保守 性の 予想が 理論 的に 成 り立 つ こ とが 示 さ

れた．さ らに ，上 に 述 べ た定理の 証明の 中で ，確率 （8） が最大 とな る の は，β，
＝β，で あ る こ

とよ り，次 の 定理 を得 る こ とが で きる．

定理 3．2． k＝3 の とき，任意の 正定値行列 V に つ い て 次の 不等式が成 り立つ ．

1一α ＝ Q（tJ，
　V

，，
　D ）≦ Q（tE，　V，　D ）〈 Q（t；，　 VL，　D ），

こ こ で tE＝tぎ（α ；p，　k，　v，　V，）ん，　D ＝｛d ∈ R κ
：d＝e厂 ek，　i　＝1，＿，　k− 1｝で あ り，　 V

］
は d12＝

d13＋ dz3を満た す行列 ，
　 Vzは 〜煽 ＝PVUi− vaE1を満 たす行列で ある．

　対比較に対す る定理 2．5 の 行列 Vo と同様 に定理 3．2 の 妬 ＝1砺 一
〜煽 1を満 たす行列 ％

も正定値行列 と して存在せ ず ， 半正定値行列 と して 存在す る こ と に 注意す る．また，定理 3．2
で は，対照比較 の 場合，対比較 の 結果 と異な り， V ＝ ∬で な く V＝Vlの とき の 統計量 の パ ー

セ

ン ト点 を用い る 同時信頼 区間が，常 に保守的な同時信頼区間 を構成す る と い うこ とを意 味 して

い る．

　対比較の 場合 と同様 に対角行列 V に 対す る同時信頼区間を考え る と次 の 結果が得 られ る．
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系 3．3． k＝3 の とき，任意の 対角行列 V に つ い て，次 の 不等式が成 り立 っ ．

1一α ＝ Pr ｛T　
ax ＜ 『3｝≦ Q（濫，　 V，　D ）く Pr ｛Tk2＜ 鋸｝，

85

こ こ で 『こ＝ 『1ん ， 曙は 系 2．6 で 定 義 し た 難 、。
の 上 側 100α ％ で あ る． ま た Tk2は ， 自由度

p，n
−
p＋ 1 の npf （n

−
p ＋ 1）Fp、，、−p ＋ 1 分布に 従う．

　さ ら に
，

こ の 結 果 と 系 2．6 よ り ， 癨く rξ〈 tS と な る こ と が わ か る ． た だ し t2＝

nP ／（n
− p ＋ 1）Fp，。−p ＋ ⊥（α ）で あ り，　 Fp．，　p ＋ 1（α ）は 自由度 p，　n

−
p＋ 1 の F 分布 の ト側 100α ％

点 で ある．

4． 数 値 実 験

　こ の 節で は， モ ン テ カ ル ロ 。シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン によ る 7諸ax ．p 統計量 と 71蓋a。 ．。 統計量 の ト側

パ ーセ ン ト点 と被覆確率 の 実験結果 を与え る． い くっ か の パ ラ メ ータ に 対 して 1
，
000

，
eOO 回の

モ ン テ カ ル ロ
・シ ミ ュ レ

ーシ ョ ン を行 っ た，標本共分散行列 S は 毎回独立 に Np （0，ち）か ら

（ン＋ 1）個 の 正規乱数を用 い て 計算 して い る．

　表 1 は， シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に よ っ て 得 ら れ た Tm
。 。
、
p （

＝ 鳫 ）統計量 の 一ヒ側パ ーセ ン ト点

ら（の itp （α ；p，　k，レ，　V）と被覆確率 の ヒ限を与 え て い る．数値実験 に お け る パ ラ メ ー
タ は以

下 の 通 りで あ る．α
＝O．1

，
0．05

，
0．Ol，

　 p＝1
，
2

，
5，

　 k ＝3， ン
＝20

，
40

，
60， ま た行列 V と して 単

位行列 1 と，痰 「謳 研 「＋砺 「を満たす以下 の よ うな半正定値行列

ー
222042402

ー
　

＝

　

％

を用 い た．

　行列 Voは半正定値行列な の で ，　 vec （X ）の 分布 は非正則，すな わ ち退化 して い る．よ っ て，

非正則 な多変量 正規分布 の 乱数 を得 るた あ に ， 次 の よ うな変形を考え た．

v… 一〃圏 砌 一・H ！・・” ・・

こ こ で H は kP × kP 直交行列，　 Hl は kP　X 　r 行列 で ，研 El ； 1 を満 た し，1）
λ
＝diag （λb＿，

λr）

で あ る．た だ し， λ1 は ， 巧  Σ の 固有値で ， す べ て の i＝1，，．．，r に っ い て A1＞ 0 で あ る．さ らに，

1）a ＝diag（Vll，＿，　X ）と し，　 F ＝
　HiDa とお くと，　 Vo＝RF

ノ
が得 られ る．こ の よ うな行列 F

と u 〜Nr（O，∬r）を用い る と，　 vec （X ）＝F 〃 は分散共分散彳
一i列 Vo  Σ の ラ ン クが r 〈 kP で あ る

非正 則 な kP 変量 正規分布に 従う確率 ベ ク トル とな る．表 1 の V。
の 場合は ， 例え ば p ； 1の と

き r ＝2 で ，D λ と F は そ れ ぞ れ，

1僚・
π

π

πー
　

＝

　

F−
04ρ

UO

「
　

＝

　

え

　

D

とな る．

　表 1 よ り， V ＝ 1 の 場合 の 上側 パ ーセ ン ト点 tp（＝tp（1））は常 に最 も大 きな値 を と り，　 Veの

場合の 上側パ ー
セ ン ト点 tp（Vo）はそ れ ぞれ の パ ラ メ

ー
タ に 対 して ，任意 の 正定値行列 v の 下

限 の 値 とな っ て い る こ とがわか る． っ まり，対比較 の 場 合 の 保守性 に 対す る被覆確率 の 上 限
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表 1　 対比 較 に 対す る Tm。。、p 統計量 の 上 側パ ーセ ン ト点 と被覆確 率 の ．ヒ限

P μ α tp（∬） t・P（v ・） Q（t：，Vu7（］）

1

2

5

20

40

60

20

40

60

20

40

60

01051

 

05101051010510105

ユ

0105

ユ

0105

ユ

 

05

ユ

0105

ユ

じ

α

位

住

α

q

α

α

α

0，

0。

巳

0，

α

D

α

α

0

α

0，

0

肱

α

0

α

0．

0

007943732606598261757326340837831209002597533935972398251041040028696596883818696a

幺

232

。

且

3，

2。

2

生

a2

乳

Z23

ユ

Z

翫

44443433

35561400033258922694679450448202860732467383D624504473β

沿

770

が

后

　。0

面

ゐ

7

」

252

ユ

ち

22

　72747

　’32

ゐ

2

22L22

。

1221322322322543433433

608609619608609610608610611985985985985985986985986986999999999999999999999999999UOOOOOOOOOOOOOOOOOODODOOODO

Q（tJ，
　Ve

，
　C ）を シ ミュ レ ー シ ョ ン よ り求 め る こ とが で き る （表 1参照）．例え ば，　 p ＝ 2，α ＝ O．

1，レ
＝20 の場合で は，任意の 正定値行列 V に っ い て ，O．9≦ Q（tJ，　V，　C ）く O．958 とな る こ とを

示 して い る．

　表 2 は
，

Tma
．
．c （一 za ）統計量の 上側パ ーセ ン ト点 t

。 （V ）≡ t
、 （α ；p，　k，　v，　V ）と 被覆確率

の 上 限 Q（t：，琢 D ）を与え て い る．数値実験に 対す る パ ラ メ
ー

タは以
．
ドの 通 りで あ る． α

＝e．1， 0．05，
0．Ol，　 p＝1

，
2

， 5，　 k＝3，り
＝20

，
40

，
60，また，行列 V に つ い て は単位行列 ∬ と，

以下 の 4通 り の 行列 に おい て 実験を行 っ た．

恥 臨 1網ii豺
嚇訓 駐 ［i諷
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表 2　 対照 比較 に 対 す る Tn、。。．。統計量 の 上 側パ ーセ ン ト点 と被覆確 率 の ．HSN

P ・ 　 α 　 奴∬） 奴y の t，（V 、2 ） t。（y 、、＞ t、（lf・2） 9艦 y ・ ・，助

1　 20　 0．01

　 　 　 0．05

　 　 　 　 0．1

　 40　 0，01

　 　 　 〔〕．05

　 　 　 　 0．1

　 60　 D、01

　 　 　 D．05

　 　 　 　 0，1

2　 20　 0．01

　 　 　 0．05

　 　 　 　 0．1

　 40　 0．Ol

　 　 　 〔〕．05

　 　 　 0．1

　 60　 0．01

　 　 　 0，05

　 　 　 0，1

5　 20　 0．Ol

　 　 　 O．05

　 　 　 0．⊥

　 40　 0．01

　 　 　 〔〕．05

　 　 　 0．1

　 60　 0，01

　 　 　 〔〕．05

　 　 　 　 0．1

3．125　　　3，145

2．37ア　　 2，410

2．026　　　2．064

2．951　　　2，969

2．292　　　2．321

1．970　　 2．005

2．898　　　2．913

2．266　　　2．292

1．951　　　1．986

3．837　　　3．S58

3，035　　　3，068

2，661　　　2．701

3．516　　　3．531

2．853　　　2，877

2．529　　　2．561

3．421　　 3．435

2．798　　 2．82e

2．488　　 2．518

5．672　　　5．アU2

4、621　　 4，660

4．147　　 4．193

4．735　　 4．751

4、Ol⊥　　 4．037

3．661　　 3．694

4，496　　 4．505

3，847　　　3，869

3．528　　　3．556

3．1462

、4092

、0642

．9672

．3212

． 062

．9132

．29iL9863

．8583

．06S2

．7013

，5312

，8782

，5613

．4362

．8202

．5185

．7014

．6614

、1934

．7514

、0373

、6944

．5〔〕63

．8693

．557

2，845　　　 2、845

2．086 　　　 2．086

1，724　　　 1．724

2，7〔〕5　　　 2、705

2．021　　　　2．021

1，684　　　1．684

2．659 　　　2．659

2，000　　　 2．000

1．671　　　1．671

3、533　　　　3，533

2．723　　　 2．723

2．342　　　　2．342

3、264　　　 3．264

2，577　　　2．577

2．239　　　 2．239

3．184　　　 3．184

2．532　　　 2．532

2．2〔〕7　　　 2．207

5．270　　　 5．270

4．223　　　4223

3．745　　　　3．745

4，457　　　4．457

3．710　　　 3．710

3，345　　　 3，345

4．244　　　 4、244

3．571　　　　3，571

3．235　　　3．235
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Vll，玲 は
，
　 d

】2
＝ d13＋ d ，．3 を満 た す正 定値行列 の 1 例で あ り ， ｝弖1，％2 は ， 砺 ＝i妬 一VUE　1

を満たす 半正定値行列の 1例 とな っ て い る．脇 の 場合 は ，例え ば p＝1 の とき，tc（％⊥）を求

め る際に は，r ＝ 2 とな り， 圦 と B はそ れ ぞれ次 の よ う に得 られ る．

DA − ［1劉鋸1
　表 2 よ り， V” ，玲 の 場合 の ト側パ ーセ ン ト点 は 同 じ （t。（Vl1）＝t、（V12））で ，か っ 常 に 最 も

大 きな値をと り， Vm
，
　V22の 場合の 上側 パ ーセ ン ト点 も同 じ値 （t。 （VL1）＝’

。 （脇 ））を と り ，
そ れ

ぞ れ の パ ラ メ
ー

タ に 対 して ，任意 の 正定値行列 V の 下 限 の 値 とな っ て い る こ とが わ か る．ま

た，対比較の 場合 と同様に ， 対照比較の 場合の 保守性に 対す る被覆確率 の上 限 Q（t9，
　VL

，
　D ）が

与え られ る （表 2 参照 ）．例え ば，α ＝ 0．1，ン ＝ 20 の 場合で は ， 任意 の 正定値行列 y に つ い て ，

09≦ Q（tE，　V，　D ）く0、948 とな る こ とを示して い る．

　表 3 は，行列 V が対角行列 の 場合 の Tm
、。
．p 統計量 の 上側 パ ー

セ ン ト点 tp（1）と，系 2．6で 述

べ た 鑑 。、
の 上側パ ーセ ン ト点 『

、 ，Pr｛館 。 ．
＜ tl（の｝の 値，　 Tk 統計量 の 上側パ ー

セ ン ト点 tk， お
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表 3　対角行 列 V に お け る F．側パ ー
セ ン ト点 ’。と tkお よ び被覆確率の 上限

1） u 　 α 　 t
。ω 　 tc 　 P ・｛瑞 ．

＜ t言（η｝　 tk　 P ・慌 く 瑠
1　 20 　 0，01

　 　 　 　   ．05

　 　 　 　 0．1

　 40　 0，01

　 　 　 　 0．05

　 　 　 　 0．1

　 60　 U，01

　 　 　 　   ．05

　 　 　 　 0．1

2　 20　 0．Ol

　 　 　 　 O．05

　 　 　 　 0．1

　 40　 0．Ol

　 　 　 　 O，05

　 　 　 　 0，1

　 60　 0．Ol

　 　 　 　 D．05

　 　 　 　 ｛｝．1

5　 20　 D，01

　 　 　 　 0，05

　 　 　 　 0．1

　 4〔｝　　0．Ol

　 　 　 　 O．05

　 　 　 　 u．1

　 60 　　〔】、Dl

　 　 　 　 O、05

　 　 　 　 0．1
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00000000000000000

 

000000

よ び，Pr｛窄 く 瑠 の 値 を与え て い る．表 3 よ り保守性 の 程度 の 上限が 数値 的 に み る こ とが で

きる．

　表全 体を通 して 被覆確率の と り得 る範囲 は ρ に 依存 しな い こ とが わか る．さ らに，被覆確

率の と り得る範囲は p の 値が大 き くな る に つ れ て ，大 き くな る傾向が ある こ と もわ か る． こ の

よ う に，多変量 Tukey−Kramer型多重比較法を用 い る際に保守性の 程度を把握 して お くこ と は，

役立 っ 情報 と して 参考に な る で あ ろ う．
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