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　Vonesh　and 　Carter型 の ラ ン ダ ム 係 数成長曲線 モ デ ル に お け る平均母数 に 線 形制 約 を付 与 し，

リ ッ ジ 回帰分析 を行 う方法 を提案す る．推定量 と分散 の 記述を行 い モ デ ル 選択 の た め の 交差確

認 基 準 の 導入 を 行 い，実 デ
ー

タ の 解析へ の 応用 例 に っ い て 紹介す る．こ の 実 デ
ー

タ へ の 解忻結

果 よ り，交差確認基準 に よ る 予測誤 差 の 小 さ い と い う意味で ，予測 制度の 高い 解析 を 行え る こ

とが 分か っ た．

Key　W砂 ゐ antl 　Phrases： Growth　curve 　model
，
　Random 　coefficient 　model ，　Repeated　observations ，
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1． は じ め に

　成長曲線 モ デ ル （Wishart，1938；Rao，1959；Potthoff　and 　Roy
，
1964）に よ る デ

ー
タ解析 に 関

して ，Newton −Raphson 法や E−M ア ル ゴ リ ズ ム の 適用に よ る最尤推定値を数値的に 求め る方法

が 提案 さ れ て い る （Laird　and 　Ware ，1982；Laird，　Lange　and 　Stram，1987）．しか し， こ れ らの ア

ル ゴ リズ ム で は 必ず し も 解が 収束す る と は限 らず，ま た，収束 して い る よ う に み え て も そ の

値 が 「最尤解」 に な っ て い る 保証 は 与え られて い な い ． そ れ に 対 し て ，Vonesh　and 　Carter

（1987） は，繰 り返 し算法 を用い な くて もよ い 簡便 な推定方法 を提案 した．そ の 後 ， Ohtaki

（1994） は，彼 ら の モ デ ル を 基に して 母数 に線形構造を導入 し，
モ デ ル に内在す る未知母数の

個数を減 少さ せ る こ と を提案 し，Windows 上 で 動作 す る PC 用 の プ ロ グ ラ ム
“

GROWTH2
”

（大瀧，加藤，1996）を開発 した．本論文で は ， 成長曲線 モ デ ル に リ ッ ジ回帰 構造 （Hoerl　and

Kennard，1970， 2000）を取 り入れ る こ と で
， 予 測精度 の 向上 が期待で き る こ と に っ い て 論ず る．

以下，そ の モ デ ル を記述 し，Grizzle　and 　Allen（1969）に よ る犬 を使 っ た実験デ
ー

タを対象と

した解析 へ の 応 用に つ い て 紹介する．
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　 2． ラ ン ダ ム 係数成長曲線 モ デ ル

　変量が 個の 個体 の 各 々 に つ い て T 繰 り返 し測定さ れ て い る とす る． 個体 iに 関す る測定値

6i　y ，

＝ （Yi1，…，
　Yi，，）

J

とす る とき ，

　　　　　　　　　　　　　 ！ノ1

−
　X ，ξゴ＋ ei，

　　　　 　　　　　　 　　　 ξ，

＝Ea 戸
一
β，，　　 i＝− 1，…，　N 　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

が 成立 して い る とす る． こ こ で ，X、は個体内計画行列 （ri× q，　rαnk ・X
，

＝ qgri，既知），
　 a、は個

体間計画行列 （k × 1，既知） で あ る．ま た，β，（g × 1）およ び e ，磯 × 1），i＝1，…，N ，は彑 い に

独立 な確率 ベ ク ト ル で ，E （β，）　＝ ・　O，レα〆βP＝△≧ 0，　E （e ∂
＝O，　Uar （ei ）＝σ

LI
．，，　Cov （βi，0ρマ0

を満たす多変暈：正規分布に 従 っ て い る も α）とす る，こ の と き，

　　　　　　　　　　 yi＝X ，Eat− X ，β，
一トei，

　　　　　　　　　　　
一（a 、

  X
‘）vec （E）IXi βf＋ ei，　ゴ；1，…，　N

と表現で き る． た だ し， η 2c 但 ）は q × k 行列 E 一
燭 ）の 列 ベ ク ト ル を縦 に並 べ る変換で ，

E ＝ （（ξil，…，9al）
t7…，（9u、．…，鰍 ）

！
）とす る とき，　 vec （E）＝（911，…，941，…，ξ1κ，

…，ξ1κ）
’
で ある．

　 しか し ，
こ の モ デ ル は 平均構造母数行列 三 に よ り多 くの 未知母数 を含む こ と とな り ，

こ の ま

ま で は推定効率 の 低下や 解釈 の 困難瞠が 生 じう る． こ の 問題 に 対処す るた め に ，長さ qk の ベ

ク ト ル ξ＝ （ξ1］，
…，島1，ξi2，…，ξ12，

…，9ik，…，ξノκ
）
’
を 行 数 q の 行列 E ＝（（ξ冂 ，…，9Pl）

’
，（ξ12，

’凾・
，9，2）

t

，
…
，（ξL，．

…
，凱ア）に変換す る Mat

，
変換を用 い て，

　　　　　　　　　　　　　　　　　三ヨニ』レfat
σ
（Gλ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

と し，平均構造母数間 に線形構造 を導入 し 未知母数の 個数を減少 させ る （Ohtaki
，
1994）．こ こ

で ， C は 既 知行 列 （q × 1），λ＝（λド
・
u λ1）

’
は 未知 母数 ベ ク トル （1× 1）で あ る ， こ の とき ，

vec （E）＝Gλ で ある の で ，
モ デ ル （1） は

　　　　　　　　　　　 9i− （ai・XXi ）G λ ←瓦β汁 e
、， 片 i，…，　N ，

と表現で きる の で ，Laird−Ware モ デ ル （Laird　and 　Ware，1982；Laird，　Lange　and 　Stram，1987）

　　　　　　　　　　　　　 yi＝Z
，e＋ X 、B，

＋ ei，　i− L…1N ，

の 特別 な場合に な っ て い る．

3． 母 数 推 定

　モ デ ル （1） の
一
ドで ， ra．nk （X 、）

＝q，　i− 1，…，N を仮定す ると き，　 Vonesh　and 　Carter（1987）
に よ る変数変換に ， 「丿 ッ ジ回帰構造 （Hoerl　and 　Kennard

，
1970

，
2000）を組み入 れ る こ とで ，

　　　　　　　　　　　　　 Ui （r，　h）
一

（XiX 、
＋γみ、）

− lx
、Yf，　 　 　 　 　 　 （3）

　 　 　 　 iV

s2（γ，　h ）＝Σ観 ［lr，
− x

「
，（x ，

〆Xi ⊥

γみ）
− 1
邸 ］鮎

　 　 　 　 z
−

1
（4）

とお く．ただ し， γ≧ 0，五＝．diag（Oh，　le− p、），eh＝（0，…，0）
’

∈ Rh，　lq− h
− （1，…，　D

〆

∈ Rq　
h
で あ る．

こ の とき，
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　　　　　　　　（i ） Ui （0，1）一・N
，
（Mat ，（Gλ）a 、，・Fi），1  一△ ＋ σ

2
（XIXi）

一
’

　　　　　　　　（li） s2（o，・1）／σ
2−一痴 一

q），　f
一 Σ翫 1N

　　　　　　　　（皿 ） Ul （0，1），一・
，
　UN （O，1）と S2（O，1）は独立

が得 られ る．

　分散周：数 θ ＝ （σ
2
，
△）が 既知 で あ る と き， 平均構造母数 λ の リ ッ ジ型推定量 は次式で 与え ら

れ る．

　　　　　A（・・r，・h・一［嚊 競
1
（・・r，・h）G ］

一
’

G禽瓢
一1

（・・r，・h・・i（… h） （・）

ただ し， 取θ；γ，h）＝ △ T ♂（X ！X 汁 γ五）
− 1
．また ， そ の 共分散行列は

　　　　　　　　　　　　　Ω（・）一 ［嘸 載
’

（・・r，・h）G］
一

’

　 　 （・）

となる．

　分散母数 θが未知 （通常の デ
ー

タ解析 に お い て 想定され る状況）の とき， Vonesh　and 　Carter

（1987）の 方法に 準 じて ，そ の 適 当な不偏推定値量を （5 ）や （6）に代入 し，Reinsel（1985）

の 方法を適用 して ，λ の 推定量 や そ の 分散を求め る こ とが 考え られる．即 ち ， （4）で 定め た

sz（γ，　h）を用い て ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s2（γ，　h）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7）　　　　　　　　　　　　　　　　 s2（γ，　h）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 N （r − q）
’

とす る と ， S2（o，1）は ♂ の 不偏推定量 とな る．ただ し，　 f＝Σ告 牲々 〉 で あ る．一
方， △に っ い

て は ， （3 ） で 定め た Ui（γ，　h）と個体 間計 画 ベ ク トル ai を用 い て U （γ，　h）＝（u1 （γ，　h），…，

UN （γ，ん））および A ＝（a1 ，…，　aN γと して
，

　　　　　　　w （γ，h）＝び（γ，　h）「4v− A （A
’
A ）

− IAi
］u （γ，　h）

！

，

　　　　　　　△・油 ）−
N 当、

・勵 ）
−

s2 （r・・h ）斗瀦 ・…
− L
］ 　 　 （・）

とす る とき，ム（0，1）は △ の 不偏推定量 と な る．た だ し，Zi＝1− al （Σ告a ∫al ）
− lai

，　i＝L…，　N

で あ る．

　式 （8）で 定 め られ る △（γ，h）は半正 値性が保証 され て い な い とい う問題点を持 っ て い る．

こ れ に対 して ， Vonesh 　anCl　Carter（1987）｛こ よ る方法を適用 し，以下 の よ う に 修正 推定量 を求

め る， い ま ， ξ（γ，
h）を det（W （γ，　h）

一
ζΣ距薗 （XIXz ＋ γゐ）

− 1
）＝0 の 最小根 とする と き ，

　　　　　　　　　　　　　　62（γ，・h）− min （s2 （γ，　h），ξ（γ，励 ，　 　 　 　 　 （9）

・・… h・一｛∴ 、，，、，，．h，一鋤曝，。、
、x 、

　f 　rfh．，
− 1
］，

8（γ，h）≧ s2 （γ，　h）

　　　　　　　　　（10）
ξ（γ，h）く S2 （γ，　h）

とす る．
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4． 交差確認 基準

　 モ デ ル の 適 合度 を 評価 す る た め に ， 以 下 の よ う な交 差確 認基準 を導入 す る．分散母数

θ＝ （σ
2
，
△）の 推定量 と し て ， （9 ） と　（10） で 求 め た （修正 済 み ） 推 定 量 6（γ，　h）＝

（02（γ，h ），△（γ，
　h））を使 用 し

，
　 i番目 の 標本 を 除外 して 得 られ る平均構造母数 2 の 推定量 を

λ（−i）（θ（γ，h）；γ，　h）と して 表す とき，
一

種の 1eave−one −out 法 に よ る基準 と して ，

　 　 　 　 　 ガ　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　ハ
CV （7  h）＝Σ ilyi− （ai 鬱 Xi）Gえ（一の （θ（γ，　h）；γ，　h ）1「2
　 　 　 　 　 1

−1

が得 られ る．

5． 解　析　例

　実デ ータ の 解析例と して ， Grizzle　and 　Allen （1969） の 論文 の 中で 紹介 され て い る犬 を用 い

た動物実験 デ
ー

タに 対 して ，い ろ い ろな値 の リ ッ ジ母数を用い て ，「母数が特別な構造を持た

な い モ デ ル を用 い た場合」 と 「母数が 特別 な構造を持 つ モ デ ル を用い た場合」の 解析結果を示

す．

　デ
ー

タ は，犬の カ リ ウ ム 血中濃度に 関す る も の で ，36匹 の 犬に 対 して 神経切除の 前処理 を

行わ れ た後，冠 動脈を閉案 され，冠状静脈洞で の カ リウ ム 血巾濃度を経時的 に 測定 さ れ て い る．

神経切除処理 と して ，

　対　照　群 ：神経切除な し，（9匹），

　第 1処理群 ：外因性除神経心群 ，
冠動脈閉塞三週聞前に 神経切除，（10匹），

　第 2処理群 ：外因性除神経心群 ， 冠動脈閉塞直前に 神経 切除，（8 匹），

　第 3処理群 ：両側胸部交感神経切除お よ び星 状神経節切除群，（9匹），

の 4群に ，無作為に割り付け られ て い る．すべ て の 群に お い て ，冠動脈閉塞後 ， 1分後か ら 13
分後ま で 2分間隔で 計 7 回，カ リウ ム の 血 中濃度が測定されて い る．なお，本デ ータ に は欠損

値は存在 しな か っ た が
，

一
般 に欠損値が ある場合 で も， 提案手法 は同様 に 適用 で きる．

［母数が 特別な構造を持 たない モ デ ルを用 いた場合］

　
“

時間
”

変数 と して は オ リジ ナ ル な経過時間か ら全 て の 観察デ
ー

タ に お ける経過 時間の 平均

値で ある 7分を引い た も の を用 い，そ の 時問変数に関 して 次数が最大 で 4次 とな る多項式モ デ

ル を適 用 した．例 え ば 3次 の 多項式 モ デ ル の 場合，式 （2 ） に お い て ， G ＝1 （単位行列）お

よ び λ＝（CO，…，　Ca，　 T1 。，
…
，τ王3，τ2。，

…，τ23，τ30，
…，τ

δ3）
1

と す る こ と に よ り， 母数 に 構造 の 無 い （従

来型 の） 成長 曲線 モ デ ル が表現で きる．だ だ し， Ci は対照群 で の ，砺 は第 k 処置群の 第 ブ次
の 項 の 効果を現す （未知） 母数で あ る．そ れ ぞれ の群で の 多項式 の 次数を用い て ベ ク トル 表記

す る と，全て の 群 に ノ次 の 多項式を当て はめ た モ デ ル は，（ブ，ゴ，ヌカ で 表 さ れ る，表 1 の 前半

部分 に ， モ デ ル （1，1，
1

，
1）， （2，

2，2，2），（3，3，3，
3）お よ び （4，

4，4，4）を適用 し， リ ッ ジ母

数 （r，　h）を変化 さ せ な が ら当 て は め た 場合 に 得 られ た 適 合度 を計る た め の 交差確 認基準量

CV （γ，　h）の 値を示す．表 2 に リ ッ ジ母数 （O，
1） と して モ デ ル （3，

3
，
3

，
3）を当 て は め た場合

の 解析結果を示す．ま た
， 図 1 に そ の 結果 と して得 られ る群別 の平均的成長曲線の プ ロ ッ トを

示す．

［母 数が特別 な構造 を持 つ モ デ ル を用 いた場合］
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表 1　 Grizzle　 and 　Allen（1969）に よ る犬 の カ リ ウ ム 血中濃度測定 デ
ー

タ に適用 さ れた

　　　各 モ デ ル の リ ッ ジ母数別交差確認基 ve．　CV （γ，　h）の 値

Ridge　constant （γ）

h Model 0．0
．齟…
　　　1．0 2、0 5．0

1 （1，1，1，1） 116．43 116．40 116．37 116β1

1 （2，2，2，2） 115．27 115．10 115．13 115．59
1 （3，3，3，3）、 114．46 11436 114．31 114．33
1 （4，

4，4，
4） 114．70 114．60 114．53 114．50

1 （2，0，2，1） 114．87 114．84 114．81 114．73

1 （3，0，2，工） U2．87 112．90 112．96 113．24

1 （3，0，2．2） 113．18 113．21 113．27 113．54
1 （3，0，1，1） 115．01 114．95 114．93 114．94

「h222229

臼

∩

4

　 Model

（2，2，2，2）
（3，3，3，3）

（4，4，4，4）
（2，

0
，
2

，
1）

（3，0，2，1）
（3， 0，

2
，
2）

（3，
0

，
1

，
1）

100．O115

．12114
．31114
．20114
．76U2
．75113
．03114
．92

le．0116

．23116

．39114

．59114
．70114
．65113
．68113

．94115
．17

Ridge　c・nstant （7）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
OG．0 300．0 700．0

5．024204

．174
．682
，672934

．86

11495114

．12114

．17114
．63112
．62112
．87114
．80

500．0
　　　　　　．．
114．88114

．04114
．17114
．59112
．60112
．801M
．66

114．87114
．01114

．17114
．60112
．62112
．80114
．53
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　平均構造母数に 特別な構造 を入 れ た成長曲線 モ デ ル に よ る解析 と して ，測定さ れ た デ ータ と

“
時間

”
変数の 間 の 用量反応 関係が放物線に よ り表され る もの と して ，式 （2） に おけ る平均

構造母数行列を規定す る行列 G を，

　　 Ii

　　 Ol

　　 OG
＝

　 　 0

　 　 0
！

30

03　0 　0

1　 el　 Ol

O2　0 　 0

0313 　 0

020 　／z

O　 OI　 Ol

と し，未知母数 ベ ク ト ル を 2 ＝（C。，CI，　C2，　TIO，τ2。，τ21，τ22，τ30，τal）
！

とす る と ，
　 Gλ一（CO，　C1，　C2，τ le，

0，0，τ2。，τz1，　T22，τ30，τ31，0）
’

と な る．よ っ て ，放物線 モ デ ル の 場合 q ・−T3 で あ る の で ，
こ の 場合

の 平均構造母数と し て ，

一 ・G・・一 （i：臆ll）・
が得 られ ，測定 され た デ

ー
タを

“
時間

”
変 数に 対 し て ，対 照群で の 平均構造 は E の 第 1 列 の

母数 ベ ク トル （c 。，Cl，　c2）
’

で 規定され る の で 放物線 ， 処理 1群は （τ、o，　O，　O）
’

で 定数の み ， 処理

2群 は （τ20，τ21，τ22）
1

で 放物線，処理 3 群 は （τ3。，τ31，0）
’
で 直線 に よ り表され る と い う モ デ ル

（2021）を記述で きる．同様に して ，q＝4 と して ，
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表 2 　モ デ ル （3，3，3，3）で リ ッ ジ 母数 （O，1） と した （リ ッ ジ 構造 を 適用 し

　 　 な い 場合） の 解析結果 ［固定効果の 推定値 ： 2］

COEFF ， SE T P

ooQo203

恥

動

軛

鮪

動

動

勉

隔

恥

輸

馳

勉

4．758
　．1899
− ．8499E−02
− ．3819E−02
3．585
− ．9187E−02
−．．2024E−02

　．3472E−04
4，370

　，8700E−01
− 、1406E−01
− ．9549E・03
4．025

　，1563E−01
− ．5324E−02
．5401E−03

．2020
．3939E．01
．4594E−02
．1010E−02
．1917
．3737E−01

．4358E−02
．9577E．03
2143
．4178E−01
．4873E−02
．1071E−02

．2020

．3939E−01

．4594E−02

．1010E−02

23．554
　4．796
− 1．850
− 3．78318

．707
− ．246
− ．464

　 ．03620
．393

　2．083
− 2．886

∴ 89219

．923

　 ．397
− 1．159
　 ．535

．OOOOO
．00001

．06707

． 0025

．00000
．80626

．64334
．97115
．00000
．03965

．OD471

．37452

，00000

．69227
．24907
．59374

　　　　　　　　 CV （O．O，1）＝114．46
［ラ ン ダ ム 効果 の 分散 。共分散行列（△）と測定誤差 の 分散げ ）］

　　　　　　　　 02＝（自巨ヨ度＃108），

耀ii誌i濕1鏃i勧iiiil諍）

ム

艦

00

　

　

　

＝

　

　

　

G

　　 　　　 　 0

　　　　　　 0　 02

　　　　　　 04　0　 03

λ一（C 。，・ Cr，　C2，・ C、，τ1。，τ、。，τ，，，τ、2，τ3。，τa1）
J

　

ノ

　

　

　

　

　

ノ

　

　

　

　

　

　

　

　

00000

ろ

0

　

ノ

む

　

　

　

　

ノ

き

000

ム

00

ヘ

　
　

　
　
　
ノ

ヨ

　

　

ピ

O
　

1
　

0
　

0
　

0

とする と，対照 群 に 対 して 3次 ， 第 1処理 群 は定数，第 2処理群は放物線， 第 3処理 群 は 直線

の 多項式 を仮定 した モ デ ル （3021） を表現 で きる ．表 1 に 示す モ デ ル と リ ッ ジ定数の 組み 合わ

せ の 中で は ， モ デ ル （3021） の もと で リ ッ ジ母数 （γ，h ）＝（500．0，2）を適用 した場合に ， 交差

確認基準の 値が 最 も小さ くなる こ とが分 か っ た ．表 3 に そ の解析結果 の 詳細を示す．また，図

2 に各群の 平均的成長曲線 の プ ロ ッ トを示す．

　以下 ， 上記 の 結果 に つ い て の解釈を述 べ る．カ リ ウ ム の血 中濃度が高 くな る と ， 塩分の 主要

素で あるナ ト リウ ム の 排泄が促進 され ， 血圧 を下げ る こ とが 知 られ て い る． こ の 実験 は，冠動

脈閉塞後， 瞬時に 高 くな る血圧を低下 させ る ため に，カ リウ ム 濃度を上昇 させ る関連神経 の 存

在を検証 し ょ うとす る もの で あ り，図 2の 縮小推定 を導入 した成長曲線 モ デ ル に よ り表現 して
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繰 り返 し観察 データの 解 析 の た め の ラ ン ダ ム 係数 成 長曲 線 モ デ ル に よ る局所
1丿ッ ジ推定

表 3 　 モ デ ル （li，　e，2，1） で リ ッ ジ母数 （500．0，2） と した 場合 の 解析結果

　　 1固定効果の 推i定値 ：λ1

CCCC

τ

τ

τ

τ

τ

τ

COEFF ，

4．721

　 」852
− ．6194E−02
− ．3686E−02
3．5664274

　．5393E−Ol
− ．1032E−01
3．919

　．3877E−O／

　 SE

．1925

．3922E−Ol

．3419E−02
．1005E−02
．ユ396

．2001

．ユ865E −01

．3625E−02

．1651

」7／3E−01

T P

183

24．5234

、721
− 1．812
− 3．66725

．5412L3552

．892
− 2．84623

．7・13

　 2．263

．00DOO

．00001

．D7279
．00038
．00000

．000〔〕0

．00463

．00530

．ODOO〔〕

．02566

CV （500．〔｝，2）＝112．6｛，

匚ラ ン ダム 効 果 の 分 散 ・共分 散行列 （A）と測 定 誤 差 の 分散 〔62）］

　 　　 　　 　　　 ゲ
『

（自由度＝ユ08），

嚥…騰一撚…iii瀞
い る．対照 群は，冠動脈閉塞後 4 分過 ぎ か ら カ リ ウ ム 濃度 の 上 昇が 始 ま り，10 分後 に最大値

に達 し，そ の 後 ， 減少に転 じて い る．第 2処理群で は，最大値 も低 くな り，放物線的な傾向を

示 し，第 3 処理 群 で は ，13 分後 に お い て も最大値 に 到達せ ず ， ゆ る や か な上 昇 を して い る．

こ の 曲線形状は
， 放物線よ りむ し ろ 直線的で あ る と言 え る．そ して t 第 1 処理 群 は 定数 直線で

近似 で き，カ リウ ム 濃度の 上昇傾向が な い こ とが示唆 され て い る もの と思わ れ る．

6． 結 語

　Vonesh −Carter型 ラ ン ダ ム 係数成長曲線 モ デ ル を対 して 平均母数 に線形制約 を与え， リ ッ ジ

回帰推定手法を適用 す ると，交差確認基準 に よ る予測誤差が小 さ い と い う意 味で ，予測制度 の

高 い 解析を行え る こ とが分か っ た 。
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