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縮小型推定量 を用い た Universal　Kriging　Predictor

丸 　山　祐 　造 ＊

AUniversal　Kriging　Predictor　Using　Shrinkage　Estimation

Yuzo　Maruyama ＊

　地球統 計学 に お い て ，観測 され た情報 （観測値 とそ の 位置） に 基 づ い て ，未観測地 点 で の 値

を予測す る 問題 を考 え る．標準的 に は，最良線形不偏予測量 が 用 い られ る が，本論文 で は 縮小

型 の ベ イ ズ予測量 が，平均二 乗誤差 の 意味で 最良不偏予測量 よ り も良 い こ と を示す，

　For　the　prol〕lem　of　predicting　values 　on 　unobserved 　points　using 　observed 　information　（values
and 　Iocatiorls），the　best　linear　llnbiased 　prediction　is　standard 　in　geostatistics．　 In 廿1is　paper，　we

show 　that　a　shhnkage 　Bayes　prediction　is　superior　to　the　best　linear　unhiased 　one 三n 　terms 　of 　mean

squared 　erroL

Key　Word3　 and 　Phrases： kriging，　shrinkage 　method

1， イ ン トロ ダ クシ ョ ン

　 本論文で は，地球統計学の 中心 的手法の
一

っ で ある ク リギ ン グ に っ い て 通常仮定 され る不偏

性の 仮定を外 し ， 縮小型推定量 を用 い た予測量 を 考え る．縮小型 推定量 は James　and 　Stein

（1961）で 提案さ れ ，当初人工 的な推定量 と考え られ たが ，Efron　and 　Morris （1972） に よ り経

験 ベ イ ズ的解釈が 与え られて 以来，自然な推定量 の 一
っ と認識 され て い る．予測問題 に おい て

も ，
い くつ か の 典型 的な 問題設定に お い て ，縮小型 の 予測量 が活 躍す る こ とが 分か っ て い る

（Stein，1960；Baranchik，1973；Copas，1983；Gotway　and 　Cressie，1993）．そ の 中 で も，　 Gotway　and

Cressie（1993） は ク リギ ン グへ の 応用 を意 識 して お り，本論文で は彼 ら の 問題 設定に沿 っ て ，

縮小型推定量 を用 い た新 たな予測量 を考え る．

　 まず ク リギ ン グの 標準的な 設定に 従 っ て ， 興味の あ る空 間デ
ー

タ を確率場 Y （u ），u ∈ D ⊂ Rd

の 実現値 と考 え る．u は領域 D の 中の 位 置を表 し，次元 d は通常 2 また は 3 で あ る．確率場

で あ る の で
， u 毎に Y（u ）は確率変数で あ る， さ ら に 空間デ

ー
タを解析す るた め に は ，

い くっ

か の 仮定 を置 い て Y （u ）を モ デ リ ン グす る 必要が あ る．比較 的緩 い 仮定 と し て ，全 て の u に

っ い て E ［Y （u ）］と Var［Y（u ）］が 存 在 す る と す る ． こ れ よ り Y （u ）は ，
　 m （u ）を

E ［Y （u ）］＝m （u ）を満 た す mean 　function，　 e （u ）を E ［e （u ）］＝0 を満 た す誤差項 と し，

Y （u ）＝m （u ）十 e （u ）

の よ う に分解で きる．さ らに 意味の ある統計的推論を行 う た あ に
， や や 強い仮定を置 く．まず

m （u ）に 線形構造 を仮定す る．具体的に は m （u ）が p 個 の 既知の 関tw　Xi （u ），＿，　Xp （u ）の 線形

＊

東京大学 ・空間情報科学研究 セ ン タ
ー ：〒 277−8568 千葉県柏市柏 の 葉 5−1−5
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結合 （た だ し ， x1 （u ）≡ 1 とす る）

）（
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挧 （1．1）

と して書ける とす る．ま た誤差項 e （u ）は平均が 0 の 正規確率場で ある と仮定す る．

　本論 文で は，n 地点 （Ul ，
＿

，
　Un ）の 観測値 Y （U1 ），＿，

　Y （Un ）が与 え られて い る ときに，未観

測 の k 地点 （UOI，＿，　U。k）で の 値 Y （UOI），＿，　Y（UO ！c）を予測す る問題 を扱 う，記述 の 簡単 の た め
，

Z ＝＝（Y （U1 ），＿，　Y （Un ））
〆

，　Z 。
＝（y （UOI ），＿，　y （U 。κ））

’

t　 ξ
＝（e （Ul ），＿，　e （Un ））

’

， ∈O
＝（e （U 。1），＿，

e （UOk））
’

，

一 c：1：  ：1：〉《：：1：1：i；；ご1：1：）
β
＝（β，，＿，βヵ）

’

と書 く．e （v ）が 正規確率場で あ る こ とか ら，　 c と ∈。 の 同時分布 は，平均ベ ク

トル が 0 の 多変量 正規 分布 とな る．分散共分散行列 は

Var ・巛 併 （
Σzz 　Σzo

Σ z　Σ。e）・i・… （12）

（こ こ で Σ は既知 の 正定 値行列 で ，σ
2
は未知の 尺度母数） と仮定す る ．従 っ て 我 々 が 扱 う予測

問題を整理 する と ， 線形回帰 モ デ ル

z ＝XB ＋ ∈

か ら Z が 観測値 と して 得 られ て い る と きに ，線形回帰 モ デ ル

Zo ＝ xp ＋ Eo

か ら発生 する k 次元 ベ ク トル z。 を観測値 z の 関数 δ（z ）＝（δ1（z），．．．，δk（z））
t

で 予測す る問題

を考え る こ と に 帰着す る．予測 の 精度 を評価す る尺度 と して 二 乗誤差

　 　 　 　 　 　 　 な

五（δ，Z、）
一

σ

一2

Σ（δ，（Z）
− Z 。，i）

L
σ

一2
（δ（Z）

− Z 。）
ノ
（δ（Z ）

− Z 。）
　 　 　 　 　 　 i≡1

（1，3）

を採用 し，そ の （Z と Zo に 関する）期待値

r （6，
・Z 。、β，。

・

）一 与 ［（・（・）
− Z

。）
・

（・（Z ）
一

・
。）コ

　 　 　 　 　 　 　 σ

（1．4）

で 予測量 を評価す る．本論文で は ， （1．4）で 定義され る r （δ，　Zo；β，σ
2
）を予 測量 δの 期待予 測

誤差 と呼ぶ こ と に す る． も し，任意の （β，
σ

2
）に っ い て r （δ．， z 。；β，σ

2
）≦ r （δ，　z 。；β，σ

2
）が成 り

立 ち，あ る （β，σ
2
）に っ い て 強い 不等号が 成り立 つ とき，δ．は δよ りも良い予測量で あ る と定

義 す る．

　本論文で 扱う予測量 の ク ラ ス は ， βが既知 と い う仮定 の 下で 構成す る最良予測量 に推淀 量 β

を プ ラ グ イ ン す る も の で あ る． 2節で は， こ の タ イプ の 予測量 の 期待予測誤差 を評価 する問題

が ， プ ラ グイ ン す る推定量をあ る種の 二 乗損失関数で 評価す る推定問題 に 帰着す る こ とを示 す．

3節 で は，そ の 推定問題の 正準形 を与 え る．プ ラ グ イ ン す る推定量 と して は
，

一
般化最小二 乗

推定量 が最 も自然 で あ り ， 実際に不偏な推定量の ク ラ ス の 中で は最 も良い こ とが 分か る． しか
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しp ≧3 の とき， 不偏性の 制約を外す と ，

一
般化最小二 乗推定量 よ りも良 い 推定量が 存在する

こ とが知 られ て い る （ス タ イ ン 現象）． 4 節で は，あ る種 の 縮小型推定量が
一

般化最小二 乗推

定量 を改良す る ため の 十分条件 を導 く． 5節 で は ， そ の 十分条件を満たす一
般化ベ イ ズ推定量

の ク ラ ス を構築 し， そ の 中 に非常 に 簡便な形 を持 っ 縮小型 ベ イ ズ推 定量が 存在す る こ と を紹介

する． 6節 で は，今回 の 問題設定 の 欠点及び時系列で 得 られ る空間 デ
ー

タへ の 適用可 能性 に っ

い て 述 べ る．

2． 予測量 の クラ ス

まず βが既知の 場合 に ，線形予測量

　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（Z ）＝ BZ 十 c 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．1）

（B は k × n の 行列，c は k 次元 ベ ク トル ） の ク ラ ス を考え る。（1．4）に 代入す る と，そ の 期待

予測誤差 は

　　　　　 σ
一2

｛［（BX − Xo ）β＋ c ］
’

［（BX − Xo ）β＋ c ］｝＋ tr（BZzzB
「

＋ Σ
。o
− 2B Σzo）　　　 （2．2）

で 与え られ る．（2．2）を B と c に 関 して 微分 して 0 とお い た正 規方程式を解 くと，解 は

　　　　　　　　　　　　 BOPt＝ΣozΣ屋，　c
。Pt

＝（XD一
ΣozΣz2X ）β　　　　　　　　　　　　　（2．3）

とな る． （2．3） で 与え られ る解が （2．2） の 期待予 測誤差 を実際 に最小 化 して い る こ と は容易

に 分か る （Stein
，
1999）．従 っ て ， βが既知 の もと で の 最適 な線形予測量 は

　　　　　　　　　　δ1（z ）＝B
。PtZ

＋ c
。Pt

＝ΣozΣ易Z ＋ （Xo一Σ。zΣ豺X ）β　　　　　　　　 （2．4）

で あ り，最小化 され た期待予測誤差 は，

　　　　　　　　　　　　r （δ1（Z ），
Zo

， β，
σ り ＝ tr（Σ。o

一Σ DZΣ罌ΣZD ）　　　　　　　　　　　　　（2．5）

とな る． と こ ろ で βが既 知 と い う仮定 は，皿 ean 　function（1，1）が 既知 とい う仮定 に 対応 して

い る ．mean 　fUnctionが 既知 の 下で の 最良 な予測量 で あ る （2．4） は，地球統 計学 の 分野 で は

si皿 ple　kriging　predictorと呼ばれ る．

　通常 βは未知で あ る の で ，予 測量の
一

般 的 な ク ラ ス と して （2．4） の βを推 定量 βで 置 き換

え た

　　　　　　　　　　　　 δ（Z ，β）＝Σoz Σ釁Z＋ （Xo 一Σ ozΣ易X ）β　　　　　　　　　　　（2．6）

が 考え られ る． こ こ で βが βの 不遍推定量 な らば ，

　　　　　　　　　　 E ［δ（Z，　B）］＝Σ。z Σ夛Xβ＋ （X 厂 Σ。zΣ弱X ）E ［β］

　　　　　　　　　　　　　　　　＝X 諠＝E ［Zoコ

で あ り， δ（Z，β）も不偏性を持っ 予測量 とな る こ と に 注意す る．

　さて 不偏性 に 重きを 置 く場合，
一

般化最小 二乗推定量

　　　　　　　　　　　　　　　βσLS
＝ （X

ノ
Σ湯X ）

− 1X ’

Σ弱Z 　　　　　　　　　　　　（2．7）

で 置 き換え た

　　　　　　　　　　　 δ（Z ，i3CLS）＝Σoz Σ夛Z ＋ （Xo 一Σoz Σ弱X ）19CLS　　　　　　　　　 （2．8）
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が 最 も自然だ と考 え られ る．実 は δ（Z ，βc ムs）は，不偏 性を満 たす線形予測量 の ク ラ ス の 中で ，

期待予測誤差 を最小にす る こ とが知 られ て お り， 最良線形不偏予測量 と呼ばれ る．そ の期待予

測誤差 は

　　　　　　　　　　　　r （δ（Z ，βGLS ），Z 。：β，σ
2
）＝tr｛X

’

Σ盪XQ ｝

（Q は下の （2．9） で 与 え られ る） で あ る．地球統計学の 分野 で は ， （2．8） は universal 　kriging

predictorと呼ばれ る．

　本論文 で は不偏性 に かかわ らず，一般 に任意 の 推 定量 βをプ ラグイ ン した 予測量 （2．6） の

良 さを議 論 した い ．そ の 目的 の た め に Harville（1985）に よ っ て 得 られ た期待予測誤差 に 関 す

る分解定理 は非常 に 強力 で ある．（Harville（1985）は， よ り
一般 的な設定 で の 分解定理 を与 え

て い る，）

定理 2．1　（Harville， 1985）．誤差項が 正規分布で 与え ら れ る とす る ． こ の と き （2．6） で 与え ら

れ る予測量 の 期待予測誤差 は ，

　　　　　　　　　　　　 Q＝（Xo一Σ。zΣ易X ）
〆

（X 。
一

ΣozΣ夛X ）　　　　　　　　　　 （2．9）

と して

　　　　　　　r （（S，
Zo；β，

σ
2
）＝ σ

一2E
［（β

一
β）

tQ

（β
一
β）］＋ tr（Σo。

一Σoz Σ彦Σz。）　　　　　（2．10）

で与 え られる．

証明．付録 を参照．　　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　　　 口

　定理 2．1の （2．10）に 注 目す る と，第二 項 は βが 既知 の 場合 の 期待予 測誤差 （2．5） に
一

致 し

て お り，予測量 （2．6）に於け る βの 選 び方に依存 しな い． つ ま り予測量 （2．6）に お い て βを

βで 置き換え る こ と に よ る影響 は，（2．10）の 右辺の 第
一

項の み に 現れ る ．従 っ て ，正 規性の

下で （2．6）の ク ラ ス の 予測量 を扱 う場合 ，
Z

。
の 予測 の 良 さを扱 う問題 は ， βの 推定量 βの 良

さを評価す る問題に 帰着す る．具体的に は ， 線形回帰 モ デ ル

　　　　　　　　　　　　　　Z ＝X β＋ c， c 〜Nn （O，σ
2
Σzz）　　　　　　　　　　　　　（2．11）

の 回帰係数 ベ ク トル βの 推定問題 を一般化二 乗損失 関数

　　　　　　　　　　　　　 LQ （d ， β）＝ ＝
σ
一2
（d 一

β）
’

Q（d一
β）　　　　　　　　　　　　　（2．12）

の も と で 扱い
， 推定量 βの 良さを リス ク関数 σ

一
勿 ［（β

一
β）

’

Q（β
一
β）］で 測 る．予測問題 に お

ける 予測量 δ（Z ， β）の 期待予測誤 差 は （2．10） を通 じて 得 ら れ る こ と に 注意 す る ，さ て
，

よ く

知 られ て い る よ うに ，
こ の 種の 推定問題 にお い て 説明変数 の 個tw　p が 3以 上 な らば ス タイ ン

現象 が起 こ り，
一

般化最小二 乗推定量 βGLS よ りも （リ ス ク を小 さ くす る と い う意味 で ）良 い

推定量が存在 す る．本論文で は ， Maruyama　and 　Strawderman（2005）に従 っ て 改良す る十分条

件及 び ベ イ ズ推定量で そ の 条件を 満たす もの を提案す る ．

　 3． 正 準形

　 こ の節 で は βの 推定 問題 の 正準形 を与え る．

　線 形 回 帰 モ デ ル （2．11） に お い て ，
一

般 化 最 小 二 乗 推 定 量 βGLS と 残 差 平 方 和

S ＝ （Z − xEiO
，，）

’

Σ盪（Z − Xil］CLS ）が十分統計量 で ある．ま た EicLsと S は互 い に 独立 で あ り ，

そ の 分布 は
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　　　　　　　　　　　βoム s
〜／鷲）（β，

σ
2
（X

’
Σ露X ）

− 1
），　S 〜

σ
2X
晝一P　　　　　　　　　　　　　（3．1）

と な る．X と X
 

一Σoz σ豺X の 階数が そ れぞ れ p で あ る と仮定す る と，　 X ／

Σ易X と Q は p × p の

正 定値行列 で あ る． こ の と き，X
’

Σ盪X と Q を同時に対角化する M ，
っ ま り

　　　　　　　　　M （X
ノ

Σ弱X ）
− IM ノ＝G ＝diag（91，＿，9p），　MM

ノ＝Q　　　　　　　　　（3．2）

（こ こ で g1≧ …≧ 9p＞ 0） を満 たす非特異行列 、M が 存在す る．

　u ＝M ’AGLSの よ う に βGムs を線形変換す る と ，
　 u は多変量正規分布 Np（M

’

B，σ
2G

）に従 う．

ま た 損失関数 （2，12） は

　　　　　　　　　　（d一
β）

’

Q（d 一
β）＝（M

’d − M ’

B）
’

（M
’d − M

「’

B）　　　　　　　　　　（3，3）

と書 ける．従 っ て ， 線形変換 M に よ り， 前節 の 最後 で 述 べ た 推定問題が 見易 くな り ， 統計量

U，S が互 い に 独立 に

　　　　　　　　　　　　　　σ一一
　Np （e，　・

2G
），

　 s −一
σ
2xli−P

に従 うと き ， θ＝M
’

B の 推定問題 を二 乗損失関数

　　　　　　　　　　　　　 L、（d，θ）一σ

一2
（d − e）

’

（d一
θ）

の もとで 考え る こ と に帰着す る． θ の 推定量 θか ら予測量に 戻す に は，

　　　　　　　　　　　　 Σ oz Σ盪Z 十 （Xe一
ΣozΣ2X ）（M

「
〆

）
− 1
∂　　　　　　　　　　　　　（3．4）

とすれ ばよ い．

4． 改良す る推定量の クラ ス

　本節 で は，最良線形不偏推定量 U ＝＝M
’BcLsを改良す る た め の 十分条件を与え る．改良す る

推定量 の ク ラ ス として ，

　　　　　　　　　　e− （・
一

び c
一菫

。
− 1

。
・（

び c
−

k’
一

且

σ

）C
−1

）・ 　　 （4・・）

（こ こ で C は対角行列 diag（Cb ・一一
，
　Cp ）で あ る） な る縮小推定量 の ク ラ ス を考え る ．（4．1）に 対

して ，以下の 定理 が成 り立 つ ．

定理 4．1 （Maruyama　and 　Strawde  an ，
2005）． （4．1）で 与え られ る推定量 θ

φ
は φ

〆
（w ）≧ 0 で

か っ

　　　　　　　　　　　・・・・・ ・・ … ＋ ・・
− 1

（
　Σ｛9i／Ci｝
　　　　　　　　

− 2
Max ｛9／Ci｝ ）　 　 ・4…

な らば ， 最良不偏推定量 u よ り もリ ス クが小 さ い ．

証明．付録を参照 の こ と．　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　 口

　 こ の 種 の リス ク の 改良 に 関す る十分条件は，Baranchik（1970），　Strawderman（1971），　EfrQn

and 　Morris（1976），　Lehmann　and 　Casella（1998）な どで よ く知 られて い る，実 際，定理 4．1 を

実際 に証 明す るた め の 道具 も Efron　and 　Morris （1976）と「司じで ある．た だ し，既存 論文 と比

べ て 新た な特徴 が二 っ ある．一
っ は （4．1） に お い て Cl，＿，　Cp を 自由 に 決 め られ る点 で あ る．
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全て の 既存論文で は ， 全て Cl，＿，　Cp が予 め固有値 91，＿，　gρ
の 関数 と して 縛 られ て い る縮小推定

量 の ク ラ ス を扱 っ て い る ．もう
一

っ は
，

二 次形式 び C
− IG − IU

（＝ w ）と各成分に対す る縮小率

1一φ（w ）／｛ω Ci｝の 組み合わ せ が ベ イ ズ の 視点か ら自然で あ る こ と で あ る．後者に 関 して は，

次章に お い て ベ イ ズ推定量を導 出す る過程 で 明 らか に なる．前者 に っ い て ，数理統計学 の 優れ

た教科 書 で あ る Lehmann　and 　Casella（1998）で は，　 U 〜Np（θ，　G）の ときに 損失 関数 （d一
θ）

’

（d一θ）の もとで 縮小推定量

　　　　　　　　　　　　　　　　 （1一φ（び σ）／ぴ σ）U

が U を改良す るた め の 十分条件が 「φが単調非減少で ， か つ 0≦φ≦ 2Σ｛．1｛g／g1｝
− 4 で あ る」

こ とが紹 介 され て い る （Chapter　5 の Theorem 　5．7）． しか し，Σ｛．igi
− 2gl≦ 0 とな る 場合 に は，

改良す る推 定量 を提案 出来 な い ．一
方 ， 我 々 の 定理 4．1 で は，例え ば ら

＝g／gρ
とす る こ とに

よ り，上 限は 2（p− 2）／（n − p＋ 2）とな る．っ ま りρ≧ 3 で あれ ば ，ど の よ うな G に 対 して も，

改良す る推定量を提案す る こ とが出来る とい う利点があ る．

5． ベ イズ推定量

　本節で は ， 縮小型 推定量 （4．1） の 形 を持 つ
一

般化 ベ イ ズ 推定量 の ク ラ ス を構築す る．事前

分布 と して

　　　　　　　　　　　θ1λ， η
〜

ハら（O， η
MlG

（λ
rmic− 1）），　forη

＝
σ
一2

，

　　　　　　　　　　　　　　　 λ oc λ
a
（1一λ）

bJ
（o．1），　rp　oc η

e
　　　　　　　　　　　　　　　　（5ユ）

を考 え る ． こ れ は， Strawderman（1971），　 Lin　and 　Tsai （1973），　 Berger（1976，1980），及 び

Faith（1978）で 提案され た事前分布を
一

般化 した も の で あ る．但 し ， 任意 の α，　 b，　 e に対 して ，

一
般化 ベ イ ズ推定量 が定義 され るわけで はな く，以下 の 導 出の過程 で 順次制約 を加え て い く．

さ て U ， S， λ， η の周辺密度は ，
　 w ＝za

’

C
− IG − iu

／s と して

　　　　　　∫・xp （
一9Σ｛

（

笠
の

2

＋

、綴 ｝
一
｝

’

）
　　　　　　　　 × η

ρ＋ nf2 ＋ e
λ
pf2＋ al

工（Ci
一

λ）
一1／2

（1一λ）
bd

θ

　　　　　　　一∫・xp （
−9Σ、講、。

・ei− （1− ・／・・）Ui ・
・−9・Σ篭一

咢）
　　　　　　　　 ×η

P＋ nf2 ＋ e
λ
pf2＋αr［（9i

−V2
（Ci

一
λ）

−1／2
）（1一λ）

bd
θ

　　　　　　　一 ・xpC 咢（1・… ）・
… ＋ … ＋ ・

・
… ＋ a

（1− ・・
・

　 　 （5…

に 比例す る．また 二 乗損失関tw　L ，
の 下で

，

一
般化 ベ イ ズ推定量 は E （rpθIU，　S）／E （ηIU，　S ）で

与え られ る．p／2＋ n ／2＋ e ＋ 2＞0 の と き，η で の 積分に 関 して

　　　　　　∬・
PM ＋ n ／2＋ e ＋lexp

（
　 　 　 　 　 　 　 2

一
晋λΣ1籌i

一
咢）砌 ・ （1＋…

一
…

一
・f2− e

−
・

とな る こ と に注意する と ，

一
般化 ベ イ ズ推定量 θGB が

e・B
− （1

− E （λη1α S）
C
− 1

　　 E （η1σ，s） ）・ 一 （・
一妬

響
）
C
− 1

）・

（5．3）

（こ こ で
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　　　　　　　　　　　　　　 f。

’
λPf2

＋ α ＋ ’
（1一λ）

b
（1＋ w λ）

一
ρ／2− n 〆2− e ”2d

λ
　　　　　　　　　φoβ （w ）＝w　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5．4）
　　　　　　　　　　　　　　 f。

IAP ／2
　
1−a
（1一λ）

b
（1＋ W λ）

−P／2
− nf2 † 2cl

λ

で ある ．） と表 され る こ とが 分か る．た だ し， （5．4） の 分母分子 の 積 分が定義 さ れ る た め に

α 〉 − p／2− 1及 び b＞
− 1 を仮定する．

　と こ ろ で （5．4）の 分母 と分子 の 積分 の 型 に お い て
，

t＝ （1＋ w ）Z／（1＋ w λ）な る変数変換を

考 え る と，

　　　　∫堀（1− ・・・（1＋ ・ ・）
−
rdA −

、w ＋1、。
・1需

正

ta（1− t・・｛1
−
」罕1ド

づ

 

な る等式 を得 る． こ れ を （5．4） の 分母分子に適用す る と ， φGβ （ω ）の 別表現

　　　　　　　　　　　 ω ノ6’tP／2＋ α ＋ 1
（1− t）

∂

｛1一勣 ／（ω ＋ 1）｝
”／2＋ e † ’→ dt

　　　　　　 gSGB（tV ）＝

　　　　　　　　　　　1＋ w 　 foitP／2＋ a

（1− t）
b
｛1− tw ／（w 一ト1）｝

n 〆2＋ e− a−bdt （5．5）

が 得 られ る ．特 に （5．5） に お い て b ＝n ／2− a 十 e
− 1 の 場合 を考え る と ， α

＝（p／2十 a 十 1）／

（b＋ 1）＝ゆ／2＋ α ＋ 1）／（n ／2＋ e
−

a ）と して ，

　　　　　　　　　 w 　　　　　　　　　　　　　　　　　　B （P／2H−a 一ト2
，
　b十 1）

　　　　φGB （w ）＝

　　　　　　　　 w 一トl　B （p／2十 a 一ト1，b一ト1）一｛w ／（w 十 1）｝B （p／2十 a 十 2，　b一ト1）

　 　 　 　 w 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　α w

（ω ＋ 1）（1＋ 1／α ）− w 　 α ＋ 1＋ w

とな る．っ ま りφGB （w ）は著 し く簡潔な形 に帰着 し，簡潔 な
一

般化 ベ イズ推定量

唄 ・
一

。 ＋ 侮 c
− 1

）・

（5．6）

（5．7）

が得 られ る．推定量 θCB は ， 事前分布 の モ
ー

ドで あ る ゼ ロ ベ ク トル 0（α → 。。）と最良線形不偏

推定量 U （α → 0）の 重み っ き平均で あ る ．そ の U へ の 重 み は
， 固定 し た α の も と で 0 と U の

二 次形式 urで 測 っ た距離が遠 い 程重 く，
　 W → 。。 の とき推定量 は U に 収束す る こ とが分か る．

また固定 した W の もとで ， α が大 きい程 0 へ の 重み が重 い こ と も分 か る．

　さ て 明 らかに φG承切 は w に 関 して 単調増加関数で あ り， w → ・。 の とき α に 収束す る．定

理 4．1 と組み合わ せ る と，次の 結果が得 られ る．

系 5．1． α 及び Cl，＿，　Cp を

　　　　　　　　　　　　　… ≦ ∴儲 謡，

一
・）

を満たすよ うに 選 べ ば，一般化 ベ イズ推定量 θCB は U よ り も良 い 推定量 で ある．

（5．8）

先 に 書 い た よ う に Ci＝9i／9p とすれ ば， （5．8） の 上 限 は 2（p− 2）／（n ＋ 2）とな る ．従 っ て ，

θce に お い て Ci＝ 9i／9p， α
＝ （p − 2）／（n 十 2）と した推定量

　　　　　　　　　　　　（f
＿　　 9P（P − 2）　　 G

− 1

　　n 十 P十 （n 十 2）9pU
’G

− 2U ）u
は， U よ りも リス ク が小 さ い 推定量 に な る．本論文で は，

（5．9）

　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　（5．9） を （3．4） に代入 した予測量 を，

期待予測誤差が最良線形不偏予測量 δ（Z，βG五 s）よ りも小さ い 予測量 と して 推奨す る．
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6． 考察

　前節 まで の 結果 に お い て ，分散共分散 行列 Σ を既知 とす る 仮定が ，実用上 は 都合が 悪 い ．

実際に は 分散共分散行列 が既知で あ る こ と はまれ で あ り， デ
ー

タか ら推定す る必要が あ る．残

念な が ら，推定 さ れ た分散共分散行列を プ ラ グ イ ン した 場合に，既知の 場合 と対応す る結果 は

一
般に成立 しな い ．HarVille（1985）は ， 最良線形不偏予測量 に推定 した 分散共分散行列 をプ ラ

グイ ン した予 測量が不偏で あるた め の 十分条件を与 え た， しか し，定理 4．1 で 与え られ た改良

す るた め の 十分条件 の よ うな理論的な結果を導 くの は ， 非常 に困難で ある と思われ る．従 っ て ，

本論文 で 提案 する縮小型予測量 に推定 され た分散共分散行列 をプ ラ グイ ン した と き の 数値 的評

価は ， 理 論的な結果の サ ポ ー
トと して 必要で あり ， 現在研究中で あ る．Stein（1999）は ， 推定

した分散共分散行列を プ ラ グ イ ン した予測量の 理 論的性質 （主に 漸近的な性質）を丁寧に議論

して い る．

　 また ， （4．1） や （5．7） に お い て 原点方 向に 縮小す る こ と に 関 して 疑問 が あるか もしれ な い ．

しか し，近付 け る点 は理論上 Oで な くて も任意 の 点 θQ で 構 わな い の で あ る．具体 的 に は，

W ＝｛（ひ
＿

θ，）
’
c
− 1G − 1

（U 一
θo）｝／S と して

δ
φ
；（∫一｛φ（W ）／レの C

− 1
）（び一θo）十 ｛φ（理 ）／Pレ

「
｝C

− 1
θo （6．1）

や

蝋 ・一
。 ＋ 告wc

− 1

）・σ一e…
。 ＋告罪

c
− le

・ （6．2）

と して も，定理 4．1 や系 5．1 は成立 す る．特 に デ ー
タが時系列 に得 られて い る場合，θ。 と して

前期 の 推定量 を選 べ ば ， 疑似カ ル マ ン ≡フ ィ ル タ推定量が 得 られ る． こ の 具体的な手続きを書

き下 して ， 本稿 を締 め る こ と に す る．

　右下 の 添字 t は t期を表 し，
InfOt．i は t− 1期で の 全て の 情報 （β‘

− 1 と η，
−1 の 事後分布）を

表す こ と に す る と，（2．11），（5．1） は それ ぞ れ

臨 ・，・1・ … 一
・

− N （

Zt＝ X β，
十 Et，　E ，

− ArCO
，
　nli

”11
）

E ［η‘
＿

，X3♂＿11Zt＿1，　Xt＿1］

E ［ηご
＿llZt ＿1，　Xt＿1ユ

　 λ〜λ
a

（1一λ）
b
，η‘

〜
η夢

，・・
1
（Mr ）

− 10
（λ
一1C − 1）M ・

一

う

と書き直す こ とが 出来る．ま た βの 推定量 は，

一一

E

黠繰 1窘
］
（一 鰤 一 響、翳

］
げ ・一・ …

の よ う に 更新 さ れ て い く．通常の カ ル マ ン ＝フ ィ ル タ と違う点 は ， 前期の 情報は E 脇一1β‘
一

，i
Z

卜 1，
Xt− 1］／E ［η‘

一
，β，

一
，jz，− 1，

　X
‘
− 1］＝ β巴 だ けに集 約 し ，

　 t期 の 事前分布 の 平均 と して 利用す る

こ と，結果 と して ，β鉾 と 扉
LS

の 重み っ き平均 と して 表さ れ る t期 の 推定量 βρ
β

は ， そ の 重

み が前期 （t− 1期） の 情報に依存せ ず，βρ
LS

の リス クを改良 す る よ うに事前分布 の パ ラ メ ー

タを調整す る こ と に よ り配分 され る こ と ， で あ る．

付録

定理 2．1 の 証明．まず誤差項 の 正規性の 下で は
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　　　　　　　　　　 E （ZolZ）＝Σ。z Σ詔Z ＋ （Xo一
ΣozΣ憂X ）β≡ δ（Z，β）

が成 り立 つ こ と に 注意す る ．期待予測誤差の σ
2
倍を展開す る と

　　　　　E ［liδ（Z，β）− Z 。li2］＝E ［llδ（Z，β）一δ（Z ，β）112］＋ E ［IIδ（Z ，β）− Z 。ll2］

　　　　　　　　　　　　　　　＋ 2E ［｛δ（Z，β）
一

δ（Z ，β）｝
’

｛δ（Z，β）
− Zo｝］

　　　　　　　　　　　　　　＝E 匚（β一
β）

ノ

（2（β一
β）］＋ tr｛Var （Zoiz）｝

　　　　　　　　　　　　　　　＋ 2Ez ［｛δ（Z ， β）一δ（Z ， β）｝
t

｛Ez
。lz［E （Zo　1　Z ）− ZG］｝］

　　　　　　　　　　　　　　＝E 匚（β
一
β）

’

（？（β
一
β）ユ＋ σ

2tr
（Σ。0

一Σ OZ Σ易Σ ZO ）

159

（A．1）

とな る （期待値符号 E は ， 添字 が な い 場合 z と Ze の 両方に っ い て 期待値を取 る こ とを意 味す

る）．交差項 は （A．1）よ り 0と なる．　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 口

定理 4．1 の証明．θφ
の リス ク は

　　　　 R （θ，σ
2
，
θ

φ）
− E ［（θφ

一θ）
t

（θ厂
θ）／σ

2
］

　　　　　　　　　　一 … ，
…

，
・u … ［詈、，1覊 i｝，、 ・

2

（
Σ｛矼

2

響
）｝

）］

　　　　　　　　　　　一・E［Σ麗 ・［fi一の Σ蠡φ（
Σ｛α

2

沓
Q 飢 ）｝

）］　 ・A …

と表 され る．以下で は W ；　U
’

C
−1G ．．iu

／S と書 く．（A．2）の 第二 項は ，
　 S〜

σ
2
  に 対 して 成 り

立 っ カ イニ 乗等式

　　　　　　　　　　　　　 E 匚Sg（S ）］＝σ
2E

匚ng （S ）十 2Sg ！

（S ）］　　　　　　　　　　　　 （A ．3）

を用 い る と，

　　　E ［
　 び C

−2U

（び C
− 1G 一1

び）
， 農｛sφ

・

（
σ℃

菩
一1

つ｝］

　　　　　− E［、議 誓
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U −−N （θ，，9iσ
2
）の とき に成 り立 っ ス タイ ン 等式
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