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経済時系列分析 と単位根検定　 こ れ まで の 発展 と今後の 展望

黒 　住 　英 　 司
＊

Economic 　time 　series 　analysis 　and 　unit 　root 　tests： development 　and 　perspective

Eiji　Kurozumi＊

　本稿 で は ，単位根検定 に 関す る こ れ ま で の 主流 な 研究結果 を 振 り返 り，今後 の 展 望 に つ い て

考察 す る．ま ず 最初 に
， 単位 根問題 と は ど の よ う な検 定 問題 で あ る の か 整理 し，ADF 検定 か

ら 始 ま る
一

連 の 研究 の 流 れ を追 う こ と に す る．また ，単位根問題 か ら派生 し た 構造変化 の 問題

に つ い て も言及す る，そ の 上 で
， 今後 の 発展 に つ い て 探る こ と に す る．

　 This　paper 　reviews 　unit 　root 　tests　in　the　econometric 　literature　and 　considers 　the　perspective　in
the　hlture．　 We 丘rst 　explain 　the　testing　problem　and 　then　review 　unit 　root 　tests，　including　the　ADF
test．　We 　also 　Cleal　with 　unit 　root 　tests　with 　structural 　change ．　 We 　finally　consider 　the　development
of 　unit 　rQot 　tests　in　the 　future，

働 WoraS　and 　Phrases： unit 　root ，　point　opt 三mal 　test，　structural 　change

1． は じ め に

　 時系列 分析 ， と りわ け経済 時系列分析 に お い て ， 単位根 問題 は過去 30 年近 く最 も注 目を浴

び続け た ト ピ ッ ク ス の
一

っ で あ る． こ の よ う に長 き に わ た り多 くの 学者 の 興味 を引 き続 け て き

た理 由と して ，理 論 的な観点か らは ， い わ ゆ る 「ス タ ン ダ
ー

ド」 な漸近理論 が 成 り立 た な い こ

とが挙 げ られ る．すな わ ち，定常過程 に おい て成 立す る中心極 限定理 が単 位根 過程に対 して は

成 り立 た な い た め ，既存 の 先 行研究 の 成果 を そ の まま 当て は め る こ とが で きな い の で あ る． こ

れ は，定常過程 に お い て 興味の あ る パ ラ メ ー
タ はパ ラ メ ータ空間 の 内点 に 存在 す る の に対 し，

単位根 過程で は端点に存在す る と い う違 い か ら生 じる結果で あ る． こ の た め ， 多 くの 新 し い 理

論 を確立せ ね ば な らず，理 論的な研 究対 象 と して 興味深 い もの と な っ て い る の で あ る ．

　
一方 ，実 証分析で も単位根 の 有無 は経済時系列 の 解釈 に大 き な違 い を与え る。例え ば ， 単位

根 の 有無 に よ りデ
ー

タが 平均回帰 的で あ るか 否か の 判断が分 か れ ， ビ ジ ネ ス ・サ イ ク ル の 解釈

が変 わ っ て くる．また， フ ァ イ ナ ン ス で は 単位根 の 存 在を 市場の 効率性 と結 び付け て 考え る こ

とが で き るた め，単位根検定が重要に な っ て くる．さ ら に ， 購買 力平価説 の 成立の ため に は ，

単位根 仮説 を否定 しな ければ な らない ．今や ，経済時系列分析 にお い て は単位根検定を行 っ て

か ら次 の 分析プ ロ セ ス に移 る とい う の が常識と な っ て きて い る．

　単位根検定 は長期 に わ た り理 論 ・実証 の 両面か ら発展 して きて お り，関連す る論文の 数 は膨

大で あ り，そ の す べ て を サ ーベ イ す る こ と は到底困難 で あ る． しか しなが ら ， 膨大 な 数 の 研究

成 果 の 中で も， い わ ゆ る 「メ イ ン ・ス ト リ
ー

ム 」 と し て 研究 され て き た流れ と い うも の が あ る

の も事実 で あ る．本稿で は，そ の よ うな 流れ を追 うと ともに，今後 ，単位根検定 の 研究 が ど の
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よ う な 方向 へ 発 展 し て い く の か ， そ の 展 望 を探 る こ と に す る． 具体的 に は， モ デ ル を AR

（autoregressive ） 過程 で 近似 す る 「ADF （augmented 　Dickey−Fuller） 検定」 を主 軸 に こ れ まで

の 流 れ を 追 い
， 今後 の 発展 を考察す る． こ の 「ADF 検定 」 は実証研究 で は もは や定 番 とな っ

て い る検定方法 で あ り，非常 に 多 くの 論文 で 使 われて い る もの で あ る． しか しなが ら，理論 的

に は こ の 検定 の 短所 も い くっ か指摘 され て お り ， そ の 改良方法や 別 の 検定 手法が 提案さ れ て い

る ．そ こ で ，本稿で は は じめ に そ の よ うな流れ を追 い ， い くつ か の 単位根検定に っ い て 考察を

行 っ た後，今後 の 展望 に っ い て 述 べ る こ とに する．

　以下 ， 第 2節 で は単位根検 定 と は そ もそ もど の よ うな検 定問題で あ るか と い うこ とを紹介 し，

続 い て 単位根検定 の 歴史を振 り返 る こ と に す る．は じめ に ADF 検定を説明 した上 で
，

そ の 欠

点 を 克服す る た め の 手法 を考察 す る．第 3節 で は単位根問題 か ら派生 した構造変化 の 問題に っ

い て 考察す る．そ して第 4節 で 今後の 展望 に っ い て 探る こ とに す る．

2． 単位根検 定

2．1　モ デ ル と検定問題

観測値 ytに 対 し て 以 下の よ う な モ デ ル を考 え る，

y，
＝

μ

〆
Zt 十一Xt ，　φ（L ）ユ階

，
＝

碕 　　（’＝1，2，

…
　，　T ）． （2ユ）

た だ し，Zt は非 確率 変 数，　 Ut
− i．ゴ．d．（0，σ

2
）と し，φ（L ）は L を ラ グ ・オ ペ レ

ー
タ と した p 次

の ラ グ 多項式

φ（五）− 1一φ1五
一
φ2ム

2 − …一
φρ

ム
P

で あ る．また，初 期値 Xo，　x − 1，
…，　Xl 　一ρ は 所与 で 標本 の 大 き さ T に は依 存 しな い もの とす る．

Xt は 非 観測変数 で あ る ． したが っ て
，

こ の モ デ ル で は 観 測値 ytは 非確率項 Pt
’
Zt の 周 りを p 次

の 自己回帰 （AR （p）） 過程 に 従 っ て 変動 して い る と解釈 で きる．　 Zt に 関 して は 三 角関数 や非線

形 関数な ど も想定で き るが ，多 くの 経済 モ デ ル で は 9t は定数 も し くは定数 と線形 ト レ ン ドか

ら な る と想 定 さ れ る こ とか ら，本 稿 で は Zt ＝1 （定数 項 モ デ ル ） と Zt ； ［1，　t］
’

（ト レ ン ド モ デ

ル ） の 二 つ の モ デ ル に っ い て 分 析す る．

　さ て ， 我 々 の 関 心 は ， yt が μ周 を 中心 に 単 位根 過 程 に 従 っ て い る の か （す な わ ち ，

Xt ＝μ「 μ
’
g

，
が 単位根過程 に 従 っ て い る の か ），そ れ と も定常 に 変動 して い る の か と い う点 に あ

る の で ，帰無仮説 と して 単位根 モ デ ル ，対立仮説 と して （μ
’

z ，
の 周 りの 漸近的な）定常 モ デ ル

を想定 す る こ と に す る．9tが 単位 根過程 で あ る と は，モ デ ル （2，1） に お い て Xt の ラ グ多項 式

に 関す る特性方程式 φ（z ）＝0 が 1を 根と して 持 っ と い う こ と で あ るか ら ， 検定問題 は

H
。：φ（1）− Ov ．s． 昂 ；φ（1）＞ 0 （2．2）

と な る．た だ し，理論的 に は φ（g ）＝ 0 は z ＝ 1 で 重根を持 っ 可能性が あ るが ，経済モ デ ル で は

多 く の 場合，単 位根は高 々 一
つ で あ る と想定 され る こ とが 多い の で ，本論文で も重 根は持た な

い もの とす る． こ こ で ，対 立仮 説 を φ（1）＞ 0 と した の は，仮 に φ（1）〈 0 とす る と，φ（0）＝1

と い う事実か ら （O，
1）区間 に 特性方程式 の 解が 存在 し （中間値 の 定理 ）， 定常性 の 仮定に 反

す る た め で あ る． な お ，単位根 過程 は しば しば 1（1）過 程 （an 　integrated　process 　of　order 　1）

と呼ばれ る の に 対 して ，（ト レ ン ド周 り の ）定常過 程を 1（0）過 程 とい う こ とが あ る （φ（z ）＝・O

が z ＝ 1 で 重根を 持 っ 場 合 は ，根の 数に 応 じて 1（2）過程，1（3）過程 な ど と よ ば れ る）．

　次 に ，定数項 モ デ ル ， ト レ ン ドモ デ ル そ れ ぞれ の 場合 に っ い て ，具体的 に検定 問題を 考え る

こ と に す る．まず ， 定数 項 モ デ ル で は ！t
’

Zt ＝μ で あ る の で ，
モ デ ル （2．1） は
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　　　　　　　　　　　　　　　　 9t＝

μ 十 Xt，　φ（L ）Xt ＝ Ut

と な る ． こ の 式 に 左 か ら φ（L ）を か けて ytで モ デ ル を 表現す る と，

　　　　　　　　　　　　　　 韮ノt
＝＝c

−←iPiYt− 1 十
…
　→一φpl／t＿ρ

十 Ut 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2‘3）

と な る． た だ し，c ＝ ・to（1）μ で あ る ．さ ら に ，上 の 式 は以下 の よ うに 変形で き る こ とが 知 られ

て い る．

　　　　　　　　　　　△ yt＝c 十 1）yt− 1十 ψ1△9t　1
一
トー■・十 ψρ

一1△yt−pl −1＋ Ut ．　　　　　　　　　　　　　（2．4）

た だ し，△ ＝ 1一五 で ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　 P

　　　　　　　　　　　ρ
＝Σ gsi

− 1
， ψβ

一 Σ φゴ （i＝ L2 ，…，　p − 1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i−i ＋ 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

−
1

で あ る ． こ こ で ，ρ
＝一

φ（1）お よ び c ＝φ（1）μ で あ る こ と に 注 目す れ ば，検定問題 （2．2） は

モ デ ル （2．4）に お い て は

　　　　　　　　　　Ho：ρ
＝iO

　か っ 　c ・−TO 　v ．s，　H ，；ρ 〈 0　か っ 　e ≠ 0　　　　　　　 （2．5）

と な る， した が っ て
，

　　　　　　　　　　（帰無 モ デ ル ）：△yt； ψ1△yt− 1十
…十ψp− 1△9t− p

− 1十 Ut、

　　　　　　　　　　（対立 モ デ ル ）：Yt＝ c ＋ φiYt − 1＋
…＋ aspyt−P ＋ Ut．

とな る の で ，帰 無仮説 の 下 で は y， は ド リ フ ト無 しの 単位根 モ デ ル ，対立 仮説 の 下で は平均 が

未知 の 定 常モ デ ル と な る．

　 ト レ ン ド モ デ ル に お い て も ， 同様 に 考え て 検定問題 を 表現す る こ とが で き る． まず ，
ト レ ン

ド モ デ ル は

　　　　　　　　　　　　　　　yt ＝ ：sto十μ lt 十 Xt，　φ（L ）Xt ＝Ut

とな る が ，先 ほ ど と同様 に モ デ ル を ytで 表現 す る と

　　　　　　　　　　　　　 yt＝Co 十 clt 十 g6iyt　r ＋ …
　十 gbpyt．．p 十 Ut　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．6）

と な る．ただ し，CD ＝ φ（1）μQ
一
φ

’

（1）μ 1，　c1 ＝ φ（1）μ 1 で あ る． こ こ で さ らに ，（2．3）か ら （2，4）
へ の 変形 と同様に して

　　　　　　　　　 △yt＝CO 十 Clt 十ρyt− 1 十ψ1△yt．1＋ …十 ψP− 1△yt．P ＋ 1十 Ut

が 得 られ る． した が っ て ， 検定問題 （2．2） は ト レ ン ド モ デ ル （2．7）に お い て は

　　　　　　　　　 Ho：ρ
＝O　カ1

っ 　Cl ＝＝　O　v ．s．　Hl：ρ ＜ 0　か っ 　Cl ≠ 0

と な る こ とが わ か る． こ れ よ り，

　　　　　　　　　（帰無 モ デ ル ）：△yt＝CO 十ψ1△yt− 1 十
…

十 ψρ
一1△yt一ρ＋ 1十 Ut ，

　　　　　　　　　（対立 モ デ ル ）：Yt＝ Ce ＋ Clt ＋ iPIYt　 l＋
…＋ φpYt −p＋ Ut ，

とな る の で ， 帰 無仮説 の 下 で は y，
は ド リ フ トっ きの 単 位根 モ デ ル ，

レ ン ド の 周 りを定常 に変動 して い る モ デ ル とな る．後者の こ とを特 に ，

呼ぶ ．

（2．7）

（2．8）

対立仮説 の 下 で は線形 ト

　 ト レ ン ド定常モ デ ル と
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　以 上 の よ う に ，定 数項 モ デ ル ， ト レ ン ドモ デ ル ど ち ら の モ デ ル に お い て も単位根仮説 は 複合

仮説 と して 表現 で きる こ とか ら， Dickey　and 　Fuller（1981） は検定 問題 （2．5） お よ び （2．8）

に 対 して 尤度 比検定統計量 を 用 い て 仮説検定 を行 う こ と を提 唱 し，そ の 極限分布 を導出 した ．

しか しなが ら，そ の 他 の 先 行研究 に おい て は多 くの 場合，c や c ］ に 関す る制約 に は触れ ず に ，

ρ
＝0 と い う仮説 の み に 関す る研究 が行 わ れ て い る ． した が っ て ，本稿で も

E ♂：ρ
＝O 　v ．s．　H

，

ノ

：ρ ＜ 0 （2．9）

とい う検定 問題 に焦点 を絞 っ て 議論 を進 め る こ とにす る．

　 2．2ADF 検 定

　 は じめ に 述 べ た よ う に ， 単 位根 モ デ ル に お い て は標準的な漸近理 論が 成 り立 た ず ，
パ ラ メ

ー

タ の 推定量 は必 ず し も正 規 分布 とな らな い ．今 ， 検定 問題 は （2．9） で あ るか ら ， Ho’

の 下で の

ρ の 推定量 の 分布 が 検定 に 重要 な役 割を 果 た す こ と に な る． こ こ で ，定数 項 モ デ ル （2．4） に

お い て △yt を定数 と yt− 1．△yt　 1
…
，△Ys．−p⊥L に 回 帰 した と き の Ut− 1 の 係数推定量 を β。 ， ト レ ン

ド モ デ ル （2．7） に お い て △yt を定 数 と線形 ト レ ン ド，　 yt−1，△9t−1…，△yt−p ＋ 1 に 回帰 した と き

の Yt− 1 の 係数推定量 をβ，
とす る．　 Dickey　and 　Fuller（1979）や Said　and 　Dickey（1984），

　 Phillips

（1987） は こ れ ら の 推定量の 極限分布が 以下の よ うに な る こ とを示 した ．

Tfi
μ

一

　　　　 f［、

’B2（S）d∫
一（f。

iB
（∫ ）ds）2

fl　 1／2（B2 （1）− 1）− B （1）foiB（s ）ds　　　 d　　　 1／2（B2 （1）− 1）→−A
　　 　　 　　 　　 　　 　 ．　 （2，10）Tfi，−
　 　 　 　 　 　 　 D

た だ し， B （r）は 0≦ rgl 　 k の 標準ブ ラ ウ ン 運動で ，

A − 12（∫
’

sB （・）ds− XB（・）ds）（f、

’

B （・）d・
− eB（1））− B （1）∫

1B

（・ ）d・，

・ − f。　
IB2

（・ ）d ・
− 12（f，

’

sB （・ ）d・）
2
＋ 12f

，

　
’

B （・）d・J［
isB

（s ）d・
一・（f、

’

B （・ ）ds）
2

で あ る． こ れ らの 極限分布 は正 規分布 と は異 な る もの の ， シ ミ ュ レ ーシ ョ ン や特 性関数を反転

さ せ て 数 値積分を行 うな ど の 方法 で ，分布 の 分位点 を求め る こ とが で き る． した が っ て ， Tp
”
，

お よ び TP
，
を単 位根仮説 の 検定統計量 とみ な す こ とが で き る．

　また，ρ に 関 す る t統計 量を検定統 計量 とす る こ と も可能 で あ る．今，モ デ ル （2．4）お よ び

（2．7） の ρ に 関 す る t統計量 を そ れ ぞ れ ’潔勹 ’
DF

とす る と ，

〆
／2

繼1濃器畿黔 ’鱒
1／2（

讐
隠

・2・・1・

とな る． こ れ らの 統計量 の 分位点 は表 1 に 掲載 して お く．

　な お ，定数 項 な ど の 非 確率項 が 既知 の 場 合，す な わ ち，Pt
’

Zt が 既知 の 場合 は，　 yt− Pt
’

Zt を新

た に yt と再定義 して
， 定数項無 し の 回帰式 よ り検定統計量 を求 め れ ばよ い ． こ の 場合 ， △yt

を Yt− 1，△yt− 1，
…，△yt．．　P　U に 回帰 した と き の yt− 1 の 係数推 定量 βか ら検定統計量 π や t−

’IPF
を

作成す る こ と に な り，堺 の 下で の こ れ らの 極限分布は

π
⊥ ’／

箒紜
1）

・ ’寵
1／

釜算憲
）

（2．12）

と な る．

　こ の よ う に ， 定 数 項 無 し の モ デ ル や （2．4）， （2．7） を 最 小 2 乗 法 で 推 定 し て Tδ，TpA
．
，

η3．，〆
ρF
，ご虐

F
，teDF を用い て 行 う単位根検定 の こ とを，　 ADF （augmented 　Dickey−Fuller）検定
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表 1ADF お よ び ADF −GLS 検定統計量 の 分位点

ADF （ρ タ イ プ ） ADF α タ イ プ ） ADF −GLS
1％ 5％ 10％ 1％ 5％ 10％ 1％ 5％ 10％

T ＝50
定 数 項 無 し 一12．94 一7．74 一5．58 一2．66 一1．98 一1．63 一 一 一

定数項 モ デ ル 一18．34 …13．04 一10．52 一3．63 一2．98 一2．65 一2。94 一2．30 一199

ト レ ン ドモ デ ノレ 一25．18 一19．36 一16．53 一4，28 一3．61 一3．28 一3．84 一3．22 一2．92

T ＝100

定数項無 し 一13．16 一7．86 一5．63 一2．59 一1，95 一L62 一 一 一

定数項 モ デ ル 一1950 一13．53 一10．91 一354 一一2．92 一2．61 一2．75 一2．14 一1．83

ト レ ン ドモ デ ノレ 一27．10 一20．44 一17．37 一4．10 一3．51 一3．20 一3．63 一3．03 一2．74
T ＝200

定数項無 し
一13．58 一7．96 一5．68 一2．60 一1．95 一1．62 一 一 一

定 数項 モ デ ル 一20．09 一13．84 一11．08 一3．47 一2．89 一2．59 一2．68 一2．06 一1．73
ト レ ン ド モ デワレ 一28．31 一21．03 一17．80 一4．03 一345 一3．16 一352 一2．95 一2。66

T 三QO

定数項無 し 一13．70 一8．00 一5．71 一2．57 一1．94 一1．62 一 一 一

定 数 項 モ デ ル
一20．61 一13．98 一

ユL16 一3．43 一2．86 一2．57 一2．58 一1．95 一1．63
ト レ ン ド モ デ ノレ 一29ユ5 一一2L68 一18ユ9 一3．96 一3．41 一3．13 一3．43 一2．86 一2，57

注 ： 繰 り返 し回lk　100，000回 に よ る 分位点．な お，極限分布 の 場合 は，標準 ブ ラ ウ ン 運動 を 2，000

個の 独立 な正 規分布で 離散近似 して 得 られ た もの で あ る．

と い う． また ，p ・ ・ 1 の AR （1） モ デ ル で の 単位根検定 を特に DF （Dickey−Fuller）検定 と い う．

t統計量 タイ プ の ADF 検定 は重回帰 の t値 を参照 す るだ けな の で ， 多 くの コ ン ピ ュ
ー

タ
ー ・パ

ッ

ヶ 一ジ ・プ ロ グ ラ ム で 容易 に 求 め る こ とが で き，単位根検 定に 一番多 く使 われ て い る検 定方法

で あ る．

　2，3ADF −GLS 検定

　ADF 検定 は そ の 使 い や す さか ら広 く使 わ れ て きた が，一方 で ，そ の 検出力 の 低 さが しば し

ば 指 摘 さ れ て き た ． そ こ で ， ADF 検 定 よ り も 検 出力 の 高 い 検 定 方 法 と し て Elliot亡
，

Rothenbergand 　Stock （1996，以後，　 ERS と表 記） に よ り提案 され た ADF −GLS 検定 が 注 目され

るよ う に な っ て い る．

　まず は じめ に ，ADF −GLS 検定 と関係 が 深 い POI （point　optimal 　invariant）検定 の 説明 か ら始

め る こ とにす る． POI 検定 の 導出に は誤差項に 正規性を仮定 し，　 Ul
’

に み られ る よ うな固定対

立仮説 で は な く，以下 の よ うな局所対立仮説 を想 定す る ．

研 ・ρ
一・ v … 　 H

・

E
・ρ

一
・（・）一一旱（・・ …

局所対立仮説 は ， 検定統計量 の 漸近 的な検出力が検定 の サ イ ズ α と 1 の 問 とな る よ う に 設定さ

れて い る． こ こ で， モ デ ル の 真の パ ラ メ ー
タは ρ

＝
ρ

＊ ・＝一
θワ τ で ある とす る． ま た ， 検 定統

計量 は あ る不変な ク ラ ス で 考え て い る もの とす る．我 々 の 目的 は検 出力 の 高 い 検 定 を構築す る

こ と で あ るが ，圭 の 検定 問題 に 対 して は
一

様最 強力検定が 存在 しな い こ とが 知 られ て い る の で ，

そ の よ うな検定 を作る こ とは不可能 で あ る． しか しな が ら，対立 仮説 の θを 固定す れ ば ， そ の

固 定 した
一点 ρ （θ）に 対 して は最 強力検 定 を構築 す る こ とが で き る ．今，y ＝［y エ，　Y2，…，　Y τ］

t

の

密 度関数 をf（y；θ）とす る と，Neyman −Pearson の 補題 よ り，
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・・・・… ジ嬲 ・ 砺

を 棄 却 域 と す る 検 定 が ， 対 立 仮 説 ρ（θ）に 対 す る 最 強 力 検 定 と な る ．

Po．．D（L （θ；α ）≧ k
。）

＝
α を満た す も の とす る． こ の 検定 の 検出力関数 は

OP（θ，θ
＊

；α ）≡ Pe・（L （θ；α ）≧ k。）

た だ し， ka は

と θ・ の 関数で 表現 で きる の で ， θ
＊

を様々 な値に 変 え れ ば最強力検定の 検出力関数 を 描 くこ と

が で き る． こ こ で
， op（θ，

θ
＊

；α ）に お け る θ は 我 々 が 対立仮説 と し て あ ら か じ め 設 定す る パ ラ

メ ータ で あ る の に 対 し，θ
＊

は分布の 真 の パ ラ メ ータ で あ る こ と に 注意 す る． こ の よ う に 構築

した 検定 は，一点 の 対立仮説 ρ（θ）に対 し て の み最 強力で あ る こ とか ら，POI 検定 と呼ば れ る．

　POI 検定は ， 想定 した対立仮説ρ（θ）と真 の 分布 の ρ（θ
’

）が
一

致す る場合は最強力検定 とな

るが ， そ れ以 外 の 場 合 は 一般 に は最強 力検 定 で はな い ． そ こ で ，実 際 に POI 検 定 を用い る場

合 ， ど の よ うな対立仮説 ρ（θ）を設定す べ きか が 問題 とな っ て くる．そ の た め に まず ， 検出力

の 上 限を 考 え る ．θ
＊

を真の パ ラ メ ータ とす る分布に 対 し て は θ＝ θ
＊

を 対立仮 説 と して 設定 し

て 検定統計量 を 作成す れ ば検出力は最大 とな り，そ の 検 出力 は．ep（θ
＊

，θ
＊

；α ）で 与 え られ る．

し た が っ て ， q （θ
＊

，
θ

＊

；α ）を θ
’

の 関数 と して グ ラ フ を描 けば，　 POI 検 定 の 検 出力 の 上限 を つ

な い だ抱絡線が得 られ る． こ の 関係 を図示 した もの が 図 1で あ る．対立 仮説 と し て θ＝θr を

想 定 した POI 検定 の 検 出力 関数 は θ1
’

で 検 出力の 抱絡線 と接 す るが ，
一

般 に そ の 他の 点で は 検

出力 は抱絡線 よ り低 くな る．θ2
窟

を 想定 した 場合 の POI 検 定 の 検出力関数 と抱絡 線の 関係 も同

様で あ る．

　 一般 に，POI 検定 の 検 出力の 抱絡線 は到達
．
不能 な曲線 で あるが ，検 出力関数が こ の 抱絡線 に

近 い ほ ど ，
よ り望 ま し い 検定 で あ る と い う こ とが で き る．King （1983） や Tanaka （1996） で

は POI 検定 の 検 出力関数 ep（e，　e
＊

：α ）が抱絡線 の 50％点 で 接 す る よ うに θを設 定す れば，　 POI

検定の 検出力 関数が 全体的に抱絡線に近 づ く こ と に着目 し ， そ の よ うな θ の 選 び方 を推奨 して

　　e篤　　　　　　　　　　　　　 θち

図 1　 検出力 の 抱絡線 と POI 検定の 検出力の 関係

げ
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い る． ERS は こ の 方法に したが い ，単位 根検定 の POI 検定 を導 出 した．具体 的 に は，定数項

モ デ ル で は θ＝ 7， ト レ ン ドモ デ ル で は θ＝13．5 と設定 した POI 検定を推奨 して い る．

　ERS で は さ ら に POI 検定 と ADF 検定 の 違 い を分析 し，二 つ の 検定 の 検出プJの 違 い が主 に 定

数 ・ト レ ン ド項 の パ ラ メ
ー

タ推定 の 効率 性の 違 い に 起 因 し て い る こ とを 指摘 し，ADF 検 定 に

お い て も こ れ らの パ ラ メ
ー

タ を効率的に 推定す れ ば検出力が よ り高 く な る こ と を 示 し た ．彼 ら

の 提案 した検定 は ADF −GLS 検定 と呼 ば れ，検定統計量 は 以下 の 手順で 作成 され る．

（1） ytお よ び Zt を 以下 の よ う に 変換 す る ．

・野一 ｛ll− ayt −1 蹴 z7d 一 仁1− azt− 、

−

∩

乙

＝

≧

’

彦

　　た だ し，a ＝1一θ／T で ，定 数項 モ デ ル で は θ＝7， ト レ ン ド モ デ ル で は θ＝13．5 とす る．

（2）ザ を z7d に回帰 し， 得られ た推定量 を μqd とす る．

（3） ytか ら定数 ・ト レ ン ド を除 い た系列

岬 ら
銑
一
臨 9t

　　 を作成す る．

（4）岬
d
を ベ ース に ，ADF 検 定統計量 （t 統計 量） を定数項 無 しの モ デ ル で 作成す る．す な

　　わ ち，

△τ解；
ρユア誓k十 ψ1△X7Lt

，
十 …

　十 ψP　l△∬   ρ＋ 1
一トet

を OLS で 推定 し， ρ に 関す る t 統計量 を 研
s

（定数項 モ デ ル の 場合），磨
5

（ト レ ン ド

モ デ ル の 場合） とす る．

ERS に よ る と，帰 無仮説 の 下 で の 研
ε
お よ び ‘ξ

ムs
の 極限分布 は以 下の よ う に な る．

’β
乙∫

広
　　　　feiB2（s ）ds

1／2（B2 （1）− 1） 　　　 1／2（1／ 2
（1，θ）− 1）

’fムsゴ．
　　　　fo’　v ？

（s ，θ）ds

た だ し， V（r，θ）＝B （r）− r ｛λB （1）＋ 3（1一λ）foisB（s）ds｝，λ＝（1＋ θ）／（1＋θ＋ θ
2
／3）で ， 定

数項 モ デ ル で は θ一・ 7， ト レ ン ドモ デ ル で は θ＝13．5 で あ る．孟8LSお よ び ‘ρ
ムs

に 基 づ く単 位根

検定を ADF −GLS 検定 と呼ぶ ． こ れ らの 分位点 は表 1 に 掲載 して お く．な お ，　 t
，9Lsの 極 限分布

が （2．12） の 定数項無 しの ADF 検定統計 量 〆DF
の 極限分布 と一致 す る点 は興 味深 い 結 果で あ

る．

　図 2 は ADF 検定 と ADF −GLS 検定の 漸 近 的な 検 出力を 描 い た もの で あ る ．定数項 モ デ ル ，

ト レ ン ドモ デ ル どち ら に お い て も，ADF −GLS 検定 の 検 出力 の 方が 高 い こ とが 分 か る ．特 に ，

ト レ ン ド モ デ ル に お ける検 出力 の 差 は顕 著で ある． こ の よ うな 関係か ら，実証分析 にお い て も

ADF 検定 の み な らず ，
　 ADF −GLS 検定 も使わ れ始め て い る．

　 2．4　ラ グ次数 の 選択

　 こ れ ま で の 議論 は モ デ ル が 自己回帰 モ デ ル で あ り， ラ グ次数が 既知 で あ る こ とを 前提 と して

い た． しか しな が ら ， Box 　and 　Jenkins（1976） 以 降 ， 時系列 デ ータ を以 下 の よ う な 次数 p，　 q

の 自己回帰移動平均 （ARMA   ，　q））過程で モ デ ル 化す る こ と も多い．

yt＝μ
’

9t 一トXt
，　φ（ム ）Xt ＝毘9（ム ）Ut．
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D 空
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08
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02

．t

。卩 F蕊 ．．

　　　　　　　　　　　　　　　　 0

5　　　　　　　　　　、0　　　　　　　　　 15 　　　　　　　　　 20 　　　　　　　　　 25　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　5　　　　　　　　　　10　　　　　　　　　 15　　　　　　　　　 2U
　　　　 岫　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1heta

　（i）定数項モ デル 　　　　　　　　　　　　（ii）トレン ドモ デル

　 　 　 図 2　 ADF 検定 と ADF −GLS 検定 の 局所対立仮説下の 漸近的検出力

15

た だ し ， p 次の ラ グ多項式 φ（L ）の 根 は単位 円外 も しくは 1 と し，0 （L ）は反転可能 な q 次 の

ラ グ多項式で ，φ（L ）と 鼠 ム）は 共通 の 根 を 持た な い も の と す る．上 の モ デ ル で φ（L ）が 単位

根を持 つ 場合は特に 自己回帰和分移動平均 （ARIMA （p − 1
，
1，　q）） モ デ ル と呼 ば れ る．経済 デ

ー

タ，特 に マ ク ロ 経済 デ
ータ で は移動平 均 （MA ）項 の 存在が 観測 され る こ とが 多 い の で ， 上 記

の よ うな ARIMA モ デ ル が しば しば想 定 さ れ る．　 ARIMA モ デ ル に お け る 単位根 検定 は Ha11

（1989），Pantula　and 　Hall（1991），　 Ahn （1993） な ど で 提案 されて い る．

　 しか しな が ら ， ARIMA モ デ ル の 問題 点 と して ，
　 MA 項 の ラ グ多項 式 0 （L ）の 根 が 比 較的 1

に 近 い 場合 ，
パ ラ メ ータ の 推定 に 問題 が生 じ る こ とが 知 られ て い る． そ こ で 0 （L ）を 反転 さ

せ ， モ デ ル を AR （。・ ）で 表現 して 考え る こ と に す る．す なわ ち，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　

　　　　　　　　φ
＊

（L ）Xt ＝Ut ， た だ し
， φ

＊

（L ）≡ φ（L ）tSi
− 1

¢ ）一Σφ譜吾，　　　 （2．13）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i−0

と モ デ ル を AR （。 。 ）で 表現 し， こ れ を有 限次 の AR （p）モ デ ル で 近 似 して ADF 検定 な どの 単位

根検定 を行 う の で あ る． こ の よ う な近似の 有効性は定常 モ デ ル で は Berk （1974），単位 根 モ デ

ル で は Said　and 　Dickey （1984）や Ng 　and 　Perron （1995） で 証 明 さ れ て い る ． た だ し，単位根

検定 が 妥 当で あ る た め に は 近似 す る ラ グ の 次 数 p が サ ン プ ル ・サ イ ズ T とと もに 大 き くな る

必要が あ る．

　また ， モ デ ル を ARIMA モ デ ル に 限定 せ ず ，以
一
ドの よ う に Wt の 分布 を仮 定 しな い セ ミ パ ラ

メ トリ ッ ク ・モ デ ル を 出発点 と して 考え る こ と も可能 で あ る．

yt＝μ客 ＋ Xs， （1一φム ）Xt ＝ω t，　 Wt は共分散 定常 過程． （2，14）

こ の 場 合，Wold の 分解 定理 よ り Wt は

　　　　　　　　　　　 Wt 　・ ＝　Z ψiUt −i， た だ し，ψ〇
二 1

，
Σ ψ；＜ 。。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴニO　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i
−
1

と wt を MA （。 。 ）で 表 現で きる． さ らに Brillinger（1981） に よ れ ば， こ の 場合，　 MA 項 を反転

させ る こ とが可 能 な の で ， Wt は モ デ ル （2．13） の よ うに AR （。。 ）で 表現 する こ とが で き る．

　 こ の よ う に ，一般 的 な モ デ ル （2．14） に お い て も AR （。。 ）表現 が可能で あ る の で ， モ デ ル を

有限次元 の AR モ デ ル で 近 似 して ， こ れ ま で ど お り （2．4） や （2．7） に 基 づ い た ADF 検定 や

ADF −GLS 検 定 を行 う こ と が で きる． こ こ で 問題 と な る の が ， ラ グ次数 の 選 択で あ る．　 Ng 　and

Pe皿 on （1995） で は以 下 の 次数選択 の 方法 を分析 して い る ．
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（1） サ ン プ ル ・サ イ ズ T に 依存 した 方法 ： こ の 方 法 は Schwartz（1989） に よ り シ ミ ュ レ
ー

　 　 シ ョ ン 結果 に 基づ い て 提案 され た方法 で ，

・
一… ｛・（f，）

13

… は P − … ｛12（if，1。）
13

　　　で あ るが ， 理 論的な根拠 は乏 し い ．

　（2）情報量規 準に よ る方法 ：情報量規 準 AIC や BIC を もと に次 数 p を選択す る．

　 （3） 係数 の 逐 次検 定 に 基 づ く方 法 ： こ の 方 法で は まず， ラ グ次数 p の 上 限 i5を設 定 し，最

　　　初 に p ＝♪で モ デ ル を推 定す る． も し 殤 の 推定値 の t 値が 有 意 な ら ば AR （♪）で 単位 根

　　　検定 を行 い ，殤 の t 値が 有 意 で な けれ ば AR （P− 1）モ デ ル を 再推 定 す る．　 AR  
一1）の

　　　推定 で も同様に gbfi一且
の t値が有意 な らば 単位根検定 を，有意 で な け れ ば AR  

一2） モ

　　　デ ル を再推定す る ． こ の よ う に， モ デ ル の 最高次数 に 関す る係数 の 有意性を 検証 して モ

　　　デ ル の 次数 を下 げ て い き，有意 に な っ た 段 階で 次tw　p を固 定 して 単位根 検定 を行 う と

　 　 　 い う も の で あ る．

Ng 　and 　Perron （1995） で は，有 限標本 で の 検定 の サ イ ズ ・ 検 出力 両面 に お い て ， 3 番 目の 逐

次検定 に基 づ く方法を推奨 して い る．

　
一方 ，Ng 　and 　Perron （2001） は， モ デ ル に MA 項 が 存 在 し て そ の ラ グ多項 式 の 根 が 比較 的

大きな値 の 場合 ， 上の い ずれ の 方法で もサ イ ズ に歪 み が生 じる こ とが ある点 を指摘 して い る．

と くに ，AIC や BIC に お い て は ラ グ次数 に 関す る ペ ナ ル テ ィ
ー項 が 必 ず し も適 切 で は な い た

め ， こ れ ら の 基準に 基づ い て ラ グ次数を選 択す る と ， 次数を短 め に選 ん で しま う傾向が あ る こ

とが 分 か っ て い る ． そ こ で ，Ng 　and 　Perron （2001） で は 以 下 の よ うな 修正 され た 情 報量規凖

（MIC ） を最 小に す る ラ グ次数 を選択 す る こ とを推奨 して い る．

M ・・− 1・ 齶・
幅 1誓ρ

一1）

ただ し，fi，砺 ‘
は （2．4） もし くは （2．7） の OLS よ り得 られ た も の で ，

暢 主譲 ・語 （P）一
β

3
Σ匹戸刊 （牽 1）

2

2P（
σ

と す る ． AIC を ベ ー
ス に し た MAIC で は C ア

；2，　 BIC を べ 一
ス に し た MBIC で は

CT＝ln（T −
♪）を用 い る．　 Ng　and 　Perron（2001） で は ， モ デ ル に MA 項が 含 まれ て い る場合，

MAIC を 用 い た単位根検定 は サ イ ズ の 歪み が少な い こ と を シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で 検証 して い る．

　 2．5　初期値問題

　第 2．4 節 で 説 明 した よ う に ，単位 根検定 の 漸近 的 な検出力 を考慮す る と ， ADF −GLS 検 定 の

方が ADF 検定 よ り も理 論的に 優 れ て い る と い え る ．そ の 一ノiで ，　 Mifller　and 　Elliott（2003） は

有 限標本に お け る デ
ー

タ の 初期値の 影響に つ い て 詳 し く分析 を行 い ，初期値が 小 さ な値な らば

ADF −GLS 検定 の 方 が有 限標本で の 検 出力 が高 い が ， 初期値 が大 きな値 の 場A は ADF 検定 の 方

が 優れ て い る こ と を指摘 した．

　有 限標本に お け る検 出力 が 初期値 の 影響を受け る こ と は以
一
ドの よ う に説 明 され る．簡単 の た

め に 以 下 の よ う な AR （1）モ デ ル を考 え る ．

yt＝lt
’

Zt 十 Xt，　Xt ＝gbXt− 1十 Ut ． （2．15）

今，φ＝1 の 単 位根 モ デ ル で は，
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 Xt ＝x 。
＋ Σ Ui

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i一且

と表現 で きる こ と か ら，初期値 コc。 は 非確率項 Zt （定数項 を 含む） に 吸収 され る た め
， 検定統

計量 は初期値に 関 し て 不変 とな り， 検定 の サ イ ズ は Xo の 影響を ま っ た く受 け な い ． しか しな

が ら ， 対立仮説 の 下 で は ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

　　　　　　　　　　　　　　　　Xt ＝ pfXe十 Σpt
− iUi

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ε
一

且

とな り，初期 値 は p
‘

Xo を通 じて 検 定統計量 に現 れ る の で ，有 限標 本 の 検 出力 に も影響を 及 ぼ

す．

　MUIIer　and 　Elliott（2003） で はまず，初期値 xo の 分布 F （xe ）が N （O，　hσ
2
）に 従 うと仮定 して ，

初期値 に 関す る検 出力の 加重 平均 を最大 に す る最適検定族 ψ。（φ
＊

，k）を求 め て い る．

卿
・

，k）一 ・ ・gv　m ・X∫・（O・・ejeC ・・1φ一iP・，・X ・）dF （X ・）

こ こ で ，ψ は任 意 の 検定 を表す ． した が っ て ，検 定族 ψ o （il＊ ，　k）の 中 で も，　 k＝0 に対応 す る

op（φ
＊

，　O）は初期値 x 。
＝0 に 全 ウ ェ イ ト を か けた 検定 と な り， 初期値が 0 の 系列 に 対 して 検 出

力 が 高 い ．
一

方 ，k の 値が 大 きな検定 は初 期値 の 絶対値 が大 きな もの に もウ ェ イ トをお い て い

る た め ，初期値が 0か ら離 れ て い る 系列 に対 して 高い 検出力 を持 っ こ とに な る，MUIIer　and

Elliott（2003） は ADF 検定や ADF −GLS 検定を 含め た既存の 単位根検定が こ の 検定族に 含 ま れ

るか， も し くは密接 に 関係 す る こ と を示 して お り ， 特 に，ADF −GLS 検定 は k＝0 に ，
　 ADF 検

定 は k が大 き な値 に 対応 して い る た め ，有 限標本 で の 検 出力 に 差 が 出 る こ とを 指摘 して い る．

　具体的 に 検定 の サ イ ズ が 初期値 の 影響を ど の 程度 うけ る か 示すた め に ， AR （1）モ デ ル （2．15）

で T ＝100の 場合 の サ イ ズ調 整済 み検 出力 を シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン に よ り求 め，図 3 に 示 して い る ．

定 数項 モ デ ル で 初期値が 0 の 場合 （図 3 （i−a））， 漸近理 論同様 ， ADF −GLS 検定 の 方が ADF 検

定 よ り も検出力が 高 い ． し か し，初期値 を 5 に 変更す る と （図 3 （i−b）） ADF −GLS 検定 は 検 出

力 を 失 う一方，ADF 検定 の 検 出力 は高 くな る． 同様 の 傾 向 は ト レ ン ド モ デ ル で も観 測 され る

（図 3 （ii））．

　以 上 の よ う な 初 期値 問題 は ρ
t
の 方 向 に 不変 な 検定 統計量 を 作成 す れ ば対 立仮説 の ドで も初

期値 の 影響 を受 け な い こ とに な るが ，そ の よ う な統計量 で は検 出力が 上 が らな い こ と が Elliott

and 　Mtiller（2006） に よ っ て 示 され て い る ．そ の うえ で ，彼 ら は初期値 の 影響 を 受 け に くい 以

ドの 検 定統計量 を提案 して い る．

・
一 一

・・畷 蜘 ・ ・纓 ・ ・，・￥
T− i（g，

m−
，）

2

・

た だ し， m ＝
μ の 場合 が 定数項 モ デ ル で ，甜 ＝（yt

一
Σ『＿e！ノs ／T ）／di，の

2
は Xt に AR （1）モ デ ル を

当 て はめ た 後 の 誤差項 の 長 期分散 （2 π × 原点 で の ス ペ ク トル ） の 一致推定量 また，

gざマ
ー10，　 q宇＝

− 4．95，　q餐＝ 9．05，　qζ蕭 0．9，　（7f＝ 100

で あ る．m ＝
τ の 場 合が レ ン ド モ デ ル で ，蛮 は 甜 を 1 と t に 回帰 さ せ た残差，

gδ＝− 15，　 （rt＝− 7．127，　 g豸＝12．166，　 g5＝− 3．31，　（11＝225

で あ る．

　
一

方 ，初期値 の 影響 は 各検 定統計量 ご と に 異な る こ と に 着 目 して ，複数の 検定統計量 の 加重

平均 を考え る こ と に よ り，初期値問題 を 回避す る試み もあ る．Harvey　and 　Leyboume （2005）
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 図 3　 単 位根検 定 に 対 す る 初期値 の 影響

で は ADF 検定統計量 と ADF −GLS 検定統計量 の 加重平 均 を，　 Harvey　and 　Leybourne（2006）で

は ADF 検 定統計 量 と El】iott　and 　Mtiller（2006）の O ．

の 加 重 平均 を提 案 し て る． た だ し，加

重 平均 に 用 い る ウ ェ イ ト は デ ータ よ り算出す る もの とす る．

　 い ずれ に して も こ れ らの 統計量 を用 い る こ と に よ り，初期値 に 関す る事前情報が利用で き な

い 場 合 に は検出力 の 極 端な 低下 を避け る こ とが で きる ．た だ し，初期値 に関 す る何 らか の 情 報

が利用で きる 場合に は
，

そ れ に 応 じて 特定 の 検定統計量 を用 い た方が よ り高 い 検出力 が期待 で

きる の は MUller　and 　Elliott（2003）で 説 明 されて い るとお りで あ る．

　 2．5 　そ の他の単位根検定

　 こ れ まで 述 べ て きた ADF や ADF −GLS 検 定以 外 で も，様 々 な単位根検定 の 方法が 提 案さ れ

て き て い る の で ， こ こ で い くつ か 紹介 して お く．時系列理 論 の 論文 で 引用 さ れ た り実証研究 で

た び た び使用 さ れ る も の と し て は ， Phillips　and 　Perron （1988）の 検定 が あ る．彼 らは （2．14）

の よ う な Wt の 分布を仮 定 し な い セ ミパ ラ メ ト リ ッ ク ・モ デ ル を 考え ，
　 DF 検定統計量 の 極隈

分布 が誤 差項 Wt の 分散 お よ び長 期分散 に 依存す る こ とを示 し， こ れ らの パ ラ メ ータ の
一

致推

定量 で 統計量 を修正 す る こ と に よ り ， 従来 の DF 検定 統計量 と 同 じ極限分布 を もつ 統計量 を提

案 した．Phillips−Perron 検定 は ADF 検定 と 比較 して サ イ ズ の 歪 み が 大 き くな る場含が る が ，

こ の 問題 は Perron　and 　Ng （1996） が 提案 した 修 正統計量 に よ り，あ る程 度緩和 され る こ とが

知 られ て い る．

　
一方，推定段 階で OLS とは異 な る手法 を用 い る こ と に よ り ， サ イ ズ の 歪み を取 り除 い た り

検 出力を 高 め る試 み も提案 され て い る。Pantula，　Gonzalez−Farias　and 　Fuller（1994） は 正規 分

布 に従 う定常 AR 過程に お い て は時間を逆転さ せ て も定常 AR 過程 と な る性質を利用 して WS
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（weighted 　symmetric ）推定量 を用 い た 検定を 提案 し て い る．　 So　and 　Shin （1999） で は Yt− L の

符号 を 操作変数 と し て 用 い る Cauchy 推 定量 を利 用す る こ と に よ り，帰無分 布が 正規 分布 と な

るよ うな 検定統計量 を開発 した． さ ら に ，Shin　and 　So （2001）で は定数項を逐次平均調整法で

推定 す る こ と に よ り，検定統計量 の 有限標本 で の パ フ ォ
ーマ ン ス が 改善す る こ とを示 して い る，

ま た，ADF 検定 の よ うな い わ ゆ る Wald タ イ プ の 検定以 外 に も，　 Dickey　and 　Fuller（1981） は

尤度 比検定 を，Schrnidt　and 　Phillips（1992） は ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数検 定を提案 して い る．

　 い ずれ に し て も，

一連 の 単位根検定は ADF 検定を ベ ン チ マ
ー

ク に し て 有限標本特性を 改善

さ せ る べ く提 案さ れ て い るが ， や は り MUller　and 　Elliott（2003） に あ る とお り，ど れ か
一

つ の

検定 が 他 を優越す る とい うこ とは な い た め，一番使 い や す い ADF 検 定が 今で も主流 とな っ て

い る ．

3． 単位根検定 と構造変化

　 3．1　構造変化 点が 既 知の モ デ ル

　 こ れ ま で 見 て き た 単位根検定 は，Nelson　and 　Plosser （1982） が ア メ リカ の 多 くの マ ク ロ 経

済 デ
ー

タに単位根が存在す る と主張 して以 来，理 論 ・実証 の 両面か ら広 く研究さ れ 使わ れ て き

た． しか しなが ら マ ク ロ 経 済 デ ータ の 観測 期間 は比較的長 く， 政権 交代 や オ イ ル ・ シ ョ ッ ク ，

経済 を取 り巻 く様 々 な 状況 の 変化 に よ り，構造変化 が起 きて い る可 能性が あ る．図 4 は ア メ リ

カ の 普通 株 の 株価 （common 　stock 　prices） の 対数値 （実線） と 1929年前後で 異 な る 切片 ・傾

きを持 っ ト レ ン ド （点線） を示 し て い る． こ の デ ータ に 見 られ る よ う に ，経済変数 が 構造変化

を もっ ト レ ン ド周 り で ffo ：単位 根過程 に し た が っ て い る の か，　 Hl ：定 常な 変動を して い る の

か ， を 議論 した方 が よ り適切 で あ る と，Perron （1989） は主 張 して い る．

　Perron（1989） は まず ， 真の モ デ ル が ト レ ン ド項 に 構造変化を もっ ト レ ン ド定常過 程で あ っ

て も，構造変化 を無視 して こ れ ま で どお りの 単位根検定 を行 うと，誤 っ て 帰無仮説 （単位根仮

説） が採 択 され や す くな る と い う事実 を理 論 的 に 証 明 した．そ の 上 で ，彼は帰無仮説 と して 以

下 の よ うな構造変化を お り込 ん だ モ デ ル を 考え て い る ．

5

4．5

4

〆
／

ブ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　厂3．5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　 ／

i　 議 病
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．tー

1。 ＼ ．鏑 弧ノ
　　

ゴ．

▽
11870

　　　　1880　　　　1890　　　　1900　　　　1910　　　　1920　　　　1930　　　　1940　　　　t950　　　　1960　　　　1970

図 4　 普 通 株 の 株 価 の 対 数 値 と ト レ ン ドの 関 係
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モ デ ル A ：

モ デ ル B

モ デ ル C

　 yt＝μ9十PtlDU ，
十μ 1オ十 銑，　　　 Xt＝φXt− 1十 Wt ，

　 yt＝μo十 μft十μ？1）U7 十 Xt ，　　　Xt 二qsXt−1→
−
Wt ，

yt＝μ鴛十 μ呂∠）こft十 Ptft十Pt？1）T，
十 ∬ t，　 Ct＝gb　Ct　 1十 Wt ，

た だ し，Wt は 共分散 定常過程，構造変化点 写 は 既知 と した 辷で ，

DU
，

一 ｛！ 1：；1
＊

・　・ ・
，

・
一 ｛1． T。

， 1鶏 ・ ・
一｛1 霧

とす る． したが っ て ，φ一1 の と きに は モ デ ル に単 位根が 存在 し，φ〈 1 で は単位根 は存 在せ ず，

非確 率項 に 構造変化 を もっ ト レ ン ド定常 モ デ ル と解釈 され る ． モ デ ル A で は ト レ ン ド の 傾 き

は変化せ ず に定 数項 の み が 変化， モ デ ル B で は定数項 は 変化せ ず に 傾 きの み が 変化，モ デ ル C

で は 定数項 と傾 き の 両方が 変化 して い る． な お ， 上 の モ デ ル は構造変化 の シ ョ ッ クが T．

’
＋ 1

の み で 観 測値 ytに 伝わ る こ とか ら，　 AO （additive 　outlier ） モ デ ル と呼ば れ る ． こ れ に 対 し，構

造変化 の 影響 が タ イ ム ・ラ グ を持 っ て 徐 々 に yt に 伝達 され る 10 （innovational　outlier ） モ デ ル

と い うもの も考 え られ て い る が ， 以 ドで は AO モ デ ル を 中心 に 説明す る こ と とす る．

　モ デ ル A ， B ，
　 C の 取 り扱 い で 注意す べ き点 は ，

モ デ ル を 観測値 ytで 表現 した と き に
， 非確

率項 の 表現 が帰無 仮説 と対立仮説 の ドで は異 な る こ と で あ る．実際，各 モ デ ル を帰無 ・対立両

仮説 の 下で 表現 しなお す と ，

帰無 モ デ ル A ：

｛対立 モ デ ル A ：

帰無 モ デ ル B ：

｛対立 モ デ ル B ：

帰無 モ デ ル C ：

｛対立 モ デ ル C ：

yt− c8 ＋ dD （TB
＊

）t ＋ y 卜 1 ＋ w 、．

y厂 68 ＋ cgD 　u
，
＋ c1什 勘 、

1／t ； c
〔塵
＋ c

］
1）U

，
＋ ！ノt＿1 ＋ Wt ．

yt− Co ＋ cft＋ cセ1〕T，

’
＋ ω ，，

9t＝CD＋ dD （Te
＊

）t＋ C ，
DU

，
＋ yt−】

＋ Wt ，

y 、
　一　c ，

a
＋ c8DUt ＋ cft ＋ ceDTt ＋ ω 、，

と な る， た だ し ， D （TB
’

）t は t＝TB
＊

＋ 1 の と き 1， そ の 他 の 場合 は 0 とす る．　 Perron（1989）

で は こ の 点に 注意 を して ， まず ， ytを非確率項 に 回帰 し，次 に 残差 系列 に対 して 定数項無 しの

単位 根検定 を行 うこ とを提 案 して い る． こ の 方 法 に よれ ば，先 ほ ど説明 した よ うな誤 っ て帰無

仮説 を採択 しや す い と い う現 象を回避 す る こ と が 可能 に な る ．実 際，
Perron （1989）は こ れ ま

で 単 位根仮説を棄却で きな か っ た マ ク ロ 経済デ ータ の 中に も，彼の 提案 した 検定方法を用 い れ

ば単位根仮説を棄却で き る もの が あ る こ とを示 した．

　 ま た ， こ の 検 定 で は 検 定 統 計 量 の 分 位 点 が T に 対 す る 構 造 変 化 点 の 相 対 的 な 位 置

（λ
＊ − TV　f　7’） に 依 存す るか ら，実 際 に 検 定 を行 う に は分位 点が 掲載 され て い る細 か な表 を参

照 す る必 要 が あ る． こ れを回避 す る た め に ， Park　and 　Sung （1994） で は 統計量 の 分位 点が構

造変化点 に 依存 しな い よ うな デ ータ変換方法を提案 して い る．

　な お ， モ デ ル A ・C は ト レ ン ド モ デ ル を ベ ー
ス に 考え られ て い るが ，定数項 モ デ ル で も同様

の 問題が 生 じる こ と が Perron（1990） や Perron　and 　Vogelsang（1992b） で 分析 され て い る．

　3．2　構造変化点が 未知の場 合 （1）

　 Perron （1989） に よ っ て 提起 され た構造変 化 と単位 根検定の 問題 で は 構造変化点 が既知 で あ

る と仮定 され て い るが ， こ の 仮定 は Christiano（1992），　 Ban的 ee ，　Lumsdaine　and 　Stock（1992），

Zivot　and 　An （irews （1992） な ど で 批判 さ れ て い る ．と い う の も，構造変化点 は 多 くの 場合未知

で あ り，デ
ー

タを グ ラ フ 化 して 変化点を決め るよ うな や り方で は検定に バ イ ア ス が生 じる可能
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性 が あ るか ら で あ る． そ こ で ， Baneljee，　Lumsdaine　and 　Stock（1992） や Zivot　and 　Andrews

（1992） は以 下 の よ うな検定 方法 を提 案 して い る． まず，あ る構造変化 点 TB を想 定 して ，　 yt

を 非 確 率項 に 回 帰 し， 残 差 系列 に 対 す る ADF 検 定 統 計 量 t
ρ
（λ）を作 成 す る ． た だ し，

A − TR／T で あ る．今，構造 変化 が起 きて い る可能 性 が あ る λ の 領域 を A と想 定す る と，す べ

て の λ∈ A に 対 して t
ρ （2）を 計算 して ，

inf　tp
λ∈ A

を 検定 統 計 量 とす る ． A は事 前情 報 が あ れ ば そ れ を 利用 し て 決め るが ，
　 Zivot　and 　Andrews

（1992） で は A − ［2／T，（T − 1）／T ］が 考 え られ て い る．

　 こ れ に 対 し，Perron （1997） で は，非確率項 へ の 回帰に お い て 定数項 の 変化 c8 も し くは ト

レ ン ド の 変化 cl の 推定 値 の t値を 求め ， こ の t 値 の 絶対 値 が も っ と も大 きな 値 を と る点 を λ
。

と して ， tp（λc ）を 検定統計量 と して 提案 して い る．

　 こ の 他 に も，Amsler　and 　Lee （1995） の ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数 タ イ プ の 検定 な どが 提案 され て い

る． また ， 定数項 モ デ ル で 構造変化点が 未知 の ケ
ー

ス は Perron　and 　Vogelsang（1992a）で 取 り

扱 わ れ て い る ．

　 こ こ で 注意 す べ き点 は ， こ れ ら の 検定は い ずれ も帰無仮説の 下で は構造変化は起 きて お らず ，

第 2，1 節で 説 明 した帰無 モ デ ル を想定 して い る点 で あ る ．未知 の 構造変化 は あ くまで も対立 仮

説 の 下 で の み 想定 され て い る．一
方，Perron （1989） で は 既知 の 構造変化 が帰無仮説 ・対立 仮

説両方 の 下で 想定 さ れ て い る ． したが っ て ， こ の 説 で 取 り上 げた検定 は Perron （1989）の 検 定

を 単に 未知 の 構造変化点 の 場合 に 拡張 し た だ け で は な く，帰無 仮説 か ら構造変化 を な く し て し

ま っ た と い う点に 気を っ け な け れ ば な ら な い ．

　3．3　構造変化点 が未知 の 場合 （2）

　帰無仮 説 の 下で も構 造変化 を許す か ど うか は ， 検定統計量 の 作成 の 手順や 漸近 分布 に 違 い を

もた らすば か りで は な く，既 存 の 検定 に も大 き な影響を与え る．Leybourne
，
　Mills　and 　Newbold

（1998） は，真 の モ デ ル が 構造変化 を伴 う単位根 モ デ ル で あ る に もか か わ らず， そ の 様 な モ デ

ル に 対 し て （構造変化を考慮 しな い ）通常 の ADF 検定を行う と，帰無仮説を 棄却 して しま う

場合 が あ る こ とを指摘 して い る． した が っ て ，見か け上 ，単位根 の 存在 は否 定 され て しま う の

で あ る． こ の 現象 は あ る意味，Perron（1989）が 指摘 した問題 と全 く逆 の 問題 で あ る と い え る．

すな わ ち
，

　　　　　 ・Perron （1989）

　　 　　 　 　対 、
［
1．仮説 の ドで の 構造変 化の 見落 と し → 単位根 仮説 の 誤 っ た 受容

　　　　　
・
− i塑 ｝

　　 　　 　 　帰無仮説 の 下 で の 構造変 化 の 見落 と し → 単 位根 仮説 の 誤 っ た 棄却

と い う二 っ の 問題 が存在す る こ と に な る．

　さ ら に
， Vogelsang　and 　Perron（1998）や Hatanaka　and 　Yamada （1999） は ，真の モ デ ル が 構

造変化を伴 う単位根過程で あ る場合，Zivot　and 　Andews （1992） タイ プ の 検定は誤 っ て 帰無仮

説を棄却す る こ とが 多 くな る点 を指摘 して い る．

　 こ の よ う な 問題 の た め ， 帰無仮説 の ドで 構造 変 化 を許 した 単位根検定 が必 要 とな り，

Vogelsang　and 　Perron（1998） や Hatanaka　and 　Yamada （1999）で は Zivot　and 　Andrews （1992）

の 検定 と は異 な り ， ま ず 初め に 構造変化点 を推定 し，推定 した変化点 λを 用 い た t
ρ （λ）を検定

統計量 と し て 考え ，そ の 特性 を 明 ら か に し て い る ．

　帰 無仮説 の 下 で 構 造変 化を 許 した 単位根 検定 は こ の 他 に ，Harvey，　Leybourne　and 　Newbold

（2001）， Lee　and 　Strazicich（2001）， Carrion−i−Silvestre　and 　Sans6（2006） で も取 り L げ られ て い
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る。 ま た，Perron　and 　Rodrfguez （2003）で は構造変化を 許 した ADF −GLS タ イ プ の 検定に っ い

て も言及 し ， Liu　and 　Rodrguez（2006） で は構造変化 と初期値問題 に っ い て 考察 して い る ， さ

らに，Saikkonen　and 　Ltttkepohl（2002）で は非確率項を
一

般的な 非線形関数に 拡張 して 単位根

検定 を 考 え て い る ．

　 3．4　複数 の 構造変化 へ の 対応

　 Perron（1989） か ら始 ま る構 造変化 を考 慮 した こ れ まで の 単位根検 定 は，構造 変化が 一度起

きて い る の に もか か わ らずそ れ を無視 し て 従来 の 検定 を行 っ た場合 ， 適切な仮説検定が で きな

くな る ， と い う事実 が背 後に あ っ た ． こ れ と ま っ た く同 じ論理 が，構造変 化が 2 回起 き て い る

場合に も当て は ま る．すな わ ち，構造変化が 2 回起 きて い る に もか か わ らず モ デ ル に は 1回 の

構造変 化 しか 取 り入 れずに 単 位根検定 を行 うと，対立 仮説が 正 しい 場 合で も帰 無仮説 を棄却 し

に くくな る と い う こ とが 予想 さ れ る．Lumsdaine 　and 　Papell（1997） は こ の 点 を考慮 し， 2回

の 構造 変化 を想定 した単位根検 定 を考 え て い る．

　ま た ，帰無仮説 に 構造変化を取 り入 れ る か ど うか に つ い て も，第 3．3 節 と同様 の 問題が 生 じ

る．Kim
，
　Leybourne 　and 　Newbold （2000） は，真 の モ デ ル が 構造変化を 2 回伴 う単 位根過 程 に

従 う もの で あ っ て も，構造変化の 回数を 1回 と して モ デ ル を推定 して しま う と，誤 っ て 単位根

仮説 を棄却 しや す い場合が ある こ とを指摘 して い る． Hatanaka　and 　Yamada （1999） や Lee　and

Strazicich（2003） で は こ の 点 も考慮に 入れ， 2回 の 構造変化を帰無仮説 の 下で 想定 した単位根

検定 を考え て い る．

4． 今 後の 展 望

　 単位 根検定 は 過去 30年近 く研究 され て きて お り ， 理 論 的 に か な り研究 し尽 くさ れ て き て い

る と い え る ． と は い え ，第 2 節 ， 3 節 で 振 り返 っ た よ う に ，単位根 検定 に 関す る 論文 は 2000

年以 降もか な りの 数を数え る こ とが で き る．そ こ で ， 今後，単位根検定 に 関す る研究が ど の よ

う な 方 向 に 進む の か を考 え て み た い ．

　 まず，第 2 節で 説 明 した純粋な単位根検定 に関 す る理 論的 な研究 はかな り進 ん で い るが，基

本 的 に は検 定の サ イ ズ を安定 させ る 方法 に 関 す る研究 と検出力を高め る研究に 大 き く分類で き

る． サ イ ズ に 関 し て は Ng　and 　Perron（2001） の MAIC で AR 次数 を選択す る方法が 有力 に思

え る が ，統計学的 に は バ イ ア ス 修正 を行 う こ と も安定 した サ イ ズを持 っ 検定 を作 る 方法の
一

っ

で あ る．現 在の と こ ろ， バ イ ア ス 修正 を施 した単位根検定 は あ ま り見受 け られ ず ，実証研究で

もほ とん ど使われて い ない が，今後，そ の よ うな方 向に 研究が及ぶ こ とが考え られ よ う．また ，

検出力に 関 して は 初期値 の 問題が 絡む こ と は Elliott　and 　Mttller（2003）で 指摘さ れ て い る と お

り で あ る．Elliott　and 　MUIIer（2006） で は 初期値 の 影 響 を受 け に くい 検 出力 を持 っ 検定 を提案

し て い るが ， 彼 ら以 外 の 有力な方法 が 今後提案 され る 可能性 もあ るだ ろ う．

　 ま た ，第 2 節 で 説 明 した理 論 が今後， ど こ ま で 実証面 に 反 映され て い くか も興 味の あ る点 で

ある．経済 の 実 証論文 を読 むと，残念 なが らい まだ に ADF 検 定 しか行 っ て い な い もの も見受

け られ る， しか し な が ら ， 最近 の 研 究 で は
，

ADF と ADF −GLS の 両方 の 検定 を行 う傾向 も見 受

け られ る の で ，今後 は まず ，ADF −GLS 検定が 実証 分析で 多用 され て い く こ と に な る だ ろ う．

また ， ラ グ次数 に 関 して は 旧来 の 情報量 規準 に よ り選択 して い る もの が 多 い ．今 後 は そ れ ら に

取 っ て 代 わ り， Ng 　and 　Perron （2001） の MAIC が 使わ れ て い く可能性 が あ る．一
方 ， 初期値

問題 に っ い て は 実 証面 で は ま だ あ ま り認 知 さ れ て い な い よ う に 思 わ れ る ． Elliott　and 　MUIIer

（2006）で 新た な検定統計量が 提案 され て い るが ，統 計量 の 作成 が や や 複雑 な た め ， 実証分析

に 普及 して い くか ど うか は 難 し い と こ ろ で あ る ． ま た ，Harvey 　and 　Leyboume （2005）で は

ADF と ADF −GLS 検定の 加重平均を検定統計量 と して い る の で ，検定統計量の 作成そ の もの は
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比較 的易 しい ． しか し，統計量 の 導 出過程 が ア ド ・ホ ッ ク で あ るた め
，

一一
般的に受 け人れ られ

るか ど うか は判断が難 し い ．や は り実証面で 普及 され るた め に は ， 理 論的な バ
ッ ク グ ラ ウ ン ド

が あ り，か っ ，比較 的計算 しや す い と い う条件を ク リア す る必要が あるだ ろ う． こ の 条件を ク

リア す るよ うな，初期値問題 を克服 した単位根検定 の 開発 が 今後待たれ る こ と に な る．

　 構造 変化 に 関連 した 単 位根検定 で は ，変化 の 回数が 1 回 の 場合 は 理 論的 に 整備 さ れ た と い っ

て よ い だ ろ う．ま だ ジ ャ
ー

ナ ル に 発 表 され て い な い 論文 も考慮 に 入 れ る と ， 今後数年で 2 度 の

構造変化 を伴 う単位根検定 に 関 して も， 理論が 整備 され て い くこ と に なる と思 われ る．た だ し，

最近 で は長 期の 時系列 デ ータ や 高頻度 デ ー
タが 整備 さ れ て きて お り，長期間 に 及 ぶ デ

ー
タを用

い た 分析 も見受 け られ る の で ，そ の よ うな場 合 に は， 3回， 4 回の 構造変化 の 可能性 も考え な

けれ ばな らな い ．そ うす る と，一般 に m 回 の 構造変化が あ る と想 定 した場合 ， m を ど の よ う

に 決 め る か ，決め られ た m に 対 して ど の よ う に 検定統計量 を っ くり分位点を 求め て い くか，

な ど が 理 論 的 に 重 要 な テ ー
マ と な っ て く る と思 わ れ る ． そ の 答 え の 一

部 は Hatanaka　 and

Yamada （1999）で 述 べ られ て い る． そ の よ うな 理 論 は基本 的 に は 構造 変化 が 1度 の ケ
ー

ス の

延長 で あ り，今後 は 実証 分析 の 論 文の 中で そ の よ う な 理論 が 展 開 さ れ て い くと い う こ と も考 え

れ られ る．

　 また ，一変量 時系列 デ ータ の 単位根 検定 をパ ネ ル デ
ー

タ に 拡張 す る とい う研究 も 1990年 代

後半か ら盛 ん に お こ な わ れて い る．一
変量 時系列単位根検定 と比較 して ，

パ ネ ル 単位根検定で

は 検 出 力 が よ り高 くな る こ と が そ の 背 景 に あ る．先 駆 的 な研 究 成 果 と して は Breitung　and

Meyer （1994），　Quah （1994），Maddala　and 　Wu （1999），
　Phillips　and 　Moon （1999），

　Choi （2001），

Levin
，
　Lin　and 　Chu （2002），

　Im
，
　Pesaran　and 　Shin （2003） な ど が あ げ られ る ． こ れ ら の 論文 で

提案 されて い る検定 は， しば しば 「第 1世代 の パ ネ ル 単位根検定」 と呼ばれ て お り ， 共 通す る

仮定 と して ， 各個体 に 影響 を 与え る個別 シ ョ ッ ク が 独立 で あ る こ とが 想定 され て い る． しか し

なが ら，個 別 シ ョ ッ ク の 独立性 は現実的 な仮 定で は な い た め，近年 で は，個別 シ ョ ッ ク の ク ロ

ス ・セ ク シ ョ ン 問 の 相関を考慮 した単位 根検定が 提案 され て い る．Phillips　and 　Sul （2003），
Bai

and 　Ng （2004），Chang （2004），Moon 　and 　Perron（2004），　Choi　and 　Chue （2007），　Pesaran（2007）

な ど が そ の 例で あ り，今後も しば ら く は ク ロ ス ・セ ク シ ョ ン 間 の 相関を 考慮 した検定 の 研究が

お こ な われ る で あ ろ う．

　最後 に ， 非線形 モ デ ル と単位根 モ デ ル の 組 み 合わ せ と い うの も今 後発展 して い く可能性が あ

る．最近で は Caner　and 　Hansen （2001），　Harvey　and 　Mills（2002），　Kapetanios　and 　Shin（2006），

Kapetanios，　 Shin　and 　Snell（2006） な ど に 見 られ る よ う に ，　 TAR （threshold 　AR ） モ デ ル や

STAR （smooth 　transition　AR ） モ デ ル な ど に 単位 根 モ デ ル を組 み 込 ん で 分析 が 行 わ れ る こ と が

あ る． こ の よ うな非線形 モ デ ル と単位根 モ デ ル を 組み 合わ せ て ， 有限標本で の サ イ ズ を 安定 さ

せ る方法 や 最適 検定 な ど の 研 究が すす ん で い くこ とが 考 え られ る． い ず れ に しろ ， こ れ ま で の

単位根検定 に 関す る研究 の 枠組み が 基礎 と な り ， 発展 し て い く こ と は間違 い な い だ ろ う．
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