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　分位点回帰 （Quuntile　Regressi。 n ） の 方法を損害保険に お け る リス ク要因 の デ ータ解析へ 応

用 し た．分位点 回 帰 に お け る 推定問題 を大規摸 な 線形計画問題 と して 問題 を 定式化 した 上で 数

値的 に Lasso 法 を実現 し，白動車保険の 保険請求 （ク レ
ーム ）額 の 分析 を行 っ た．分位点 に

依存 す る説 明変数 の 分析 よ り中位 ク レ ーム ・高 額 ク レ ーム 別 の リス ク要 因 を 特定 化 した．

　We 　have　 applied 　the　 statistica ユmethod 　 of 　Quantile　Regression　Models 　to　 analyze 　 a　 set 　 of 　non −

insurance（automobile ）policy　in　order 　to　investigate　its　risk 　factors．　We 　fon皿 ulate　the 　estimation

of 　Quantile　Regression　Models　as 　a　1肛 ge　sc 訌le　Hnear　progra  ing　problem　including　the　Lasso
method ．　 By　exploring 　the 　auto −insurance　claims ，　we 　identify　the　risk 　factors　in　median 　c1劭im　range

and 　high　claim 　range ．　 We 　have　found　that　the 　risk 　factors　depend　on 　the　quantiles．
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1． は じ め に

　統計 的分析を利 用す る 多 くの 応用分野 と同様，近年で は 金融 リ ス ク 管理 や保険 リ ス ク 管理 で

遭遇 す る様 々 な場面に お い て も回 帰分析 （regresslon 　analysis ） が利用 され て い る．例え ば，

ある 変数 （被説明変数 と呼ぶ） の リス ク要因分析 と して 幾 っ か の説 明変数 に 回帰 し、 求め られ

た 回帰係数を リス ク に 対す る説明変数 の 感応度と解釈 して 統計的 な解 析が 行われ る こ とが少 な

くな い ．統計学に お い て はよ く知 られ て い る よ うに， こ うした統計的分析 で 用 い られ る線形回

帰 モ デ ル は被説明変数 の 期待値 （あ る意味で の 確率分布 の 平均値）を 定数 を含む 幾 っ か の説 明

変数 の 線形結合と誤差に よ り 「平均的に 」 説明す る統 計的 モ デ ル で あ る．実際的な応用 の 場で

は、被説明変数 の ある種の 平均的傾向を説明す る こ と に 重要 な意味が あ る場合 もむ ろ ん 少 な く

な い が，例 え ば金融や 保険 に お ける リス ク分析，特 に損害保険デ
ー

タ に よ る保険 リ ス ク分析な

ど で は こ う した回帰 モ デ ル の 利 用や分析結果 の 解釈 に 際 しで は注意す べ き基本的な 問題 もなお

存在 する と考え られ る ．例え ば，本稿 で 実例 として 用 い る揖害保険 の 損失デ
ー

タ は大 き く右 に
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歪 ん で い る の が
一般的 で あ る． こ の よ うな場合に は算術平均 は必 ず しも 「分布の 平均」 を代表

す る と は限 らな い ，こ とを古 くか ら統計学 は教 え て い る．また，近年 に な り 目覚 ま しく発展 を

と げ て い る金融 リ ス ク管理 の 問題 で は ， 損失額 リス クを損失額分布 （10ss　distribution） と して

確 率分布で 表現す る と き， しば しば少額の 損失 と多額 の 損失と で は リス ク の 意味合い が か な り

異 な っ て い る こ とが ，議論され て きて い る ． した が っ て ，大規模な リス ク移転 を伴 う損害保険

を 含む 多 くの 金融 リ ス ク管理 に お け る応用 上で は ， 通 常 の 同帰分析の よ う に 被説明変数 の 期待

値を説明す るだ け で はな く，何 らか の 統計的方法 に よ り被説明変数 の 確率分布 の 特性を他 の 説

明変数 に よ り説 明す る こ とが必要 で あ り， こ う した既存 の 分析方法 の 聞題点を克服 す る新 たな

統計的方法 の 開発も求め られ て い る，

　本稿 で は被説 明変数 の 分布 の 分位点を説明す る回帰 モ デ ル を考察す るが ， そ う した統計 モ デ

ル は分位 点回帰 （Quantile　Regression） モ デ ル と呼 ば れて い る． こ の 分 位点回帰 モ デ ル は ，統

計学で はか な り以 前 よ り知 られ て い る最小絶対偏差法 （Least　Absolute　 Deviation　Method
， 略 し

て LAD 法） の 発 展型 と して
，
　 Koenker 　and 　Basssett（1978）に よ っ て 提唱 さ れ ， 発展 して い る

統計的モ デ ル ，統計的方法で あ る．例え ば，線形回帰 モ デ ル の 下 で は誤差 の 絶対偏差最小化 に

よ り得 られ る推定値 は中央値回帰 （Median　Regression）問題 の 解 に対応 して い る こ とが よ く

知 られ て い る． こ の こ と は 特 に 説 明変 数が定数の み で あれば，被説 明変数 の 中央値 （median ）

が定数 の 推 定値 と して 妥 当で あ る
，

こ とか ら類推す る と分位点に 関わ る問題 は直観的に も分か

り易 い で あ ろ う．分位点回帰で は 中央値を 含む任意 の 分位点 に お い て 説明変数の 効 果が同 ・と

は限 らな い こ と が 一
っ の 特徴で あ る．本稿 で は分位点回帰 の 統計的理 論に つ い て の 考察 と損害

保 険 分野 へ の 応 用 を議 論す る ． こ れ ま で に 分 位点 回帰 モ デ ル の 統 計 的 な 推 定方法 と し て は

Koenker　and 　Bassett　G　978）が 提案 した方法が よ く知 られ て い るが
， 本稿で 説明す る こ の

一
般

化絶対偏差 最小化に よ る推定方 法 は漸近 的 に は よ い 統計的性質を持つ こ とが 知 られて い る．他

方 ， 実デ
ー

タ を 用 い る モ デ ル の 推定で は最小二 乗 法の よ う に 解析的で 明示 的な表現 を持 つ 解を

導 く こ と は で きな い が，こ の こ とが い ま だ に そ れ ほ ど多 くの 応用 例が報 告され て い な い 原 因 と

も考 え られ る．しか しな が ら，本稿で 説明す る よ う に
， 分位点 回帰 聞題 は 線形計画問題 と して

定式化 で きる の で ，近年 に お け る計算技術 の 進歩 と相 ま っ て ，大規模 な デ
ータ に 対 して も推定

値 を数値 的に 計算す る こ と は比較的容易 とな っ て い る． こ の よ う に ，分位点回帰 の 統計的理論

と数値的解法 は標準的な統計学 の 教科書で 議論されて い る通常の 線形回帰分析の 議論 とは かな

り異 な る側 面が あ る の で ， こ こ で 多 くの 応用家に 理解 しや す い よ う に 説明す る こ と に も意義が

あ る と考え られ る．さ らに ， 線形回帰問題 に お け る実際的 に重 要な 問題 として
、 説 明変数 の 選

択 問題 が 占 くか ら議論 されて い る が
， 分位点回帰問題 に お い て は説明変数 の リ ス トが 分位点 に

も依存 し う る ， と い う さ ら な る 問題 も存 在 す る． こ の 問題 に 対 処 す る為 に ， 本 稿 で は

Tibshirani（1996） が 線形回帰 モ デ ル 分析 を念頭 に 提 唱 して い る ，　 Lasso （least　absolute 　shrink −

age 　and 　selection 　operator ） と呼ば れ る統計的方法 を分位 点回 帰 問題 に 応用 し た Lasso分位点

回帰法 も考察す る．

　 本稿 の 主 た る 目的は分位点 回帰 の 統計的方法を比 較的わ か りやす く説明 す る と共 に ，損 害保

険分野 に お い て リ ス ク 解析が 必要 とさ れ る 具体的な デ ータ例に 対 し
“
Lasso 分位点回帰

”
の 理

論を応用 す る こ と で あ る ．近年 で は 生 命保険 ・年金 ・損 害保険 な ど保険 の 分野 に お い て は 「丿ス

ク の 多様 化 に対応 し，様 々 な保 険商品が 登場 して き て い る ．そ う した中で 民間 の 保険会社 は開

発 し販売 して い る保険商 品 に つ い て ，発生 しうる ク レ
ーム に っ い て 適切 に 支払保 険金 を見積 も

り，適切 な保険料を定め る必 要が あ る．特 に 損害保険分野で は損失分布は右 に 大 きく歪 ん で い

る こ と が 一般 的で あ る こ と よ り，分位点 回帰 を用 い る こ とで 支払 い 保険金 ，
っ ま り ク レ ーム 額

の デ
ー

タ分析 を行 う こ とが重要で あろ う．そ して 特 に リス ク要 因 と して 被保険者 の 特性 に 依存
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した支払 い 保険金 の 分布 を よ り正 確に 推定す る こ とが 必要 とな る， と考え られ る．すな わ ち，

保険 リス ク の デ
ー

タ分析に お い て は分位点回帰 は広い 応用が 期待で き る の で ある．本稿で は具

体的な 実例 と して 実際に観察 され た 自動車保険の ク レ
ーム 額に っ い て の デ

ー
タ分析

’

嘘 行い
，

そ の 分析結 果 も報告 す る ．我 々 の デ ー
タ分析 に よ り特 に 分 位点回帰 に Lasso罰則 を付 与す る

こ と に よ り，中位分位点や 高分位点に お け る分位点回帰の 変数選択を行 う こ と で ，保険支払 リ

ス ク の 要因を詳細 に 分析す る こ とが可能で あ る こ とが明 らか とな っ た．

　 こ こ で あ らか じめ 本稿 の 構成を説明 して お こ う．第 2節で は分位点回帰 モ デ ル と推定 の 漸近

理 論な ど必 要 な統計 理論 を説 明す る．次 に第 3節 で は Lasso分位点 回帰 法 に っ い て 説 明 し，

第 4 節で は そ の 方 法を用 い て 実際 に 自動車保 険 デ ータ に つ い て の 実証分析 を行 っ た結果を報告

し ， 第 5節で は結論を述 べ る． なお 補論 と して ，本稿の 説明を よ り 自己完結的に す る為に 2章

で 説明 した定 理の 証明、証 明に 必要 とな る補題、お よ び実証分析 で 得 られた幾 っ か の 図を与 え

て お く．

2． 分位点回帰の 理 論

　分位点回帰 は Koenker　and 　Bassett（1978） に よ り導入 され た 統計 モ デ ル で あ り ， 被説明変

数 の 条件付分位点 を推定す る方法 と見 なす こ とが で きる．通常 の 回帰分析 に お い て は 二 乗損失

関数を用 い て 統計 モ デ ル の 母数を推定 し，条件付平均関数を求め る最小
．
乗 法を利用す る の が

一
般的 で あ る． こ れ に 対 して 分位点 回帰で は

一般化絶対偏差 （
“

check 　loss” と呼ばれ る こ とが

あ る ）損失 関数 を用 い て 母数 を推定 す る と，（O，
1） 上 の 任意 の ド側 τ 点 に 対応す る条件付分

位点 を推定 す る こ とが で きる． こ の こ とか ら条件付分布 の 中央値 に っ い て の 統計的推 論が可能

で あ るだ けで な く， さ らに 分布 の 裾 の 挙動 に っ い て も，そ の リ ス ク 要因の 統計的解析 を行 うこ

とが で き る．分位点回帰法に 関す る様々 な問題に つ い て は Koenker （2005）がか な り包括的に

議論 して い るが ， 本稿 で は応用 に 興味を持 っ 読 者を想定 して
， まず分位点回帰法に お け る重要

な論点 に絞 っ て 説明 して お こ う．

　2．1　分位点回帰モ デ ル

　統計 的分析 の 対象で あ る リ ス ク を 含む 変数 Y を確率変数 と考 え る． そ し て
，

Y の 変動を説

明す る リ ス ク 要因と して 幾 つ か の 説 明変数を考え ， 説明変数 ベ ク トル x ＝ （Xl ，＿，　Xp ）
1

が 与え

られ た 時 の 確 率 変 数 y の 条 件 付 分 布 関 数 を P（Y ≦ ylx）＝Fy （ylx）， 条件付 τ 分位点 を

Q。 （Ylx ）＝inf｛y1Fr（ylx）≧ τ｝とす る． こ の と き分位点 回帰 モ デ ル は

Q ，（Yix）＝α （τ）＋β1（τ）Xl ＋ …＋βP（τ）Xp

　　　　一
α （τ）＋ ポβ（τ） （2．1）

と表現 さ れ る．た だ しβ（τ）＝ （β1 （τ），＿，βρ（τ））
「

は 定数項 を表 す母数 α （τ）を除 く未知母数 ベ

ク トル で あ る．こ こ で 確率変数 U を

u ＝Y ．｛α （τ）一〆β（τ）｝ （2．2）

に よ り定 義 す れ ば ， 分位点 回帰 モ デ ル は

y ＝
α （τ）＋〆β（τ）．u （2．3）

と表現で き る ． こ の 形式 は統計 的線形回帰 モ デ ル に類似 して い るが ， 右辺 の 母数 の 係数 ベ ク ト

ル が τ に 依存 し，x が与 え られ た 時 の 誤差項 U の 条件付分布関 数 を F σ（ulx ）とす る と

．FL，（Olx）；P （Y ≦ α （τ）十 x
’
B（τ））＝τ （2．4）
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とな る の で ，若干 の 注意が 必 要で あ る．

　被 説 明 変 数 y と 説 明 変 数 ベ ク ト ル x に つ い て 互 い に 独 立 な n 個 の デ
ー

タ の 組

（yi，　Xi ）（ゼニ 1，＿，　n ）が 得 られ る 状況 を想 定 す る． こ こ で yi は被 説 明変数 Xi ＝（Xi1，
…

，　Xip）

（i二1，…，n ）は説明変数 ベ ク トル で あ る．本稿で は議 論 の 簡単化 の 為に 分位点 回帰 モ デ ル に お

い て 条 件 n ≧ p ＋ 1 が成立 し，被説 明変数 の 条件付分布 関数 は Lebesgue測度 に 関 して 絶対連 続

の 場合 の み を考察す る
2）
． こ の 仮定 の 下で は密度関数が存在 す る の で 分 位点関数 は 分布 関数 の

逆 関数 と して 一意 的 に 定義で き
， 統計的分析が か な り簡単化され る こ と に な る． こ う した仮定

は損害保険な ど で 実際に生 じる多 くの 応用上 で は それ ほ ど大 きな 問題 は生 じな い ，と考 え られ

る．

　次 に 被説 明変 数 Y と説 明 変数 ベ ク ト ル x の n 組 の デ
ー

タ よ り母数 ベ ク ト ル （（pH ）× 1）

（α （τ），β（τ）
t

）
1

を推定す る問題 を考え よ う． こ の 閔題 に っ い て ， Koenker 　and 　Bassett （1978）

は 損失関数 と し て

ρ τ
（u ）＝τ（u ）　十 （1一τ）（u ）

　　　
一

｛ll二D 瓦 灘 （2．5）

を 用 い る こ とを 提案 し た が ， （u ）＋ ，（u ）一は そ れ ぞれ u の iE ・ 負 の 部 分を表 す ，特 に τ
二L〆2

の と き に は ρli2（め
＝lu／2 とな る の で

， 絶対値偏 差の 自然 な拡張 に な っ て い る こ とが 分か る．

こ こ で n 組 の デ
ー

タよ り評価基準

冊 Σ・・〔・・i
一

α
一一

xl β）
　 　 t

− 1

（2．6）

を 最 小 化 す る 推 定 方 法 を 考 察 し よ う （β
一

・ （β，）は p × 1 ベ ク トル ）． こ の 最小 化 問題 の 解 を

（a（τ），β（τγγ と表す．また説明 をよ り容易に す る為 に
， 定数項を含む説明変数ベ ク トル の デ

ー

タ を xl ＝（1，　xl γ （ゼニ1　 　 n　　　　　，．卩　，， ）と表 して お く．

　2．2 　推定量 の漸近的牲質

　分位 点回帰 モ デ ル に お い て 母係数 ベ ク トル の 推定が まず解決すべ き重要 な統計的問題で あ る．

母係数 ベ ク トル を δ（τ）杖 α （τ），β（τ）
’

）
’

，推定量 ベ ク トル を δ（τ）
』一

（di（τ），β（τ）
’

）
ノ

と して お こ

う．分位点回帰推定量 は標木数 n が 大き い と き に は
一致性 （consistency ） と漸近 正規性 （as−

ymptotic　nonnality ） を 持 っ こ と が知 られ て い る ．推定量 の 漸近的性質の 分析 は 評価関数が非

線形 の 場合に は
一

般 に 複雑に な るが，分位点回帰問題の 場合には次の よ うに推定量 の 漸近的性

質を比較 的容 易 に 導 くこ とが で きる．本稿 で は 確率変数列 （Yi，∬ 1）（i＝11…，　n ）に つ い て 次 の

よ うな標準 的な正 則条件
3）
を用 い る．

（A1 ） 確率変数 列 （yi，π 1）（i，＝1，…，　n ） は 互 い に 独立 で 同
・
分 布 （i．i．d．） に した が う．

（A2）　Xi を所与 とす る Ui の 条件付 分布 関数 F び（
・IXi）は （Xi に 依存 しな い ）原点 の 近傍 上 で

　　正 の 密度 関数 ん（・IXi）を もっ ． さ ら に こ の 近傍上 で ，　 S ・・
ん（slXi ） は （Xi に っ い て

一
様

　　 に ）連続 とな る．

（A3）　行列 C ＝一一E ［x ；xl
’

］は正定値行列 と な る．

（A4 ） 行列 D ；E ［ル（OIXi）x ；x ；
ノ

］は正定値行列 と な る．

　以 上 の 仮定 の 下 で 次 の よ うな埋論的 な結果が 成 り立づ
〕

．証 明 は補論 に 与え て お い た の で 参

照 され た い ．

定 理 1． 分位点回 帰推定量 δ（τ）に っ い て n → 。。 の とき次 の 性質 が成 り立 っ ．
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（i）条件 （A1）〜（A3）の もとで

δω 一［劉 乳 δω 一［鰮］ （2．7）

が成 り立 つ ．

　（ii）条件 （A1）〜（A4）の もと で

4万｛δ（τ）
一

δ（τ）｝
∠与

♂ τく0，τ（1一τ）D
−1CD

　
1
） （2．8）

が 成立 す る．

　以 上 の 説明で は説明変 数 Xi が確 率的で あ る場合を扱 っ た が，　 Xi が非確率 的変 数で あ る場合

に は条件

（A1 ）
’
確率変数列 Uf （i

− 1，＿，　n ）は互 い に 独立 に 同一．一分布 （i．i．d．） に した が う。

（A2）’

Ui の 分布 関数 F
σ は原点 の 近傍 で 連続か っ 正 な密度関数 ん を持 っ ．

（A3 ）
’

【E定値行列 C が存在 し ，
　 limn−− n　

1
罫 一

1x ；xl
’ C と な る．

の もとで ，分位点同帰推 定量 が一致 1生と漸近正 規性 を持 っ こ とを示せ る．た だ し， こ の 場合に

は漸近分布 は

d
，xn（0，τ（1一τ）｛ん （0）｝

ec − L
） （2．9）

と表現 され る．

　こ こ で ， 6節の 補論で は分位点回帰推定量 の 一一致性 ・漸近 疋規性を，比較 的簡明な方法で導

出 し た こ と を記 し て お く．そ の 証 明方法は Knight （1998）が LAD 推定量 の 漸近的性質を調 べ

た 時 に用い た議論を拡張 した もの で あ るが ，
これ ま で に 知 られて い る推定量 の漸近正規性 に関

す る証 明方法 よ り もか な り
．一般的で あ りか っ 簡明で あ る と思 わ れ る

5〕
，

　2．3　漸近共分散 の推定

　分 位点 回帰 法に お い て は ，漸近分布 の共分散行列 に 誤差の 密度関数が 表れ る の で 実 際に 分析

を行 う際に は漸近共分散を推定す る必要が生 じる．漸近共分散を直接推定す る方法と して は ブ
ー

ト ス ト ラ ッ プ 法な ど統計的 リサ ン プ リ ン グ法の 利用 も考え られ る．ま た ノ ン パ ラ メ ト リ ッ ク統

計学の 標準的方法で あ るカ
ー

ネ ル 密度推定を 用い て 密度関数を 推定す る こ と で 共分 散を推定す

る方法 （Powel1（1991）） な ど も提唱さ れ て い る．本稿で は よ り直観的に分か り易 い Hall　and

Sheather（1988） の 方法 を利用す る，元 々 の 方 法で は説明変数 が存在 しな い 場合を扱 っ て い る

の で そ の 構成方法を まず 説明 しよ う．

　確率変数 Y の 分布関数 およ び密度 関数 をそ れ ぞ れ Fv （・），ルC ）と して ，まず

s （τ）一｛fv（坪 1
（τ））｝

一ユ
（2ユ0）

の 推定 問題 を考察す る．Fy（Fデ（τ））＝τ で あ るか ら，

d
　 F ゾ

1
（τ）＝

’
s （τ）

d τ

（2．11）

とな る ． こ の 関係 を 利 用 し て ，Siddiqui（1960） は被説 明 変数 Y の 経験分 布関数 瓦 を 用 い て

s （τ ）を

島（τ）一 ｛瓦
一

’

（・
．t　h

、）
．1 

一’
（τ

一hn）｝／2hn （2．12）
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に よ り推定す る こ とを 提案 した． こ こ で こ の 推 定方 法を 漸近的 に 正 当化す る に はバ ン ド幅 hn

を 馬 → O（n ・ ・ 。 ）と す る必 要が あ る ．例え ば Hall　and 　Sheather（1988） は幾 っ か の 数学的仮定

の ドで エ ッ ジ ワ
ー

ス 展開 を評価 して ，信頼区間を構成す る際 の最適 な バ ン ド幅 と して

い
一1

副 1體
．1

’”3

（2．13）

を提案 して い る，（α は有意水準，x
． は標準正規分布の L側 α ／2点 で ある．）

　 こ こ で （2．13）式 に 現れ る s （τ）／s
”
（τ ）は未知 で ある こ と に 注意 しよ う．実 は s （τ）／S

”
（τ ）は

Y の 分布 FY の 形状 に あ ま り影響 を受 けな い こ とが 知 られ て い る．そ こ で 実用．1二の 観点か らは ，

最適 な バ ン ド幅 hn を F
ア が正規分 布の 場 含 に 計算 し，そ れを一般の 場合 に 用 い る こ と に して

も それ ほ ど問題 が生 じな い と判断で きる ．正 規分布 に 対 して は ， s （τ）／s
”
（τ）は 位 置 ・尺度変

換 に 関 して 不変で ある か ら，標準正規分布に 対 して 駕1 を計算 すれ ばよ い ．そ こ で

、
〃

（。）．
墾 （腿 ・））｝

L’− ff
’

（Ff1 （鎚  
’

（・））

　　　　　　　　　 ｛ル（Ff　
1
（τ））｝

5 （2．14）

よ り

s （τ ） ｛从 FF ’

（τ ））｝
2

s
”
（τ） 3｛拶帆 rl（τ）），ffv（F ，

：
且

（τ））｝
2一

拶
’
仏 r　

l
（τ））／从 FI71（τ））

（2．15）

を得 る ． したが っ て ，Fy が止規分布 の 場合，

s （τ ）　 ｛φ（Φ
一1
（τ ））｝

z

s
”

（τ）　　2｛Φ
一1

（τ）｝
2 − 1

（2，16）

とな る． （Φ（
・
）は標準 IE規分布 の 分布関数 ， φ（・）は密度 関数で あ る．） さ らに （2．16）式 を

（213）式 に 代入 す る と，正規分布 に 対す る最適 な バ ン ド幅

舗

ー
ゾ

、
））τ曳Φ（φ｛

1　ド）τ聚
一

Φ｛25−
3脚

α

心
　
＝

　

 ん （2．17）

が 得 られ る．

　次に （非 確率的） 説明変数 x
‘
が 存在す る場 合を考 え よ う．分位点回帰 で 得 られ た係数 の 推

定値 を利用 す る と残差 畝
＝Y

，

一
嵌 τ）

−
xl β（τ）（i7L …，　n ）を計算 で きる．そ こ で こ の 残差に ヒ

の ア ル ゴ リズ ム を適用 して 分位点 回帰 に表 れ る密度関数 を推 定す る こ とが 可能で あ る．本稿 4

節 で 報 告す る損害保険 の デ
ー

タ 分析で は ， 上 で 説 明 した バ ン ド11ialを用い て 推走誤 差を評価 した

こ と に 注意 し て お く．

　 2．4　線形 計画 問題 と して の分 位点回帰法

　分位 点回帰 問題 の 推定 は線形計両 問題 と して 書 き表 す こ とが で き る．特 に τ
＝α5 の 場合 ，

つ ま り絶対偏差最小化 （LAD ）回帰 に つ い て は古 くか ら研究 さ れ て い る ．例え ば Barrodale　and

Roberts （1973） は LAD 回帰 の 性質 を 利用 し ， 単休法 （simplex 　method ） を 用 い て 最適 化問題

を効 率的 に 解 く方 法を 提案 し て い る ，彼 ら の ア ル ゴ リ ズ ム は そ の 後，単体法を用 い て 分位点 回

帰 問題 を解 く場 合 に も広 く使 わ れ る よ う に な っ て い る ．さ ら に 線形計画法 に お い て は 1980年

代 に 内点 法 （interior　point　method ） が 登場 した こ とに よ り，大規模線 形計画問題 に 対す る 計

算速 度 も大 幅に 改善 で き る よ う に な っ た
G〕
，分位点 同帰 モ デ ル に お ける 推定問題 は線 形計画問

題
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Pqr

　 mln
　 cr、β．　u，　t

subject 　to

dAu 　F （1一τ）IAv

y
− 1πα 一Xβ＝u

−
v ，

u ≧ 0
。，v ≧ On

と し て 表現 で きる． こ こ で O
，、 と ln は そ れぞ れ 0 と 1 を n 個並 べ た ベ ク トル ，　 y ＝（YI，＿，　ytt）

’
，

nxp 行列 X − ［x 且
…x

。 ］
’

で あ る，

　 こ こ で ベ ク トル u ＝（Ui ）は正値を と る各誤 差 に 対応 し，ベ ク ト ル v 《 の は負値 を と る 各誤

差 に対応 して い る （負値 を と る誤ce　Vi に 対す る損失 は 一
賜
＝團 ） の で

， 最適解 に お い て は ，

Ui と Vi が 同時に 正 に な る こ とは な い ．した が っ て ，　 Ui＝（yi一α
一x；β）＋ ，　Vi＝（y厂 α

一xlβ）一と

表現 で きる こ とか ら，分位点回帰問題 が線形計画問題 瑞r と して 表現で き る こ とが 了解 され よ

う．

　次 に線形計画問題 に お け る 重要な 理論 で あ る双対定理が 分位点回帰問題の 定式化 に お い て 重

要 な 意味を持 っ こ とを指摘 して お く．線形計画問題 Pq，を単体法 （simplex 　method ） に よ り数

値的に解 く場合に は ， X
‘＝［1。，　X ユ，δ＝（α ，

　3
’

）
’

とおい て ， 初期実行可能基底解 を

δ＝X
’
（h）

1y
（h）．　h ∈ κ，

u （h）＝v （h）＝Op＋ 1，　u （h）＝（y − X
’
δ（h ））＋ ，　v （h）＝（y − X 爭 （h））一

（2．18）

（2．19）

ただ し，

X
’
（h ）

’＝（xl ）炉 海，　y （h ）＝（yi）i∈ h，　h ⊂ ｛1，＿，　n ｝，

κ＝｛h⊂ ｛1，＿，n ｝lrankX
＾
（h）＝p十 1｝，h＝｛ユ，．．．，　n ｝＼h

（2．20）

（2．21）

とす れば よ い ．さ らに主 問題 Pq
，
の 双対問題 は

Dlq ，

　
m
県
x

subject 　toy

’d

1；，d − 0，

X
’

d＝OP，

d∈ ［τ
一1，τ］

”

で 与え られ る （Koenker （2005） の Theorem　2．1 を参照）
η

． こ こ で 変数 を定義 し直 し ，
　 a ＝d ＋

（1一τ）1．
とす れば，こ こ で の 線形計画問題 は

D2q
，

　 rnax

subject 　toy

！

a

1二a − （1一τ）n ，

X
’

ar （1一τ）X
’

ln，

aE ［0，　IJn

な る有 界変数問 題 に な る．初期値 とな る内点 に は （1・一τ）lnを選 ん で やれ ば よ い
B｝． こ こ で 主

問題 と し て の 計画 問題 の 走式化 で は，非負条件 に 加え て 制 約条件 数 は標本数 n と等 しくな っ て

い る ， し た が っ て
， 標本tu　n が 大 き くな る と憎十算負荷量 が 増大す る．他 方 ， 双 対問題 で は制

約条件数 は 説 明変 数 ρ＋ 1程 度で ある の で 推定 に 必要 な計算量 は遙 か に 小さ くな る こ とが応用

上 で 極 め て 重 娑な の で あ る．

　分位点回帰 問題 を解 くア ル ゴ リ ズ ム に つ い て 単 体法 ベ ー
ス の Barrodale−Roberts 法 に 対 して ，

内点 法 ベ ー
ス の Frisch−Newton 法が Portnoy　and 　Koenker （1997） で 提案 され て い る ．分位点

回帰問題 で は （0，1） ヒの 任意 の τ に対 して 線形計画 問題 を解 く必要 が あ る． こ の 為 に線形計

画法に お い て 効率 的計算方 法 と して 知 られ て い るパ ラ メ ト リ ッ ク線形計 画法 の 利用 も考え られ
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る． こ こ で 議論 して い る線形計画問題 で は パ ラ メ ト リ ッ ク線形計 画法 を用 い て （O，1） 上の す

べ て の 最適基底解 を求め る こ とが ・1能 で あ る．例え ば Koenker 　and 　d’Orey （1987）で は ， （0，
　1）

上 の す べ て の τ に 対 して パ ラ メ ト リ ッ ク線形計画法 と分位点回帰問題 の 最適基底解 に つ い て の

性質 （Koenker （2005） の 定 理 2．1） を利 用 し，解 （最適基 底解） を連 続的 に 得 る ア ル ゴ リズ

ム を 提案 して い る．分位点回帰問題 の 解が連続的に 得 られ る点で は こ の 方法が 良い と思 わ れ る

が ，n が大 き くな る と解 が 変化す る 回数が 多 くな る こ とが応用上 の 問題 に な っ て く る． こ の 問

題 に 関 し て は ， 例え ば P〔〕rtnoy （1991）
1e ／・

は あ る種 の 確率的設定 の も と で ，解の 変化す る回数

が Op（n 　log　n ）とな る こ とを示 して い る．

　我 々 の 研究で は
，
説 明変数と誤差 の 両方に つ い て ，す べ て 相関の 無い 漂準正 規乱数を用 い た

確率 的説 明変数 の 設定 の 下で の シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン 実験 に よ り解 の 変化す る回数を調べ て み た．

例え ば η
＝3

，
000， p＝8 と した場合 に は解 が変化 する 回数 は 約 6，0eo 回で あ っ た ． また p は変

え ず に n − 10
，
000 と した場合に は約 20，000回 の 解 の 変化が あ る こ とが 確認 され た．7z が こ の

程度 の 大 き さな らば計算 時間 に つ い て はあ ま り考 慮す る必要 は無 い が，例え ば n ＝500，　OOO　12

度に な る と解が 変化す る回数 と と もに 計算時間 もか な り大 き くな る と予想され る． こ こ で こ の

よ うな状況 は 損害保険会社が 実際の デ
ー

タで 分析を行う際に は考え られ な くもな い 状況 で あ り，

こ う した と きに は 計算 は非効 率 とな る． した が っ て ，大きな デ ー
タ の 場合 に は実用上 は τ に っ

い て
一

定の 幅を と りな が ら内点法 によ り解を得る方法 の 方が 良い と云 え よ う．

3． Lasso 分位点 回帰

　3．11 ．asso 法

　Lasso （least　absolute 　shrinkage 　and 　selection 　operator ） 法は Tibshirani（1996） に よ り提案 さ

れた統計 的手法 で あ り， もともとそ の 開発 の 目約 は，回帰分析 に お け る予測精度 の 改善 と変数

選択 で あ っ た． Lassoは モ デ ル の 定数項以外 の パ ラ メ ー
タ に 絶 対値 （Ll）ノ ル ム の 罰則 を っ け

て 最小二 乗推 定 を適用す る手法 で あ る．す な わ ち ， Lass。 推定量 （dii
”ss °

（A），　Eiass°

（λ）
’

）
’

は最小

化問題

0≧λ膠

ρ

Σ
q

　

蹟砂嘱
　

可鰍

・

Σ
卜

　’
m
β

　

m
叫

（3．1）

の 最適解 と し て 定義 され る （β＝（β，）は p × 1 ベ ク トル ）． こ こ で λは チ ュ
ー

ニ ン グ ・パ ラ メ ー

タ と呼ばれ て い る，（3．1） 式を λ形式 の Lassoと呼 ぼ う．　 A 形式 に 対 して t形式 の Lasso も定

義 して お こ う． t形 式 の Lasso 推定量 （dilass
°

（t），β
脚 ’

（t）
’

）
’

は次 の 最小化問題問題 の 最 適解 と

し て 定義さ れ る．

　 　 　 ll

　 nlin Σ（yi
一

α
一

xfiβ）
2

　 　 a ・β i
−

1

　 　 　 　 　 D

subject 　to Σ1βノ1≦：ち　オ≧ 0．
　 　 　 　 　 ア

ー1

（3，2）

な お， こ こ で 説 明 した λ形式 と τ 形式 と い う 1っ の 最 小化問題 は数学的 に は 同値 で あ る．

　Lasso 法 と類似 の 統計 的 方法 と して は Ridge 回 帰 法が 古 くか ら知 ら れ て い る ，　 Ridge 回帰法

は罰 則 付 き最小 二 乗法 と い う意味で は Lasso 法 と類似 の 統 計的方法 と見 なす こ とがで きる．た

だ し ， Lasso 法は Ridge 法と異な り ，

パ ラ メ
ー

タ の 値 を正確 に ゼ ロ と推定 する こ とが 可能で あ

る ． し た が っ て
，
Lasso 法で は 母数 の 推定 と同時に 変数 選択 も実行す る こ とが 可能 とな り， こ

う した利点 か ら特 に Lasso法 は最近 に な り注目さ れ るよ う に な っ て い る． こ こ で は後 の 議論 へ
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の 糸 口 として ，Ridge回帰問題が

　 　 　 n

　mip Σ（y厂 α
一xl β）

2

　
「ら P　z

−
1

　 　 　 　 　 カ

subject 　to Σβ1く ‘， 彦冫 0
　 　 　 　 　 ノ

ー
1

（3．3）

と定式化 で き る事を指摘 し て お こ う．こ の Ridge回帰 は元 々 説明変数行列が線形独立 で な い 場

合に線形回帰分析を行 う実用的 な 目的 に為に 提案され た こ と は興味深 い ．

　3．2　Ll 罰則を加えた場合の 分位点回帰

　通常 の 回帰分析に お い て 説明変数の 選択 は重要な問題で あるが，むろ ん 分位点 回帰 に お い て

も応用上 で は そ の 解 決が 必要不可欠 な問題で あ る．実 は分位点回帰 と L ， 罰則 を組み 合わ せ る

こ と に よ り ， 分位点回帰問題 に お い て も分位点 に依存す る変数選択 が可能 となる の で あ る． こ

こ で 重要 な事実 は ，罰 則関数 を ム
ェ
ノ ル ム とす る と， Lasso 分位点回帰 もま た線形計画 問題 と し

て 定式化 で き る こ と で あ る．すな わ ち 2．4 節 の 定式化に さ ら に制約条件を付け加え る だ け と い

う臼然 な方法 で 計算 ア ル ゴ リズ ム を拡張 する こ とが で きる の で ある．こ うした計算 ヒの利点に

加 え て ，Lasso 分位点 回帰 の さ らな る利点 と して は，線形 回帰 に お け る Lasso法 と同様に ，係

数に ゼ ロ 制約 を 自然に 課す こ とが で き る の で ，予測精度 の 向上が 見込 まれ， さ らに 通 常の 変数

選択法 と比較 し て も数値計算上の 負荷が 少な い 点な ど も挙 げ る こ とが で き る
11 ）
．

　L ， 罰則 を加え た t形式 の 分位点回帰問題 は

　min Σρ。（〃厂 α
一xfiβ）

　 α・β ILI

　 　 　 　 　 P

subiect 　to Σ　1β、
…≦ t，　 t≧ 0

　 　 　 　 　 ）
＝1

で あ る ．こ の （3．4）式 は線形計画問題

1  。 、。 （t）

mlnsubject

　to

τllu ＋ （1一τ）IAv

y
− 1　，，α 一X （β

＋ 一
β
一
）＝u

−
v ，

Is（β
＋ 一

β
一
）《 ’，

β
1

乏 0
か β

一
≧ Op，

u ≧On，　v ≧0
η，

（3A）

と 表 現 で き る ． た だ し β
1 ＝（βi ），β

一；（β厂）（βノ
＝
βゴ （βゴ

≧ O），β厂
＝0 （βtiく 0）；β广

・一
βi

（β」
〈 O），β厂一〇 （β≧ 0）， ゴ；1，…，p で ある．

　Lasso分位点回帰 の 場合 に は最終的 に チ ュ

ー
ニ ン グ ・ パ ラ メ ー yt を

．
選 ぶ 必要 が あ る の で ，

す べ て の 雄 0 に 対 して推定値を計算す る必要が あ る． こ の 問題 に っ い て は，例え ば Kato

（2008） は パ ラ メ ト リ ッ ク 単体法 を べ 一
ス に 解 の パ ス を効率 的に計算す る ア ル ゴ リ ズ ム を提案

して い る．本稿 4 節 の デ ータ分析 で は Kato （2008） の 方法 をも と に Lasso 分位点回帰 の 数値

計算 を行 っ た ，な お 前節で も述 べ た よ う に ， n が 極端 に 大 き い 場合 （た とえ ば n が 100，000を

超 え る よ うな場合） に パ ラ メ ト リ ッ ク単体法 を適用す る と， ス テ ッ プ 数が か な り大 き くな る こ

とが予想 され る．そ う した場合 に は双 対問題 を ・考え ， t に つ い て
一

定 の 幅 を取 りな が ら内点法

を 逐 次適 用 す る方法な ど が 考 え られ る． こ こ で は n が 10
，
000〜 20

，000程度 で あれ ば， Kato

（2008） の 方法 で 数値的に も問題が 生 じる こ とな く解を求 め る こ と も指摘 して お く． い ずれ に

して も ， 本稿 で 扱 う デ ータ解析 の 範 囲で は数値 的な 問題 は生 じな か っ た．
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　以下，分位点 とチ ュ
ー ニ ン グ ・パ ラ メ ー

タの 組 （τ，t）に対応す る Lasso分位点回帰推定値を
A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
δ（T，t）　＝（d （τ，　t），β（τ，　t）

！

）
t

で 表す こ と に す る．

　3．3　チ ュ
ーニ ン グ ・パ ラ メ

ータの選択規準

　分位 点回 帰 に お い て 用 い られ る モ デ ル 選 択 規 準 と して は ， SIC （Schwartz　Information

Criterion，　Koenker　et　aL （1994）） や GACV （Generalized　Approximate　Cross　Validatien，
　Yuan

（2006））な どが提 案 され て い る ．また，SIC の 公式 に お い て ペ ナ ル テ ィ 項 に お け る log　n を 2

に変 え る こ とに よ り，形式的に 虹 C （Akaike　lnformation　Criterion） も定義で き る．　 SIC，　GACV ，

AIC は そ れ ぞ れ

SIC・・）− 1・・｛旛 ・（yi− ・… T… ）・｝＋
1

響 礁

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t　　

・A ・V ・・）一
Σ

轢 溜
（T・　’）

≧

AIC ・・）− 1・ 9｛÷亀・T （Yi− ・診・T，・t・・｝・÷礁

（3．5）

（3．6）

（3．7）

で 与 え ら れ る ． こ こ で δ（τ，の（一（di（τ，　t）ゆ （τ，　t））
t

）は 各 t が 所 与 の 下 で の 母 数 推 定 値
A

δ（τ），
　df （t）は モ デ ル の 自由度 （degrees　of 丘eedom ）， また は有効パ ラ メ

ー
タ数 （effective 　num −

ber　of　parameters） と呼ばれ， チ ュ
ー

ニ ン グ ・パ ラ メ ータ t に よ っ て コ ン ト ロ ール さ れ る モ デ

ル の 複雑 さ を表 す指標 で あ る． こ の モ デ ル の 自由度に 関 して は Efron（2004）が議論 して い る
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
が ， Yuan （2006） お よ び Li　and 　Zhu （2008） は モ デ ル f，．t（xi）＝di（τ，

　t）＋ xlβ¢ t）に対 して

df（・）一葱
∂

讐
）

（3．8）

を 自由度 df（t）の 推定値 と し て 用 い る こ とを提案 し て い る．ま た ，
　 Li　and 　Zhu （2008） は幾っ

か の 条件の 下で ，

ゑ
∂

寄L ・ ｛ゴls，（・
・
　t）・ ・｝ （3．9）

が成 り立 つ こ とを示 して い る． こ こ で ，右辺 は モ デ ル 痴 に 含まれ る説明変数の 個数 を表 して

い る の で ， 直観 的に も モ デ ル の 複雑 さを表 す指標 と して 適切 な もの で あ る と見 なせ よ う．そ こ

で （3．9）式 の 右辺 の 値 を自由度 df（t）の 推定 値 と して 採用 しよ う．

　 こ こ で 例 え ば ，SIC に基づ い て チ ュ
ーニ ン グ ・パ ラ メ

ー
タを選択す る こ とを考え よ う．す な

わ ち

　　　　　　　　　　　　　　　　『− arg 　min 　SIC （t）　　　　　　　　　　　　　（3．IG）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∫＞ G

　　　　　　　 A
と な る fを用 い ，δ（τ，f）を最終的 な推定値とす る こ と，が考え られ る ．な お デ

ー
タ よ り £ を選

ぶ と きに は ，す べ て の t≧ 0 の 中 で SIC （t）を最小 に す る も の を選 ぶ必要 は な い が ，
こ の こ と は

次 の よ う な 議論 か ら正 当化 さ れ よ う．

　 こ こ で tを増 や す こ と は制約条件 が 緩 くな る こ とを意味 す る か ら Σ廴1ρ，（1ノ厂 xl δ（T，の）は t

に 関 して 単調減少と な る．そ こ で df（t）の tの 関数 と して の 挙動を考え る と，正則化経路 （パ

ス ） ｛β（T ，
t），

‘≧ 0｝は 1 に 関 し て 区分的 に線 形，す な わ ち O・＝tO〈 tl〈 …
く 〆；Σター，1β，

・（τ）1が
　　　　 A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 A

存在 し， ｛β（τ，t），’E 階
一1
，凶 ｝は β（τ，　tit

−1
）と β（τ，　tlc）を線 形 に 結ん だ経路 に 等 し い ．た だ

し，β，⊂τ）は 無制約 の も と で の 分位点回 帰推定値 で あ る ， こ の と き， （3．9） 式 で 与 え ら れ る
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df（t）の 値は te （tic
− 1
，　tk）の と き

一
定で あ り ，

　 t ↑tkの と き
一

定か， 1減 るか の い ず れ か で あ

る． い ずれ の 場合に もdif（t）L． 　df（　tk），（t∈ （〆
−

1
，〆］）よ り SIC（の≧ S正C（tk），　tE （〆

− 1
，〆］が

成 り立 っ こ とがわか る． した が っ て

　　　　　　　　　　　　　　　 舟；a 「9mln 　 SIC（t」c

）　　　　　　　　　　　　 （3．11）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i［．−o．．．．K

な る 泥を選 べ ば，i− tl
｝
と な る こ とが わか る （GAVC ，　 AIC に 関 して も手 順は 同

一
で ある）．

　な お ，
こ こ で 説明 した チ ュ

ーニ ン グ ・パ ラ メ
ー

タ の 選択規準は い ずれ も直観的な議論 に 基づ

い て 導 出され た もの で あ る ．よ く知 られ て い る統計的方法 と して ク ロ ス ・バ リ デ ーシ ョ ン 法の

応用 も考え られ るが， こ こ で は デ
ー

タ数が大 き くな る と計算量 の 観点か ら実用 的で あ る とは 言

い難 い ． こ う した fMIlIか ら本稿で は ト述 した規準 に 基づ い て チ ュ
ーニ ン グ ・ パ ラ メ ータ の 選択

を行 っ た．

4　自動車保険の分析

　4．1　自動車保険に つ い て

　 自動車保険 は 自動車 の 所有 ・使用 ・管理 に関連 して 生ず る損害 を填補す る 目的の 保険で あ り，

損害保険会社 に お い て 中心的 な保険で あ る．また 自動車保険 の担保種 目に っ い て は対人賠償保

険 ・自損事故保険 。搭乗者傷害保険 ・対物賠償保険 ・卓両保険 ・無保険 車傷害保険の 6種類が

あ るが ，本稿で は そ の 中で も総額の 支払 い 保険金 が比較 的大 き い対物賠償保険 に つ い て ，分位

点回帰 を用 い た デ
ー

タ分析 の 結果 を報告す る． こ こ で 対物暗償保険 とは ，

“
自動車 の 所有 ， 使

用，管理 に 起因 して 他人 の 財物 を滅失，破損また は汚損す る こ と （対物事故） に よ り，法律 L

の 賠償責任を負担す る こ と に よ る損害を填補す る保険
”

を意味す る．損害保険料率算出機構が

ま とめ た 自動 車保 険統計
121

に よ る と，2006年度 に おける対物賠償保険 の 支払保険金 は約 6
，
800

億 円で あ り， 対人賠償保 険 ・搭乗者傷害保険 ・車両 保険を抑 え て 最 大で あ っ た．強制保険で あ

る 自賠責保険 で は対物事 故 に っ い て は 攴払は行われな い の で ，対物賠償保険 に関す る リ ス ク は

損害保 険会社 に と っ て 重要 な分析対象 で あ ろ う．

　 4．2　 デ
ー

タ に つ い て

　本稿 の デ
ー

タ分析で は n ＝ 6
，
／13個 の 自動車保険対物事故 に つ い て ，あ る期間 を無作為 に 選

び ， 各曜日 に っ い て 1司じ数だ け無作為抽出 した デ
ー

タ で
， 被説明変数と して ク レ

ー
ム 額，事故

や個人 に関す る質 的デ ー
タ を説明変数 と して 用 い た．ク レ

ーム 額 が 1万円以 下の デ
ー

タに っ い

て は省 い た が， こ れは リ ス ク分析と は直接的に 関係 の な い要 因に よ る 攴払い と見な した 為で あ

る ．利 用 「11能 な説 明変数 と して は，運 転者の 性別 や年齢 ， 事故が起 こ っ た曜 日 と時間帯，車種

な ど で ， す べ て ダ ミ
ー

変数で あ る． こ こ で 被説明変数 と説 明変数 に っ い て の 情報をま と め て お

こ つ ．

　 ・Pay ： ク レ
ー

ム 額 （保険請求額）．

　 ・ Male ： 男性な らば 1 ， そ の 他は G．

　 ・Car3 ：用途車種が 自家用普通乗用車 （3 ナ ン バ ー
）な らば 1 ， そ の 他 は 0．

　
・Holiday ： 事故が 起 こ っ た 曜 日が ［／日な ら 1，そ の 他 は O．

　 ・Midnight ： 事故が起 こ っ た 時間帯が 23 時か 5 時ま で の 問 な らば 1，そ の 他 は 0 ，

　
・Age20s ： 運転者年齢 が 20 歳 代な らば L そ の 他は 0．

　
・Age40s ：運 転者年齢が 40歳代な らば 1 ， そ の 他 は 0 ．

　
・Gold ： ゴ ー

ル ド免許 所持者な らば 1，そ の 他 は 0 ．

　 ・IUnlim：対物保険金額 （事故が 発生 した場合 に損害保険 会社が 支払 う保険金 の 限度額）が

　　無制限 な らば 1 ，そ の 他 は O ．
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表 1　 ク レ ーム 額 （Pay） の 記述統計量

最小値　 標準偏差　 1st−Qu　 中央値　　 平均　　 3rd−Qu　 最大値　　歪度 尖度

0，IO1　　　　2．544　　　　0．6961 ・36｝ 2、088　　　　2．52743 ．58　　　　43．98　　　　4．795

　 ・IUplim500：対物保険金額 が 500万 円以下 な らば 1，そ の 他 は 0．

　表 1 と図 1 は そ れ ぞ れ ク レ ーム 額 （Pay）に っ い て の 記述統計量， ヒ ス ト グ ラ ム を表 し単位

は IO万 「冂で ある．図 よ り明らか な よ うに ク レ
ー

ム 額 の 分布 は非対称 で あ り ， 右裾 が重 い 分布

に な っ て い る．また各説 明変 数が 与え られた場合 （値が 1 とな る と き） の 個体数 と ク レ
ーム 額

の 平 均 ， 巾央値 ， 最 大値 ， 標準偏差 を表 2 に ま とめ て お く、例 え ば 4行 目よ り深夜 ダ ミー変数

の 影 響 は 平均的 に ク レ
ー ム 額 が他 よ りかな り大 き くな っ て い る こ とや， 8 行目よ り対物保険金

額 は 無制限の 人の 割舎が 多い こ とが わ か る．

　 こ こ で 説明変数 ベ ク トル x を用 い た 分位点回帰 の 計測 モ デ ル を

Q，（Paylx）＝βe （τ）＋β1（τ）Male＋β2（τ）Car3＋β，（τ）Holiday＋β4（τ）Midnight＋β5（τ）Age20s

　　　　　　＋β，（τ ）Age40s 　
L
β7 （τ）Gold＋β，（τ）IUniim＋βf｝（、τ）IUplim500．　　　　 （4．1）

と表 し て お こ う．我々 は統計 モ デ ル （4．1）式を用 い て 分位点 τ∈ （o，1）全体 の 傾向，中位点，

L側分位点 τ∈ ［O．9，0．995）な ど に っ い て デ
ー

タ分析 を1．fっ た ．

　 と こ ろ で ，Lasso 分位点回帰 を用 い る時 に は ，制約条件 と係数 の 整合性 の 観点 よ り説明変数 ・

被説 明変数に 関 して 基準化を行 う こ とが 適切 と考え られ る．そ こ で 我々 の デ
ー

タ分析で は

n 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 n 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　n

Σ9、

− 0，Σx ，，
・− 0，Σ婦

一1， （ゴー1，＿，P）
t− 1　　　　　　 1

−
l　　　　　　　 z諞1

（4．2）

と云 う変換 に よ り説明変 数の 基準化 を行 っ た （欝 广 （Xii））、本稿 で は主 に τ
＝O．5

，
　O．95 に っ い て

Lasso分位点回帰を行 っ た デ
ー

タ分析 の 結果 を説明す るが，そ れぞれ の 分位点 τ に 対 し図 ／2 ・

図 13 が 対 応 す る ． こ の 図 は チ ュー ニ ン グ ・パ ラ メ ータ t を 横軸 に と っ た と き の 推定値

lilaSS°

（T，　t）の グラ フ で ある．そ れぞ れ の 折れ線 に対 応す る変数の イ ン デ ッ ク ス を 図の t 軸近 く

Hlstogram 　of 　Pay

OON

『
　

OOgU90

口⊃
　
　
OO

 

　
あ
O⊆
 

コσ
Φ」
LOO

可

OO

周

o0

　　　　　　　 10　　　　　　　20　　　　　　　30　　　　　　　40

　 　 　 　 　 　 　 Pay

図 1　 ク レ ーム 額 の ヒ ス ト グ ラ ム
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表 2　 説明変数を与 え た ときの ク レ
ー

ム 額 の 記述統計量
　　　　　　　　　　一．

変
．
数名 〔番号）

一

件数

一 ．

　（岡体数） 平均 中央値 最大値 標準偏差

M 烈le（1） 3252 2．250 1．449 43，58 2，764
Car3（2） 1了14 2．343 1．479 43．58 3．059
H 。1iday（3） 1758 2．258　 　

旨 1．468 28．35　　　　　　　　． 2．580
Midnight （4）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1328 　　　　　　　 13

．216 1．872
　　　　　　　　E34

．40 4．194

Age20s （5）

Age40s（6）
Gold （7）
1｛Jnlil皿 　（8）

IUp玉im500（9）

1282106325685367862．2571

．8761
．9582

．〔〕712

．477

1．5461
、24712861

、3521

．514

27．］318
．4233
．2443

、5819

．84

2．5672
．0172

．3352

．526　　　　 1

3．224　　 2−．．．　．　　　 ．．．一一亅

に 印 して おい た 。

　4．3　実証 結果

　分 位点 回帰 の 推定 結 果 を見 て お こ う．表 3 は最 小二 乗法 に よ る 回帰 分析 の 結果お よ び τ

＝0．05，0．1，0．，5，　O．9，　O．9r） に つ い て の 分位点回帰 の 結果で あ り，数字 の 上側が パ ラ メ ー
タ の 推定

値で そ の ドの 括弧内の 数字が標準誤 差 で あ る．図 2一図 11で は ， 横軸が τ で 縦軸 が推定値 で

あ る．図 の 中の 横 に横断す る灰 色の 直線が 最小 二乗推定量 で そ の 上 ドに あ る同色 の 点 線が 90
％ 信頼区間を表 し て お り ， 黒 い 点を 直線で 結ん だ 線は分位点回帰推定値 ， 周 りの 灰色の 領域 が

そ の 90％ 信 頼区間で あ る．

　 こ れ ら の 推定結果 を踏 まえ て 通 常 の 線形回帰分 析 に つ い て の 結果 を見 る と，運転者 が 男性

（Male）， 車種が 3 ナ ン バ ー
車 （Car3），土 日 （Holiday），深夜 （Midnight），40歳代 （Age40s），

ゴ ール ド免許所持 （Gold） に つ い て は最小二 乗推定量 は 90％ 以 トの 有意 性を示 して い るが ，

他 の 説明変数に っ い て は有意 と云え な い こ とが わ か る．以 降 「有意性を示す」 と は 90％ 有意

の こ とを 意味 す る．

　 まず性別 に つ い て 観察 して み よ う．一
般 に 女性 に 比 べ 男性 の 方が ク レ ーム 額 が大 き くな る と

云わ れ て い る．我 々 の 分析結果を 見 て も，男性 に つ い て は个体 的に 推定値が 正で 有意 に な っ て

表 3　 分位点回帰 の 結果

Covariates

）

（）．050

．231
（o， 26）
0．Ol5

（0．015）

0．026
（0． 16）
（LO35

（〔〕．  16）

0，045
（0．032）
0．025

（0．Ol9）
　 0、013
（〔〕．〔］2〔））
O．OO・1

（0．015）
− 0．022
（0．023）
0．000

（O． 65）

0．10　　　　　　　10

．50 0．90 0．95 LS

0．312 1．195 4．207 6．076 L907
（0．034） （0．071） （0．280） （0．446） （0．116）
0．Ol7 o．｛67 0．757 1．116 0271

〔0，020） （0．040） 〔0．160） （O，256） （0．066）
0．053 0．181 O．564

　　　　　　　1

0．632 O．287
（O．022） （0．044） （α176） （ ．280） （0．072）
0．081 0．150 0．45工 0。797 0．202

（0．021） （0．044） （0ユ72） （ ．275） （0．07D
 ．097 〔，β88 2．893 3．5791 　 1．076

（D．043） （0．088） （0．350） （0．558） 〔0．145）
0．039 D．179 0，220 一〇．365 O．  38

（0．025） （O．052） （0．206） （0．328） 〔0，085）
一

〇．031 一D．D78 ．0．277 一
〇．057 一〇．197

（0．026） （0．054） （0．213） （0．339） （0．088）
0．OlO 一

〇．089 一
〇．267 一

〇．664 一〇．150
（0．020） （O．042） （0．165） （0262） （o．｛｝68）
一

〇．001 ．−0．022 一
〇．544 一

〔〕．722 一
〇．1）95

（0．031） （〔1．〔〕63） （0，251） （0．400） （0ユ04）

0．001 0．127 0．106 2．804 0．384
〔0．086） （0，176） （0．698） （1．114） （D，289）

　 　 　 　 　 　 　 　 」
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図 ・1　 自家 用 普 通 乗 用 車 （3 ナ ン バ ー
）

い る こ とか ら，男性効果が確 認で き た ．最小二 乗法 に よ る推 定 で も有意 上側 の 分 位点回帰 モ

デ ル で も有意 で あ り，他 の 説 明変 数に 比 べ て リス ク と して は大 き くな る．

　車種 に つ い て で あるが ， 臼家用 普通乗用車 に つ い て は分位点回帰推定量 が男性 の場合 と同 じ

よ う な パ ス を描 い て い る．上側分位点に お い て は 男性 の 場合程 に は顕蓍 な 有意性 を示 さ な い が ，

そ れ で も十分に リス ク要因 と い え るだ ろ う．
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図 7　年齢が 20 歳代

　平 日 と土 R の 効果 に つ い て は ， 運 転 の 目的が か な り異 な る と考え られ る．分析結果か らは土

日 に つ い て は ク レ
ー

ム 額の 分布が全体的に 右 に ずれ て い る こ と が 確認 で き る．上側で もほぼ す

べ て の 分位点 に つ い て 推定 値は 正 で 有意 と な っ て い る． した が っ て 土 H に 起 こ る事故が 平 日 の

そ れ よ りク レ ーム 額 は 大 き くな る こ とが 予想 され る．

　時間帯効果 と して の 深夜 効果を 見 て み よ う．深夜効 果 に っ い て の 最小二 乗推定量 は す べ て の

説明変数 の 巾で 最 も有意 な値 に な っ て い る，分位点回帰で も深夜 の事 故の ク レ
ー ム 額 の 分布 は，

そ うで な い 場合 の 事故 に 比 べ て 全体 が大 き く右 に ず れ て い る． し た が っ て こ の 説 明変数 は最 も
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大 きな リ ス ク要因だ と考え られ る．

　年齢 に つ い て 20 歳代 と 40 歳 代を 見 て み よ う．20 歳代 は ク レ
ー ム 額 が 人 き くな る傾 向が あ

る．最小 二 乗法で は 有意性 を示 さ な か っ た が ，分位点回帰 の 結果 を 見れ ば 20 歳代 の ク レ
ー ム

額分 布 は ド側 か ら巾火，そ して τ
＝ O．8 付近 に か け て 正 で 有意 とな っ て い る こ と が 分か っ た ．

し か し，上側分 位点 を み る と有意性 は示 さ な い もの の 負 の 値 を と っ て い る． こ の こ とか ら，そ

の ク レ
ーム 額分布は 平均的に右 よ りだ が ， 右裾は厚 くな い と い え る で あ ろ う．次に 40 歳 代を

見 て み よ う． 30 歳 以 上 の 連転者 に つ い て は しば し ば保 険金 額が 安 く な る傾向 が あ る．我 々 の

分析 結果 を見 て み る と最小二 乗法 で は 40 歳代 と い う要 因 は負で 有意性 を示 して い る．分位点
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et 図12Lasso 分 位 点回
帰の結果（τ

Q ． 5G ） 回 帰によれば τ ＝ 0 ，8 付 近で 少 し 有意 性 が確 か められ る も の の ， 特 別 にリ ス ク

小さ く な る と

は 云 い
難 い． 　ゴール ド免 許 所 持 者 に 関しては τに ついて全 体 的に 推定 値 が 負 に有 意になっ

いる ． ［ 1 位 分 位 点 に お い て も 観 察 さ
れ ているので， ゴ ー ル ド 免 許 所

持者 に つい て のク レ

ム額 は やは り 小さ くな

と云えるであろ う ． 　 対 物支払保 険につい ては ，対 物 支払 保 険金 額を無制限に し て い る人

事 故 に対す る リ ス ク を 大 きく 見 積も っているの ではと 考えら れ る． 最 小 二乗 法 で は 有意 性

確 かめられ な か っ た が， 分 位 点回 帰においては上側，特に τ ∈（ 0 ，9 ， 0 ． 95 ） あ た り で 推 定値

負 で有 意になっ て いる．逆 に対 物 保険 金 額 を 500 万 円とし て いる 人にっいては上側分位点のτ∈ （ 0 ．

，0 ． 985 ） 付近で 正 で 有意 となっ てい る．っまり 他 の説 明変数 を 固定した場 合 の対 物 保

金額を
500

万 円 と し て い る N 工工 一 Eleotronio 　
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図 13Lass 。 分位点回帰 の 結果 （τ 一〇．95）

人 の ク レ
ーム 額 の 分布 は ， そ うで な い 人に く らべ 右裾が重 くな っ て い る こ とが推測 さ れ る ．す

な わち事故 に つ い て の リ ス クを小 さ く見積 もる人 は ， 高額 の 支払 を要求 して い る の で は な い か

と推測 で きよ う．

　以 ヒで 説明 した よ う に 分位点 同帰 に よ る デ ー
タ解析 を用 い る と こ れ ま で の 線形 回帰分析の み

を用い た場合に比 べ ， リ ス ク要 因につ い て の よ り詳 し い 結果が得 られ る こ とが分 か る．

　次に Lasso 分位点 回帰 に よ り説 明変 数 の 選択 を行 っ た簡 単な結果 を紹介 して お こ う
11E1
．まず

τ
＝0．95 （図 13） に つ い て 捶定結果を見て お こ う． t を 0か ら大き くして い くと，深夜 の 推定値

が 最初 に ゼ ロ か ら非 ゼ ロ とな る．すな わ ち ， リス ク要因と して最初に深夜効果が 現れ る と 言え

よ う．徐 々 に tを 大 き くして い くと，次 に 男性 が リス ク 要因 と して 検 出さ れ，さ ら に t を大 き

く して い くと各推定値 の 絶対値 は よ り大 き くな る．そ の 後 ， 対物保険金額が無制限 ， 休 日 ， 臼

家用車普通 自動車 ，
ゴ ー

ル ド免許 所持 者 の 順で 推定値 が ゼ ロ で な くな っ て い る ．そ れ ぞ れ の 推

定値 の 符 号は 負，正，正，負 と な っ て お り，特 に対物保険金額が 無
．
制 限 と ゴ ール ド免許所持者

の 被保 険者 は リ ス ク が 小 さ くな る と云え る で あろ う．年齢効果 に っ い て は 図を 見る 限 り，そ の

リ ス ク 要因 と して の 重要性 は そ れ ほ ど 大 き くな い ．ま た 対物保険金額 が 500万 円以下 の 被保 険

者 に っ い て は ゼ ロ で な くな る最 初 の t が 他 に 比 べ 大 きい こ とをみ れば，有意か 否か に っ い て の

よ り慎重 な 議論が 必 要 で あ ろ う，以 上 の 議論か ら判 断すれ ば，特 に 深夜変数 と男性変数 は iJ ス

ク要因 と して 重要で あ る と云 え る で あ ろ う．

　 続い て 中央値 （τ＝O．5） に っ い て の デ
ー

タ解 析の 結果 （図 12） に っ い て 簡単 な コ メ ン ト を加

え て お こ う．最 初 に リ ス ク 要因 と して 検 出 され る の は， L側分位点 の 場合 と異 な り 20歳代で

あ っ た ．次 に 男性，深 夜，休 日 の 推定値が 正で 検 出されて い る．す な わ ち ， 上側 の 高分位点 に
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比 べ て ， 結 果が 大分違 っ て くる の が わか る．特に 20歳代 が上 側 の 分位点 に くらべ 中央値に お

い て ，変数 の 重要性が 増 して い る と云え る で あ ろ う．また ， 中央値付近で は対物保険金額 に っ

い て の 変数 は重要性が小さい よ うに思 われ る．

　 4．4　モ デ ル選 択 の 結果

　損害保険 デ ータ に 対 して Lasso 分位点同帰を適用 し ，
モ デ ル 選 択規準 SIC，

　 GACV ，
　 AIC の

値 を そ れ ぞ れ 計算 し，デ
ー

タ分析 を行 っ た．結果 に つ い て は 付論 A−3 の 図 14 ・図 15 に ま とあ

て お い た．（な お ， τ
＝0．95 の ケ

ー
ス で は ， 各選 択規準の 最小値近傍 に お け る グ ラ フ が見 に く い

の で ，大 き い t に 対 して 拡大 した グ ラ フ を掲載 し た ．） こ こ で 選択 さ れ た 分位点回帰 モ デ ル を

表 4 にま とめ て お い た の で こ の 表 の 結果 の み に コ メ ン トして お く．τ
＝0．5 の ケ

ー
ス で は GACV

と AIC は と もに 右端 の t に お い て 最小値 を と っ て い る．ま た，τ
一

〇．95の ケ
ー

ス で はす べ て の

規準 の ト
’
で 同 じモ デ ル が選択 され て い る ．

　我 々 の デ ー
タ分析 で は SIC 選択 さ れた 分位点回帰 モ デ ル は無制約 モ デ ル に お い て 有意 で な

い係 数を数 値的 に ゼ ロ と して 再推定 した結 果 と して も実用的見地か らは同
一

と見 な して もさ し

っ か え な い 結果が得 られ た．AIC と GACV に よ る デ
ー

タ分析 の 結 果 も有意で な い 係数 を数値

的 に ゼ ロ と した無制約 の 分位点 回帰 モ デ ル の 推定仙 と実用的 に は同一 と見 なせ る もの で あ っ た ．

なお ，こ れ ら複数の モ デ ル 選択規準に よ り得 られ た分位点回帰 モ デ ル の 差はか な り小 さ く，我々

の 行 っ た デ
ー

タ分析は モ デ ル 選択規準に は あ ま り依存しな い ．分位点回帰 モ デ ル の 推定結巣が得

られ た．

5　お わ り に

　本稿で は分位点回帰 と LaSSO 分位点回帰 の 統計的理 論を説明す る と共に，実際に 自動車対物

賠償保険 の ク レ
ーム 額 に対 して 応 用 した結果 を報告 した．被説明変数で ある ク レ

ー
ム 額 の 分位

点 に応 じた リ ス ク要因，特 に高分位 点の リ ス ク要因 に っ い て 興味 ある結果が得 られた と言う意

味で は ， 通常 の 線形回帰 モ デ ル よ りも分位点回帰 モ デ ル の 方が 保険 リ ス ク分析 に適 して い る と

い う結論 が得 られた．

　損害保険の 分野 に お い て は例え ば
， 近年で は リ ス ク細分型保険 と い わ れ る 保険契約 も登場 し

て い る．例え ば リ ス ク細分型 自動車保険 で は運転者年齢や地域 ， 走行距離 ， 目的な ど に よ り り

ス ク要因を細か く して 保険料 を定め て い る と思 われ る．こ う した リ ス ク要囚の ク レ
ーム 頻度 と

の 関係 の 分析 を行 うた め に ， 分位点 回帰 モ デ ル は有用 な統計的分析法を提供 して い る の で は な

い か と考え られ る．

Selected　t

（lntercept）

MuleCar3HOlidayMidnight

Age20sAge40sGo

ユdlUnlim

］Uplim500

　 　 表 4　 選択 さ れ た モ デ ル

ー
癬 三λCV ＆ k

−
，

’
（τ
一e．5）

27．57］

−072438597254

．63363

．23805

．22935

．1353
−1、1156
−2．2425
　 0
　 0

37，685
−0．715686
．481S6

．37755
．24786

．74405

．6664
−2．3105
＿3．4222
−0．553560

，83435

τ
＝o．95229
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　 と こ ろで分位点 回帰 は本稿で 議論 した 自動車保険を は じめ とす る損害保険に 限 らず，生 命保

険や 第三 分野保険な ど の 保険分野，あ る い は よ り広 い 金融分野 で 利用 酊能で あ る．例え ば近 年

で は金融機関にお け る リス ク管理 に お い て も標準的な リ ス ク指標 と し て VaR （Value−at−Risk）

が あ る ．VaR は 金融 資産 の 収益率分布 の 下 側分位 点で あ り，分位点回帰 を 用 い た
一

っ の 応 用

例が Engle　and 　Manganelli （2004） に よ っ て 報 告 され て い る， こ う した デ ー
タ解析例 か ら は ，

金 融機 関 に お け る リ ス ク 管理 問題 な ど で の 分位点同帰法 の 今後の 有用性が 期待され よ う．

　最 後に な るが ， 本稿 で 取 りあ げ た 分位点 回帰 や Lasso 分 位点回帰 に っ い て は更 に 検討す べ

き様 々 な 理論的問題や 計算上 の 問題 が あ る こ と を指摘 して お く．例え ば理論面で は有限標本 に

お い て 本稿の 2．2節で 説明 した漸近 的正 当化が どれ ほ ど有効 で あ るか は まだ よ く分か っ て い な

い ．モ デ ル 選択規準に っ い て も通 常 の 回帰分析や 時系 列分析 な ど で は AIC な ど予 測の 規準 を

巡 る 議論 が 活発で あ る が ，分位点 回帰 にお け る予測 の 意味な どを 検討す る必要が あ ろ う． さ ら

に ，デ
ー

タ数や変数 の 数が極め て 大 き い 場合 の 説明変数の 選択 な ど も重要な検討課題 で あ ろ う，
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註

1 ）自動車保険 に 対す る分位点同帰 モ デ ル を利用 した 分析と して は か な り異 な る観点か らで は あ るが 例え ば西 ・

　　竹内 （2007） が あ る，

2）離散分布 の 場合 に も議論 を拡張す る こ と は 可能 で あ る が，例 え ば 漸近 理 論 は よ り複雑 に な る ．

3 ） む ろ ん 通常 の 回帰分析 で の 議論 と同様 に こ こ で 利 用 して い る 正 則条件 （Al）
一
（A4） を 弱め た り，あ る い は

　 　様 々 な方 向 の 条 件 の 下 で の 議 論 に 拡 張 で き る．

4）推定 量 の 漸近 的結果 は Koenker （2005） が 非確 率的 な 説明変数 の 場合 に っ い て か な り詳 し く説 明 して い る

　　が ，こ こ で は 確率的 な 説明変数 の 場合 に っ い て ，付論 に 自己完結的 な 証明 を 与 え た ，損害保険 の 分析 な ど

　　 へ の 応用 」二で も重要 な意 味 が あ る．

5）例え ば 絶対偏差 最 小化問題 に っ い て は Amemiya 　（1985） 4節 の 説 明 が 標準 的で あ ろ う．特 に 評 価関数 が 凸

　　関数 で あ る 場舎 に は 極小値推 定 量 （extremum 　 estimator ） の 収束 や 漸近 分布 の 導出 に っ い て よ り一般的な

　　証 明 方法 の 展開も可能 で あ る．

6） こ う し た問題 に つ い て は例え ば Portnoy　and 　Koenker （1997）を参照 さ れ た い ．

7）線形 計画法 に お け る主 問題 とfX対問題 の 定式化や 双対定 理 （duality　theorem ） にっ い て は竹内 （1966） 5

　　章の 説明が 分 か りや す い ，
8 ）内点法 に っ い て は小島 ・1二屋 ・水野 ・矢部 （2001） で 分か りや すく説明 さ れて い る．単体法 が 実行可能多

　　面 体 の 頂 点 を辿 り な が ら最 適 解 を 探 索 す る こ と に 対 し，内点法 で は 多 面体 の 内部 を 通 っ て 最 適解 を模索す

　 　 る．

9 ）例 え ば 4 節 で 報告す る 実証分析 で 利用 した デ
ー

タ は n ＝6
，
113 で あ る が，実務的な応用まで 考慮す る と n

　　 は遙 か に大 き くな る．

10） こ の 文献の 存在 は レ フ ェリーの 指摘 に よ る，統計計算 の 問題 と して も興味深 い 論点 を含 ん で い る と思 わ れ る

　　が 詳細 な議論 は 省略 す る．

1］） な お，本稿 で 紹介 す る Lasso分位点 回 帰法 の 計算 ア ル ゴ リズ ム に 関 す る 研 究 と して は，本稿 で 利 用 した （解

　　 の 収 束 性 の 保 証 が あ る） ア ル ゴ リズ ム を 提．案 して い る Kato （2008） の 他 に も例 え ば Li　and 　Zhu （2008） に

　　 よ る ア ル ゴ リ ズ ム が あ る．ま た 分位点回帰 に Ll 罰則 を課 す 試 み と して は，本稿 と異 な る ノ ン パ ラ メ ト リ ッ

　　 ク 回帰 の 枠組 み を 用 い た Koenker 　et 　al．（1994） に よ る 研究 が あ る ．こ う し た 研究 と 我 々 が 用 い た 方法 と の

　　比較 は 興味深 い 話題 で は あ る が ，本稿 で は 省略す る．

12）損害保 険料 率 算 出機構の HP （http：／／www ．nliro ．or ．jp！） 上 で 公 開 さ れ て い る．

13）図 12・13で は数値 は tを 動 か した と きの 各変数 の 係 数 推定 値 の 変化 を 示 して い る．t＝ 0 の 峙 は す べ て の 推

　　定値 は 0 と な り，tQ ）値が 大 き くな る に っ れ 制約 が 緩 く な っ て 推定値が 0 か ら離 れ て い く．右 端 に お け る 推

　　定値 は 制約 が な い 場合 の 推定値 に
一

致 して い る．

A ． 補 論

A ．1　定理 1 の 証 明

　まず 条件 （A1）〜（A3）の も と で
一
致性を 示 そ う．係数 ベ ク トル を φ＝δ一δ（τ）と変換 す る

と，評価関数の 差 は

謡幅
一

・lt5・一… Ui ・・一凱耄・P ・（Ui
−

・・φ・
一

・T （・
・1）｝

　　　　　　　　　　　　　　 ＝
： Sn（φ） （A ．1）

　　　　　　　　　　　A
と表現 さ れ る の で ， δ（τ）

一
δ（τ）は Sn（φ）の 最 小化点 と な る．次 に S

。 （φ）が あ る関数 S （φ）

に 確率収束 し ， 収 束先 S （φ）は φ
一

〇 で 一意な最小化点を持っ こ とを 示す． こ こ で Knight の 等

式 （Knight （1998））

N 工工
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・ ．CU− V ）一・ 。 （・ ）一一
v ｛τ

一1（π 《 o）｝・f，

”
｛1〔… ）− 1（u ≦ ・）｝ds

（1（・）は指示 関数） を利用 して ，S
。 （φ）を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ノ

　　　　　Sn・φ・一
一1抽 ・・ 1（・ ・ ・… t

、＃lfjXE

’
°

・1駆 ・・
− 1・Ui ・… ds

　　　　　　　 ＝： Sl−n （φ）十 LS’2n （φ）

（A，2）

と展 開す る．た だ し E ［τ
一1（勧 ≦ 0）x ゴ」

− 0 で あ り，条件 （A3） よ り各項 の 分散 が 有限 とな る

の で ，大数 の 法則 （1aw　of　Iarge　nulnbers ）よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　S1
。 （φ）90

と な る．他方 ， S2〆φ）に つ い て は

　　　　　　　　　　　　　ダ

　　　　　　　　　　　『  （・ ・≦ s ）− 1（Ui ・ ・）｝dsユ
2

≦・（・1
！
φ）

2

か っ E ［（xガφ）
2
］＜ ・ 。 で あ る の で ，大数 の 法則 よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　　　　　Sn（φ）9 ・［f，
x
”

　
di

｛1幅 ） 1（・ ≦ ・）｝ds］

　　　　　　　　　　　　　　一・［∫  ・・1・ rl）
− F 、，・・1・凋

　　　　　　　　　　　　　　
＝

；s （φ）

とな る． した が っ て ，（A．3）式 と （A．4） 式よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Sn（φ）彑 s（φ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ピ

を得 る． さ らに 条件 （A2 ） よ り，　 xl φ≠ 0 な る φ に対 し て ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ，ド

　　　　　　　　　　　　　沌
恥 φ

｛F 乙，（∫1幻 一F び（OIXi）｝ds ＞ ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1

ら， φ＝O は S （φ）の 一意 な最小化点 とな る．
　　　　　　　　　　　　　 A

（A ，3）

（A．4）

（A．5）

（A．6）

と な る ．ま た 条件 （A3）よ り，　 a．s．（alm 。st　surely ）で x 「e − 0 な る φは φ＝ 0 の み で あ る か

　次 に S
。 （φ）の 最小 化点 φ

＝δ（τ）
一

δ（τ）が S（φ）の 意 な 最小化点 φ＝ 0 に 確率収束 す る こ

と を示す ．e ＞ 0 を任意 に 固定す る と，　 S
。 （φ）は 凸関数で あ る か ら，　 Ilhll− 1 な る h ∈ RP ＋ 1

に対

し て

　　　　　　　　　　　　　（1 りW ・卸 ・h 風 （・h ）

とな る ．そ こ で △ n （φ）＝Sn（φ） S（φ）とお け ば，上 の 不等式 か ら

　　　　　　　テ｛Sn（lh）　”　Sn（・）｝… （・h ）
− Sn（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝｛S （∈h）− S （0）｝十 ｛△ n （ch ）　
一
△n （0）｝

が 得 ら れ る ． し た が っ て HhH；1 な る h ∈ RP ］

と t＞ E に 対 し
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　　　　　　　　　　　　　　　テ｛s・ （lh）
一
…（・）｝・ ・

一
・△

・ 　 　 　 （A・・）

が 成 り立 っ ． た だ し ，
こ こ で η

＝inf［ihH −
，IS（∈h）

− S（0）L△n
＝supll φII≦ ，i△ 。 （φ）1で あ る ． ま た

φ
＝0 は S （φ）の

一
意 な 最 小 化 点 で あ る の で η＞ 0 と な る こ と に 注 意 す る ． い ま

　　A 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
ip・一＝δ（τ）

一
δ（τ）は S （φ）の 最小化点 で あ るか ら，　 IIδ（τ）

一
δ（τ）ii＞ c な ら （A ．7）式 の 右辺 は 負

と な る．すな わ ち
，

　　　　　　　　　　　　　　　 　
　　　　　　　　　　　　　　 ｛llδ（τ）

一
δ（τ）ll＞E ｝⊂ ｛△π ≧ η／2｝

で ある． こ の 包含 関係か ら

　　　　　　　　　　　　　　　 A

　　　　　　　　　　　　　 P （IIδ（τ）一δ（τ ）Ii＞ E ）《 P（△ n ≧η／2）　　　　　　　　　　　　 （A．8）

が 得 られ る． した が っ て （A ．5）式 と補題 A−1 （A2 節 を参照）を 用 い る と △
。

幺 O とな る の で ，

（A．8）式 の 右辺 は 0 に収束す る．い ま E ＞ 0 は任意 で あ っ た か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（τ）e δ（。）

が 得 られ た．

　次に 条件 （A1）〜（A4） の もと で 推定量 の 漸近 正規性 を示 そ う． こ れ ま で の 議論 よ り基準化

さ れた推定量 ぜ万｛δ（τ）一δ（τ）｝は （局所的）評価関数

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 11

　　　　　　　　　　　　　Zn（φ）一Σ｛ρ 、（・r厂 ・r
ノ

φ／th
−
）一ρ。（u ，）｝　 　 　 　 （A．9）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i
−
1

の 最小化点で あ る こ とに 注意 し ， Zn（φ）の 漸近 的な挙動を調べ る．再び Knight の 等式 （A．2）

式 を用 い る と Zn （φ）は

Zn ・φ・一
一

濡 ・1
’

ip・・ − 1（Ui ≦… ”
・i71i

−一
，ll．1，… φ・f，

’

｛1・・ ≦ ・加 4・・
− 1（・ ・… ds

　　　　 ＝
； Zln（φ）十 z ：n （φ）

と展 開で き る． こ こ で 第 2 項 Z2n（φ）を さ ら に

　　　　　　　 Zz
。 （φ）− E ［Z2n（φ）1x’、，．．．，　Xn ］＋ ｛Z2n（φ）− E匸Z2n（φ）lx，，＿，　x 。］｝

　　　　　　　　　　 ；
：z磊

）
（φ）＋ zぎ浮

）
（φ）

と分解 す る．まず

　　　　　　　　・鋤 一 頴… φ・∫厩 ・・／／
’

¢ s／ff1・ ・一
戦 ・・d・

の 漸近 的な挙動 を評価 す る ．い ま

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　　　　　　　　　　　矗 ・・諏 職 ・−
X

謡
S
ん… 擁 ／細

で あ るか ら，
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　　　　　　　　痂
．
｛恥 f

’
φ・砺 1・ 1）

− Za・，（・1・ z ）｝
一

・1
’
φ・ル・〔・1

’
φ・・〆V万 i・ i：）dt （・・1・）

と表せ る． した が っ て ，

　　　　　　　　　　z猟 φ）
一
壷幺（・1

’

幽 ・（01・ ，）

　　　　　　　　　　　一塘・・ltg5）2f
，

’

f，

　
’

s　・f・ （・ ・
’
師 1・ 減 ・・1・ ，）｝dtd・

が 成 り 、ヒつ ． こ こ で 条件 （A3）か ら maX 厦 ≦ nllXill
；Ob （v碗

．
）とな る こ と に 注意す る と，条件

（A2）よ り

　　　　　　　　　　　　鷹 ∫
1

∫
1

噸 ・ ；
ノ

φ・繭 1・ 1）
一
ル（・1・ i）臙

．t−〉 ・

を得 る． した が っ て 条件 （A4）よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zl
，il（φ）9 粤亜

とな る．

　次に Z掃（φ）彑 0 を示そ う． い ま

　　　　　・
・

− f”
t

［｛1（Ui ≦ x ；
’
φs ！v万）

− 1（Ul ≦・）｝
一

｛磁 φ・／・’万1・’i）一一F・
・（・1・i）｝］ds

とお くと，n
− i’，2

Σ1］＿1x；
’
φθf

∠」0 と な る こ とを示せ ば よ い ．まず E ［eilXb ＿，　Xn ］＝0（i＝1，＿，　n ）

お よ び

　　　　　　　　・・e；1X・ …，・ n ］・f，　
IE

［｛1（躯 xガφ∫／〉” ）
一一　1（ui≦・）｝

21
・

・，
…… 1］ds

　　　　　　　　　　　　　　　　・∫
11

礁 φ・／擁 1・ 鎚 ・（・IxPlds

に注意す る．最後 の 不等 式 は，

　　　　　　　　　　｛1（Ui ≦ x プφs ／V
「
万）

− 1〔Ui ≦0）｝
2

　　　　　　　　　　− 1厩 ≦ xl
ノ
φ∫〃励 一1叫 く 0）− 21（Ui ≦ x ；

〆
φs！V励 1畝 ≦ 0）

　　　　　　　　　　− 1（ui ≦ m ・x ｛x ガφ・／，π ，0）
− 1（犀 min ｛x ヂφ・／V

’il
’
，
　o｝）

か ら導 か れ る．従 っ て

　　　　　・［｛話 …
ノ

φ・・i｝］・ 銘・［・・，；
rip

）
2f

，

’

i確 φ・

、蕩1・ 1）
．F ，．… 1・凋 … 11）

が 成 り立 つ ．さ ら に （A．10） 式を 用 い る と

　　　　　　　　　　∫
11

碗 φ而 1・ ・）
．一・… 廓 ・÷ 騨 ・

！

i・1・…g ・

と な る ． す る と， Lebesgue の 収 束 定 理 よ り （A．11）式 の 右辺 が 0 に 収 束 す る か ら，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 工工
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z鋼（φ）鳥 0 を得 る．

　 したが っ て Zn（φ）＝Zn（φ）＋ Op （D お よ び

　　　　　　　　　　2n・φ・一÷ 自・・φ・・
− 1・・ ≦ ・… 粤

φ

　 　 ・A ・・2・

が 示さ れ た． こ こ で D は 正定値行列 だ か ら，Zn （φ）の
一意 な最 小化 点は φ

一D 】Wn で 与 え ら

れ る．ただ し Wn ＝（lf
’Vii

’
）Σ7− 1xl ｛τ

一1％ ≦ 0）｝で あ る． こ の と き ， 補題 A −1 （A −2節を参照 ）

よ り ， 任意の K ＞ 0 に対 して

　　　　　　　II恕 乙 （φ）
− 2n（φ）1一

濺
1｛Zn（φ）・阻 ｝

一φ

孕1傘 ・　 （Al3 ）

が 成 り立 っ ． した が っ て
一致性 の 証明 と同様 に

　　　　　　　　　　　　 〉万 ｛δ（τ）
一
δ（τ）｝

− D
− 1W

，，　t・　Op （1）　　　　　　　　　　（A．14）

を得る ．最後 に 中心極限定理 よ り

　　　　　　　　　　　　　　　Wn 彑 ti1，《O，τ（1一τ）C）　　　　　　　　　　　　　　　（A．15）

で あ る か ら，基準化 され た 分位点 回帰推定量 の 漸近 共分散行列 は

　　　　　　　　　　　　　　　　 τ（1一τ）D
− iCD − 1

　　　　　　　　　　　　　　 （A．16）

で 与 え られ る こ とが分か る．

　 A．2　 補題 の 証 明

　 こ の 数学補論で は分位点回帰 推定量 の
一

致性 と漸近正規性を示 す と き に 用 い た Pollardの 補

題 （本稿で は補題 A −1） を証 明す る．補題 A−1 は本質的に は Rockafellar（1970） の Theorem

10．8 を ラ ン ダ ム な凸関数列の ケ
ー

ス に 拡張 した も の で あ る ．Pollard（1991） で は 補題 A −1 を凸

性 の 補題 （CONVEXITY 　LEMMA ） と呼び ， こ の 補題 を 使 っ て LAD 椎定量 の 漸近分布 の 証明

を与えて い る．補 題 A−1 の 証 明 として は，対角線 論法を用い て Rockafellar（1970）の Theorem

10．8 に 帰着させ る方法 も考え られ る が， こ こ で は Pollard（1991） の ア イ デ ア に 従 い 自己完結

的 な証 明を与 えて お く．

補題 A ・1 ： 9n：Rd → R を ラ ン ダ ム な 凸関数 列 と す る ．　 g；R6 → R を 非確 率的な 関数 と し ， 各

U ∈ Rd に 対 して ，9n （U ）L ．q （U ）が 成 り立 っ て い る とす る ．こ の と き，　g は 凸関数 で あ っ て ，

任意 の コ ン パ ク ト集合 K ⊂ 膨 に対 して

　　　　　　　　　　　　　　　響 1飾 （・）
−
9 （・ ）吟 o

が 成 り立 っ ．

証 明．簡単 の た め d ＝1，K ＝こO，1］の 場合 を示す （
一
般 の 場合 も記号 が よ り複雑 に な る が ほ ぼ

同様 に 証明 で き る）．c ＞ 0 を任意 に 岡定 す る．まず g （u ）は凸 関数 だ か ら，特 に 連続関数 で あ

る （福 島 （200］）参照 ）． したが っ て ， g （Zt）は ：O，1］上 で
一

様連続 で あ る か ら，　 k ∈ N を十分

大 き くとれ ば ， ！u
−

”1く L！κな る u ，1丿∈ 「0，11 に 対 して lg（u ）− g（の 1＜ e が成 り立 つ ，そ こ で ，

［O，1］区間を k 個 の 区間
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　　　　　　　　　　　　 ［0，
1／k ］， ［1／k ，

P．f
’
k］，

．．．
， ［（k − 1）／k，

1］　　　　　　　　　　（A ．17）

に分割す る．分割 （A．17）式に 含まれ る区閼は有限個だ か ら，各ブ∈ ｛1，．．．，k｝に対 して

　　　　　　　　　　　1・帆 。 、〔，

s
踟 、

1・・ （・ ）
一

・（u ）1＞ C ・）一・

を示せ ば よ い ． こ こ で C は c に よ らな い 正 の 定数で ある．

式 と （A ．20）式 を示せ ば ト分で あ る ：

　　　　　　　　　　　映
・（　　　sup

認 こ ［〔ゴ　1丿〆k．ノ，・
「
rt］

1
佻 （u ）一・ω ・ Cl・）一・・

　　　　　　　　　　　脚 ・（　　　irLf　　　　19n（u
u ∈ 1（ゴー1：リ k，iik　1

）− 9（・ ）1・ 一・・り一・・

ただ し ， C ［，　C2 は E に よ らな い 正 の 定数で あ る，

　（A．19）式 の 証 明 ：   F ［（ゴ
ー1）／κ，ガκ］を （ゴ

ー1）／k と ガκ の 凸結合 の 形で 表 して

　　　　　　　　　　　　　　　　・
一

・早 ・ （1− ・ ）f
と書 く．た だ し α ∈ ［O，

1］で あ る．す る と g。（u ）は凸関数で あ るか ら ，

　　　　 9 。 （u ）≦ α 9 ． （（ブ
ー1）／k）t

・
（1−一α ）9n（ゴ〆k）

　　　　　　　 ”
’
g （u ）　

−f一α　｛9。 （（ゴ
ー1）／k）− 9（u ）｝＋ （1一α ）｛9。 （ゴ／左）

− 9（u ）｝

　　　　　　　≦ 9 （u ）一α ｛19n（（ゴー1）／κ）− 9（（ゴ
ー1）／k）！＋ 19（（ゴー1）／lt）− 9（u ）1｝

　　　　　　　　 ＋ （1一α ）｛19。 （（ガん）
−
9（ゴ／lt）1＋ 19（ゴ／κ）

−
9（u ）1｝

（A ．18）

（A．18）式 を示すに は ， 次の （A，19）

（A．19）

（A．20）

　　　　　　　≦ 9 （u ）＋ max ｛ign（（ゴー1）fk）− 9 （（ブ
ー1）／k）1，19。 （ガκ）− 9（ガん）1｝＋ ∈

が 成 り立 っ ．最右辺 の 第 2項 と第 3項 は u に 依存 しな い か ら，

u ∈
．
、，
亀蹴 渕

｛9・ ω
一
9 （・ ）｝≦ max ｛19・ （（ゴー1）／κ）− 9（（ゴ

ー1）／κ）…・19・ （ゴ／k）− 9（・7k）1｝＋ E

が 成 り立 っ こ とが わ か る． こ こ で
， g。 （切 は各点 で g （u ）に 確率収束す る か ら ， 右辺第 1 項は

O に 確率．収束す る． した が っ て ，

　　　　　　　　　　　轆
・（　　　sup 　　　｛9η （u ）− 9（u ）｝＞ 2〔≡

u ヒ ［．（i− 1）〆k．ゴ・
’
k ）一・

を得る ．

　く匙20）式 の 証明 ： u ∈ ［（ゴ
ー1）／κ，ガκ］を任意 に と る ．す る と ガκ は （ブ＋ 1）／k と u の 凸結

合で 表せ る ：

　　　　　　　　　　　　　　　　f− … （1− ・・．撃
た だ し，βヒ ［1／2，1］で あ る，9n （u ）は凸関数 で あ るか ら，

　　　　　　　　　　　　 9n（ゴ／κ）≦β9n（u ）＋ （1一β）9n （（ゴ＋ 1）／k）

よ り，
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　　 β9n（u ）≧ 9n（ゴ／ん）一（1一β）9n（（ブ＋ 1）／k）

　　　　　　
＝g（ゴ／k ）十 ｛9n（ゴ1κ）− g （ブ／ん）｝一（1一β）g（（プ

．！1）／k）

　　　　　　　
一

（1 一
β）｛9n（（ゴ＋ 1）／k）

−
9（（ゴ

ー
ト1）／k）｝

　　　　　　 ＝β9 （u ）＋ ｛9 （ゴfk）− 9 （u ）｝＋ ｛．qn（ゴ〃の
一

9 （ゴ／κ）｝

　　　　　　　
一．（1一β）｛g （（ゴ

・斗一1）／k）− g（u ）｝一（1一β）｛9n（（ゴ＋ 1〕／iの一
≦7（（ゴ

ーLl ）／k）｝

　　　　　　≧β9 （u ）
− 19n（ブ／k）− 9（ゴ／k）1− 19n（（ブ＋ 1）／k）．−9（（ゴ←D ／κ）1− 2∈

を得 る ．β≧ lf2 で あ る こ と に 注意す ると，

　　　inf　　　｛9n（u ）一．g（u ）｝≧
．．
　21g． （ゴ／

／k）− g（ゴ／k）1− 219n（（ブート1）／k）− g（（ブ
ート1）／k ）1− 4∈

　 u ［ ［（ノ
．1）／k，ノ，itt］

が 成 り立 っ こ とが わ か る．g。（u ）は各点で g（u ）に 確率収束す るか ら ， 右辺第 ユ項 と第 2項 は

0 に 確率収束す る ． した が っ て ，

　　　　　　　　　　鰓
・（　　　inf 　 ｛9。（u ）− 9 （u ）

u ∈ 1〔ゴ．1），・
’
k．ゴ、制

｝＜ 一
・の一・

を得る ．

　A ．3　デ
ー

タ解析の 結果 ：幾つ か の図

　 本稿 4．4 節 で 報告 した デ ー
タ解析 に お い て 得 られた 幾 っ か の 図 を こ こ に 示 して お く．各図の

意味は 4．4 節 の 本文中に説明 した．
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図 14Lasso 分 位 点 回 帰 （τ＝0．50） に お け る モ デ ル 選 択 規 準 の 値 ：．E段左 ：SIC， ヒ段右 　GACV ，下段 ：AIC
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