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　統計処理の 対象 とな る デ
ー

タ は近年，大規模化，多次元化の 方向へ 急激 に agl／tしつ つ ある ．ノ

ン パ ラ メ トリ ッ ク密度 推 定 の 研 究 は，カ
ー

ネ ル 密度 推 定 の 理 論が 整備 され，実 用 的 な面 で は主 な

統 計 ソ フ トウ ェ ア に標 準 装備 され ，容 易 に利用 で きる，しか し大 規 模 データ と多次 元 デ
ータに対

応 した ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク 統計解析 の 研究 は進 んで い ない ．こ の 原因は，多次元 カ
ー

ネル 関数 の

構成法が 未開発 で あ る こ と と，カ
ー

ネル 推定 で は大規模 デ
ー

タの 計算負荷 を大幅に 改誇する 方法

は 今の とこ ろ な く， 計算機の ハ
ー

ド及 び ソ フ トの パ ワ
ー

に 多くを依存 して い る こ と に よ る と考え

ら れ る．そ こ で 我々 は 大 規 模 デ ータへ の 計算負荷 を軽減す る 方法 と して，ビ ン 型推定に着 目す る．

多 次 元 データの 推 定 精 度 の 問題 は あ ま り議 論 さ れ て い な い が，多次 元 密 度 推 定 に お い て 次 元 が増

加す る に つ れ て 推定精度 は低 ドす る ．した が っ で ，カ
ーネ ル 推定 で こ れ を 改善す る に は 多次元 か

つ 高次 オ
ー

ダ
ー
特性 （収束率）を もつ カ

ー
ネル 関 数の 利用が 必要 と なる が ，こ の 種の カ

ー
ネ ル 関 数

は 現 在 の と こ ろ 知 られ て い な い ．ヒ ス トグ ラム に代 表 され る ビ ン 型 推 定 の 計 算 負荷 は相 対 的 に少

ない が，推定精度 の 低 ドを伴 うこ とが よ く知 られて い る，近 年 ，推定精 度 を保つ ビ ン 型 推定 と し

て Polynomial　Histogram （Sagae　aIld 　Scot七 （1997））が提案 され，計算負荷 を軽減 しつ つ ，カ
ー

ネ ル 推定 と同等 な推定精度 を持 つ こ とが 示 され た，木稿で は多次元 デ
ー

タへ こ の 方法を拡張 し，
多次元 Polynomial ヒ ス トグ ラム を提案する．こ の 密度 関 数は 高次オ

ー
ダ
ー
特性を持ち つ つ ，大

規模 デ
ー

タ に対す る計算負荷の低減が 叮能で あ る こ と を示す，ま た，数値例 で その 有効性 を示す，
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1．　 は じめ に

1．1　 デー
タの 大規模化 と多次元化

　近年，統計処理の 対象 となる デ
ー

タは大規模化，多次元化の 方向へ 急速 に進み つ つ ある ．

計算機の 進展及び効率的な統計計算技法が開発 され て い るが，それに も増 して デ
ー

タの 大規

模化及び そ れ に伴 う詳細 な情報 の 収 集はデ
ータの 高次元化 を もた ら し，ノ ン パ ラ メ トリ ッ

クな推 定法 に お い て も大規模デ
ー

タ へ の 計算負荷の 間題 と高次元 に対 応 した方 法が必 要 と

な っ て きた．

　 ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク確率密度推 定 の 研究は，カ
ーネ ル 型 密度推定が 理論 的に整備 され

，

実用 的な而 で は主な統計ソ フ トウ ェ ア に 標準装備 され，利用 しや す い 環境 にあ る ．そ の
一

方で デ
ー

タ の 大規模化 と多次元 化 に対す る ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク密度推定の 研究で はこ の 2

つ の 大 きな潮流に 対応する モ デ ル 開発は必 ず し も進 ん で い ない ．こ の 原因を具体的に述べ

る と，通 常の カ
ーネ ル 法は

，
全 て の デ ータ点に 対 し て カ ーネル 関数を利用 す る た め 大規模

デ
ー タセ ッ トで の計算負荷は極 め て 重 い の が現状 で あ り， 計算負荷 を根本的 に減 らす こ と

が難 しい ． また，多次元デ
ー

タ を扱 うた め に多次元 カ
ー

ネル 関数の 構成が 必要 とな るが，1

次元 の カ ーネ ル の 積で 定義 され た積型 カ
ーネル （実際に は積型正 規カ ーネ ル ）か

， 単純化

した 多次元正 規 カ ーネル 或い は，多次 元 Epanechinikovカ ーネル が利用 されて い る ．大規

模 デ ータに対す る計算負荷の 問 題 を軽減す る方法 として ， ビ ン型 推定，特 に ヒ ス トグ ラ ム

推定が よ く知 られ て い るが ，カ ーネル 推定に比 べ て 推定精 度が劣 る こ とか らあ ま り魅力 的

な研 究対 象 とは考 えられ て い ない ．

1．2　 多次元 カーネル 密度関数の 推定精度

　多次元 カ
ー

ネル 密度 推定 にお ける漸 近 的 な性 質を調 べ る と
， 分散 は次元 （以 降，d 次 元

とす る）に 依存 して 大 きくなる ．バ イ ア ス は次 元 d に 依存 しな い が ，
カ ーネル 関数 の 高次

オ
ー

ダ
ー

特性 に依存する ．したが っ て
， 積分平均 2 乗誤差基準 （MISE と略す）で 見る と

，

多次元 デ
ー

タ の 密度推定 を行 っ た と き推定精度が 低下 する とい う重 要な問題点が ある に も

か か わ らず ， あま り認識 され て い ない ．実際問題 として は 1 次元で うま く推定で きて も多

次元 で 同様 な方法 を用 い た場 合，推 定精度 が保 障 され ない こ とで あ る ．これ を理論的 に 改

善す る には
，

バ イア ス が次元 d に依存 しな い こ とか ら バ イ ア ス を改良で きれ ば，MISE を改

善で きる ．バ イア ス の 改良は カ
ーネル 関数に高次 オーダー

特性 を持 たせ る こ と で 改 良で き

る ． つ ま り高次元 の 推 定 で は
， 推 定精度 を保 つ た め に高次 オ

ー
ダ

ー
カ

ーネル 関数の 利用或

い は 高次 オ
ー

ダ
ー

特性を持 つ 新 しい 推定法の 開発 が必 要で ある ．分散 を改 良 した 場合 に は

漸近 的 な効 率 は 変 わ ら ない た め
，

バ イ ア ス 項 を改良す る ほ うが よ り重 要 となる． 1 次元 の

高次 オーダーカ
ー

ネル の 構成法 は例 えば
，
Jones　and 　Fost。r （1993 ）で 対応 で きる が ， 多次

元 カ
ーネル に お い て 高次 オーダー特性 を もつ カーネル 関数の 構成法は現在の とこ ろ未開発
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で ある ．現状で は積型カ
ー

ネル 或 い は多次元正規 カーネル を利用 して い るの が ほ とん ど で

ある 。 しか しなが ら， 積型力 ・一　＊ル 及び多次元正 規カ
ー

ネル は い わゆ る 2 次オ ーダー
の 性

質を持 っ た カ
ー

ネル 関 数で あ り， 高次元 デ
ー

タ の 推定で は推定精度がか な り低下 する ．上

記の よ うに 2 次 オーダーカ ーネル しか利用 可 能 な多次元 カ ーネル 関数は今の と こ ろ 知 られ

て い ない ． こ の 理 由 は例 えば ，d 次 元正 規 カーネル に して もカ ーネル 関数の パ ラ メ
ー

タ は

d（d ＋ 1）／2 の パ ラ メ ータ の 設定が 必要で ある が
，

こ れ を用 い て も2 次 オ ーダーの 漸近特性

しか得 られ な い ． 1 次元 の 高次 カ
ー

ネル 構成法を単純 に拡張で きない ． また
， 多次元で は

変数 問の 依存関係 が発 生 し，カ ーネル の 構成 が極 め て複雑に なる か らで ある．それ に加え

て
，

バ ン ド幅パ ラ メ
ー

タ の 数が次元 と共に増加する こ とか らバ ン ド幅選択 問題の 計算負荷

も追加的に膨大 とな る ．

例 えば，共通 なバ ン ド幅パ ラ メ
ー

タ h をも っ た 2 次オーダー
の d 次元 カ

ーネル 密度推定

を定義する と

　 　 　 　 　 　 れ

f（・ ） 一 吉Σ κ ∬ （x
−

［c・）・
　 　 　 　 　 　 ‘＝1

（1．1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 コ　 　 　 　 　 　 　 　 ユ

こ こで m ：（1　x1
，
　H ：d × ci

，
　h ： バ ン ド幅パ ラメ

ータ
，
　KH （m ）＝ H

−
2　K （H

−
IM ）： d 次

元 2 次 オ
ー

ダ
ー

カ
ー

ネル 関数 とす る ．こ の f（m ）の 積分 2 乗バ イア ス （ISB ）は 0 （h
・t
）とな

り，積分分散 （IV）は 0 （（nhd ）
− 1
）とな る ．そ こ で 最適な MISE は

M ・SE ＊

一 ・ （
　 　 　 　 　 ｛

n 　
d −4） （1．2）

となる・次 ・t・ 変化 と MISE の 変化 を見 る と・・次元で は ・ （n
一
詈），

・次元 で は ・（・
一
器）

で ・ ・次 ・己・ ス トグ ・ ム と畤 な融 ・低下 し
・

・ 凝 で は ・ （・ズ ム と な ・ ・そ ・ で ・・

次元 の 齢 ・次 オ
ーダー

・
一

ネル を用 い る と
・
MISE は ・・（・

一

りとな り・・次 オ ーダー

カ ーネル で は MISE は ・ （
　 4
’rt　 5）で ・・攬 ・次 オ

ー
ダ＋ ネ・ と1司等 な擬 皺 が得 ら

れ る．例 えば
， XN「alld　and 　Jones （1995）に詳 しい 、

　カ
ー

ネル 推定で 推定精度 を改善す る には高次 オーダー
特性 を もつ カ

ーネル 関数の 利用が

必要 と なるが ，こ の 種の 多次元 カ
ー

ネル 関数 は残念 なが ら知 られ て い ない ．近年，1 次元 の

問題 に対 し て
，

ビ ン型推定 に もかか わ らず ，推定精度が 低下 しな い Poly　iiomial 　Histogram

（Eagae　and 　Scott（1997 ））が 提 案 され
， 計 算負荷 を軽減 しつ つ ，同時 に カ

ー
ネル 推定 と同

等 な推定精 度 を持 つ こ とが示 され た．本稿で は 多次元 デ
ー

タ へ P ・ lynomial　Histogra… を

拡張 し，そ の 推定精度 を理論 的 に導 く．こ の 結果，多次元 Polynomial　Histogram は高次

オ
ー

ダ
ー
特性 を持 ちつ つ

， 大規模 デ
ー

タ に対する計算負荷の 低減が 可能で あ る こ と を示す．
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図 1　 1 次尢 Polynonlia亅Hist〔，gram 推定

2． Polynomial 　Histogram

　Polynomial　Histogra，m （以下 ，　PH と略す）推定法は， ヒ ス トグ ラ ム を拡張 した推定法で

ある （Sagae　and 　Scott（1997））． ヒ ス トグラ ム 推定法が度数を用い て 区分定数関数 （0 次閧

数）を推定す る の に対 し，P且 推定法で は高次の 局所モ ーメ ン ト情報 を用 い て ，ビ ン毎に区

分 的多項式 を用 い て 推 定 して い る． こ れ に よ り PH 推 定法は ，ヒ ス トグラ ム 推 定法 に お け

る推定精度 の 低下 を改善 して い る． MISE 基準に よ る推定精度 は
， 局所モ ーメ ン ト情報の

次数が上 が る に つ れ て 向 ヒす る ．PH 推定法の 大規模 デ
ー

タ に対 する 長所 は
， 全 デ

ー
タ を

い くつ かの ビ ン に分 割して い る た め ，データ数が 膨大な場合で あ っ て も計算負荷が軽減 さ

れ
，

か つ 高次の 局所モ
ー

メ ン ト情報 を付加 して い る ため
，

推 定精度 も良い 点で ある ．

　図 1 は
， 標準正規分布 に従 うデ

ー
タ を 5分割 し，ビ ン毎に 2次 PH で推 定 した例 で あ る．

実線が 推定結果，点線が真の密度関数 を示す ．

　1次元 p 次 Polynomial　Histogram は ，　i番目の ビ ン を 盈 （＝ ［一告，告ユ，　h ：分割幅）とす る

と ， 次 式 で 定義 され る
，

　　　　　　　　　 fBi，（x’）＝ α e 十 a，1．T 十 ．．．十 crpx
・P

，　 x ∈ Bi　　　　　　　　　　　　 （2・1）

　こ の と き，p は局所 モ ーメ ン ト情 報 の 最 高次数 ，
灘 は 変数，α u ，

…
，
α p はパ ラ メ ー

タ を表

わす ．上 式 に デ
ー

タか ら得 られ る k 次局所標本モ ーメ ン ト情報 を用 い て 制約式を与える ：

　　　　厶蜘 ゆ 一 鎗拙 ・ 購 ，
・一一 P （… ）

（2．2）の モ
ー

メ ン ト制約 の も と で （2．1）を解 くと
，
ao

，

…
，
ni

，
が 得 られ る ．同様 に 各 ビ ン 毎

N 工工
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に 島 ，
琶一 1

，

…　 ，
M に つ い て も，中心化 したデ

ー
タ に つ い て，（2．1），（2．2）を用い る こ と

で
， f1（x ），

…
，fm．（x ）が 得 られ る． こ の PH 推定の 性質を Sagae　and 　Scott（1997）か ら引

用す ・ ・，概 ・乗バ イア ・ （・SB ）一 ・（h2
・・＋ ’・

）・ 積分分散 （IV）一 睾 ・・ら・髄 ・

・ ・ 幅 は h ’
・ 一 ・ （

　　　　 ⊥

n 　
：P ＋ 3）とな り・最適な Mlsr − ・ （n

一

鍋 を得 … の ・ とか ら，

標本モ
ー

メ ン トの 次数 p を．ヒげれ ば，高次 オ
ーダー

の 推定精度 を持つ 密度関数が得 られ る

こ とが わか る．

3． 多次元 Polynomial 　Histogram

　多次 元デ
ータ解 析 へ 対応す るモ デ ル の 開発が多くの 統計手法 で進展 して い る．大規模デ

ー

タ へ の 対応 と計算負荷を軽減する 方法と して 多次元 Polynomial 　Hist・ gram を提案す る，

我々 は ，Polynomial　Histogram を一
般次元 （以 降，　 d 次元）へ 拡張 し

， その 理論的性質を示

し
，
4 章で は 数値例 を示す．2 次元 の PH に つ い て は

， 寒河江ほ か （2006 ）がある ．

3．1　 記法 と定義

　本章の 説明で 必 要となる記法を導入 し，d次元 Polynomial　H 楓 ogram を定義する ．確率変

数 m ＝ ＠b
…

，鞠 ）
T

， 原点 を 0 ：d × 1，P 番目の ビ ン を ［
一
  告］

d
≡ ［一告，告］×

…
× ［

− 3，3］
と し ，

BD で 示 す．ビ ン BD に入 る デ
ータ 数を nD ， 全 デー タ数を n とす る．　 BD は イン

デ ッ ク ス D 番 目の d 次元超立方体 とし，ビン BD におけ るイ ン デ ッ クス D は 1次元の 場合

ρ ＝ ｛i，
彦＝ 1

，

…
，
7n ｝で 易 を表わ す．2 次元 の 場介 P ＝ ｛＠の， 幻 ＝ 1

，

…
， m ｝で Bij を

表わす．d，次元 の 場合 D ＝ 伍 ，ゴ2，

…
，ゴd｝と表わ し

，
　d次元超立方体上 の イ ン デ ッ ク ス を表

わ して い る．
一

般 に Bi を 琶番 目の ビ ン とした時，易 は ［
一
号＋賠 ＋ ‘

’i］・ … × ［
一
告＋ 孟縫 ＋ 鴾］

で 与えられ ，
t
’i　＝ （t

’t
，

…
，亀）は 取 の 中点で ある ．以降 ，

ビ ン Bi で の 局所モ
ー

メ ン トを計

算す る場 合，x − ti（m ∈ Bi）と して ，デ
ー

タ を対応す る ビン の 中点 を原点とする よ うに シ

フ トして か ら中心化モ ーメ ン トを計算する こ とに注意す る．ビ ン BD に お ける 局所 モ ーメ

ン トを 0 次モ
ー

メ ン ト（1x1 ）：

μ・　一 　　ゑD

！（m ）dx − fBi、

／（x ）dm ， （3．1）

1 次モ
ー

メ ン ト （dx1 ）1

・・
一 （・・1 ，μ 12， … μ1の

f
’
一
一ゐ。

卿 m
， （3．2）

2 次モ
ー

メ ン ト （d × d）：

・・
一 乱厨 （m ）・d・

， （3．3）
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　　　　　 と定 義す る．

　　　　　また
， （3．1）

一
（3．3）に対応する 局所標本 モ

ーメ ン トを 0 次 モ
ーメ ン ト （1 × 1）：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　s・
一 ∴Σ嘔 ∈ BD ）一 ・

7 　 　 岡

　　　　　 1 次モ
ー

メ ン ト （d × 1）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　s・
一 毒シ・（一 ・ ・ ）， 　 　 岡

　　　　　 同様 に 2 次モ
ー

メ ン ト （d × の：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　s2 一 譲 坤 （卿 ・ 　 　 岡

　　　　　 で 定義す る ．

　　　　　 多次元 0）偏微分 に関す る簡潔 な表記 を以 降で 用 い る，1 階偏微分 を

　　　　　　　　　　　　　　　・ル ） ・

∂

参穿
）

一 傷募 ・・鋤
丁

　 （・・7）

　　　　　 と し，
2 階偏微分 を次 に与え る

，

　　　　　　　　　　　　H （・ ） ・ 譫亭一 ［，飄 厂 1，．一，d

− ［ん］
・ 一

・　 （38 ）

　　　　　 3 階偏微 分 は要素 の 表現 の み を用 い て ，

　　　　　　　　　　　　　聯
）

一 ［、轟 L 認 掲晦 一 ， 　 （鋤

　　　　　 とす る．

　　　　　 fBD（x ）の 原 点で の マ ク ロ
ー

リン展 開は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　　d　　d

　　　　　　　∫（x ） 一 ノ（・）＋ ♂ ▽！（・）＋SxTH（・）針 1ΣΣΣ 耀 幽 隔 （0）＋ …
，（3・・0）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ‘　 j　 k

　　　　　 と表わせ る ．

　　　　　 3．2　d次元 1 次 Polynomial 　Histogram

　　　　　 3．2．1　 定義

　　　　　　 d 次 元 1 次 Polyllolllial　Histogralnは

　　　　　　　　　　　　　　　　　 f。 。 （‘ ） 一 α 、汁 α 擬 ，
m ∈ BD 　 　 　 　 （3・11）

　　　　　 で 定 義さ れ る． こ こ で α o ，
α 1 ＝ （α 1、…　 ，

CXd）
T

は パ ラ メ ータ
， 変数 x は （d × 1）で ある． ビ

　　　　　　ン Bo 上 の モ
ー

メ ン ト制約式，局 所 0 次 モ
ー

メ ン ト So ； 1，局所 1次 モ ーメ ン ト S1 を与

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 工工
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図 2　 2 次元標準 正 規乱数 （n ＝4000e）に基 づ く2 次元 1 次 PH 密度推定 （5 × 5 分割）

えた もとで 推定方程式

　　　　　　　　　　　　　　鴻。

属 瞬 一 S・
！ll？．D

． 　 　 （… 2）

　　　　　　　　　　　　　fB。 塩 （助 一 ・・咢， 　 　 （… 3）

を満たす α o ，
α 1 を求め る ．こ の 局所的な推定方程式を解 くこ とか ら局所モ ーメ ン ト法 （Sagae

alld 　Scott（1997））と呼ばれて い る． この 手順で すべ て の ビ ン に対 して fB、，（x ）を求め る こ

とで ，推定 は 完了す る ．図 2 は 2次元標準止 規分布 に 従 うデ
ー

タ （n 　・＝　40000）を発生 し，

［− 3，3］× ［− 3 ，
3亅の 区間 を 5 × 5 分 割し，2 次元 1次 PH で 推定 した例 で あ る．左図が推定

した確率密度 関数 の グ ラ フ で あ る ．右図 は等高線 を表わす ．

3。2．2　｛生質

　d 次元 1次 PH 密度関数の 理論的性質を示す，本稿で は推定精度 を平均 2 乗誤差 （MSE ）

に基づ い て い る．（3．12）， （3．13）の 推定方程式を解 くと
， 次の 通 りで ある ．

命題 3 ．1

＆0　 ；

al　 ＝

証明 3 ．1　（3．14）と （3．15）の 証 明

L．

f（・ ）・x 一

レ 飼 … 一

彑
nhd

，

12陶 ）

　　　S1
，

n んd＋2

／k。 （・ ・ ＋ 卿 ・

ゐ。

α 漸 塩伽 一砺 一 挈・・ ，

ゐ誣 ・ ・ ＋ ・ 7鋤

（3ユ 4）

（3．15）

（3，16）
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　　　　　　　　　　　一 ん。

翻 砿 一 樋 鵠
2

α ・
一 ・

・

よ り，得 られ る．口

　次 に ， 平均 2乗誤差 を導 くため に，推定 され た fBD（x ）の バ イ ア ス を導 く．

　補助定理 3．1 バ イ ア ス

舟 D （x ）の 点 ＝ ∈ BD に おけ る漸近 バ イア ス は次の とお りで あ る ；

　　　　　　　　　　・… 悔 ＠）｝一 舞・H − 1・

’
・
”
H ・ ・

　証明 3 ユ 　バ イア ス の 漸近表現 を求め る ．まず ，fB　r） （x ）の 期待値 を求め る と
，

　　　　・｛f・o （・ ）｝一 ・ ［… 嗣 一 ・ ［藷 ・ 轟（挈・・洞
　　　　　　　　　　　一 詣μ・ ＋ 轟・

T
μ。

A ．1 よ り，次の 表現 を得 る ．

　　　　　　・｛f・ D （・ ）｝一 素＠蕩
2

〃 H）・
、ll，・酷

’

▽・

　　　　　　　　　　　　一 ・・ cT ▽・蕣 H ．

以 上 よ り，バ イア ス を求 め る と，

　　　　　・… ｛f・ 。 （・ ）｝　 一 嘔 ＠）｝
− f・ ．

・（… ）一 籌沮 一1・
・
’
H ・ ・

定理 3．1　積分 2 乗 バ イ ア ス （ISB ）

　　　　　・SB 一 螽紳
・

（・ ））…
一撫 加 ［（吻 H （卿 …

　証明 3．1　原点 周 りで の ISB を導出する ；

　　　　1・B （・） − fB。 B … 侮 ＠）｝d＝

　　　　　　　　− fB． （轟伽 H ）
2

＋ i（＝ ’
・
’
Hx ）

2
一鑑（t・・H ）・・

’ Hm ）畆

こ こ で
， 各項 に つ い て そ れ ぞ れ 展開す る．こ こ で H ＝ H （0）に注意す る と

，

　　　　第噸 一 凱 。

囲 飯 一 需圃
2

，

（3．17）

（3．18）

（3．19）

（3．20）

　 口

（3．21）

（3．22）

（3．23）
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　　　　第二 項 一 払。

幽 師

　　　　　　　　一 1｛
ん1；

4

加 （H
・

）・ 需岡
2

瑠 噛 H ］
・

・｝一 ・・24）

　　　　第三項 一 一鬚（・・畦〆
一 一 一

，ll
†

1、（1・H ）
・
・ 　 （・・25）

　以 上 よ り，

ISB（・） 一 纂（t・H ）
・

　　　　　・ 1傷 ・（H
・

）・ 需岡
2 一讐 ・（［・… H ｝

・

）｝一
、1≒、

岡
・

　　　　　一 寡
上

・ （H
・

）一器 ・（［D ・・gHl
・

）・　 　 　 （・．26）

ビ ン BD の 区 間で リ
ーマ ン近似 を行 うと

，
ビ ン Bo に おけ る 漸近的な 工SB は 次式 とな る

，

　　　　1・B （BD ） 一 斑 ・・ （H
・

（・ ））…
一

凱 ノ
・ ［（蜘 H （坤 ・ ・ （327 ）

（3．27）をす べ て の ビ ン BD
，
D ∈ ΩD に つ い て 和 を とる と ISB を得る ．口

次 に ，fBD（x ）の 原 点に お ける分散 を求め る．

　補助定理 3．2 分散

　　　　　… ｛∫B 。 囮 ｝一 諾、、（・・
一・1・・9）・

。箭
丁

（・・
一

μ1μτ）・ ・ （・・28）

　証明 3．2　分散 を求め る ．

　　　　　　　… ｛絢 ｝− v ・・ ［a・ ・ 6fT　m ］

　　　　　　　　　　　　　− V ・・ ［・・］＋ V ・・ 園 ・ ・C ・v ［・・園 ・　 （… 9）

各項 に つ い て 計 算す るが
， 共分散項 は積分に よ っ て消去さ れ る た め

， 以 降 ， 略す と，

　　　　　　… 岡 一 V ・・［1｝咢デ」−

7・iEid
μ゜

言
μ鞄　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・ ）

　　　　… 國 一 V ・・［轟（  S1洞 一 轟 …
μ ・

−

f・μ！IT−x ・□ （・・31）

　定理 3．2　積分 分散

　 　 　 　 　 d 十 1
1Var　 ＝

　　　　　 nhd
’ （3．32）
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　　　　　　証明 3．2　各項 を展 開 し，BD 区間で 積分 する ．こ こ で μo， μ1，μ2 は A ．1 の 計算結果 を用

　　　　　 い る と，

　　　　　　　　　　　・…a ・・［・・
’
o］ 一

乱（読
μ

％ 一

。1・・（・冖 吭 ・・

　　　　　　　　　　　　　　　一 準 ・ （紛 　 　 　 　 闘

　　　　　μ2
一

μ1μr にお い て （A ．12 ）と （A ⊥ 3）よ り，μ2
一

μ 1μ『は μ2 が 主要項 となる の で

　　　　　　　　　　　　　　IV・・ 圃   、轟 1・
T
（・・

一
μ ・1・r）・c・d・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・

。轟μ
T
μ… 惚

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一 孕 ・、　 　 　 　 （・．34）

　　 　　 　 よ っ て

　　　　　　　　　　　・V ・・ 侮 （・））− IV ・ ・ （・・）＋ IV ・・ 岡 一
d

吉
1
∫（・）・　 （・・35）

　　　　　以 上 か ら区 間 Bp ヒの 積分分散 （IV）は

　　　　　　　　　　　　1・（・ ・ ） − fB。 V ・・（a・ ＋ al’
・

’
・ ）dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　
− f。

．

v ・・（…）　dx ＋L．

v ・・（・伽 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　一 （黜 ≒丹 1踊 涜、

1
／（・）

・h・
・ 　 （・・36）

　　　　　次 に全 区間上 で の ［V を求め るた め に
，

ビ ン の イン デ ッ クス ΩD （全ビ ン の イ ン デ ッ ク ス ）と

　　　　　お くと
， り

一
マ ン 積分 近似 を用 い る と

，

　　　　　　　　　　　　
・v 一 厳 （ノ（x））・一

惹ん嘘 （・ ））d・

　　　　　　　　　　　　　　 一 Σ lv （嗣
・hd

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 D ∈Ω D

　　　　　　　　　　　　　　一 萼測 ン剛 場 静 ・ G）・ 　 　 醐

　　　　　 を得る．囗

　　　　　　系 3．1 積分平 均 2 乗誤 差 （MISE ）

　　　　　 IV と ISB の 利 が MISE とな るの で ，

　　 　　 　 　　 　　 　　 MISE 　 ＝　 ISB 十 IV

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 工工
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　　　　　　 　　　　　　 　　　多次元 PDIynomial　Hist｛，gram

　　　　　　　　　　一 藁紳
・
＠）ゆ

一漏1剛 ・幽 睡

　　　　　　　　　　・ 鶉 ・ ・ （h6＋ 券）・

MISE の 主要 項 を最小 値 とす る ビ ン の 最適幅 h ＊

を求め る ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　h
＊

一 ［
d（d ＋ 1

　4Cin、
）

「
最適 な MISE は ゲ を ビ ン幅 に用 い るか ら

　　　　　　　　　MlsE
’ 一 評 ｛

d（d ＋ ］）
　4 ｝

表

（・＋1）融 ・

但 ・…
− 1響 ヂ黯

H ）
・・ あ ・定数で あ ・ ・

275

（3．38）

（3．39）

（3．40）

　こ の 結果 は
，
d 次元 2 次オ

ー
ダ

ーの カ ーネル 推定景 と同等な性能を持 つ こ とに注意する 。

3．3　d次元 2 次 Polynomial　Histogram

3．3．1　 定義

　d 次元 2 次 Polynomial 　Histogram を定義する ：

　　　　　　　　　　ノB 。 （x ） 一 α 。 ＋ α 、
T

・・ 樗
望
’
A 毋 ，　 x ∈ BD ，　 　 　 （3．41）

こ こ で BD ； ［
一
  告］

d
で 原点 に 中心 を もつ ビ ン とす る．ビ ン の イ ン デ ッ ク ス を D で 表わ

し，他の ビ ン に つ い て は ，例 えば，BD ’ に つ い て はそ の 中心 を tD ， ＝ （tP
’

；

…
≠2

’

）
T とお

くと
， 上記 モ デル で は

， x − tDt
， （x ∈ BD ・）と して 前 もっ て原 点 で ビ ン 中点 を もつ 区間

［一告， 參ドに シ フ トし， 局所 モ ーメ ン トを定 義す るこ とに注意す る． こ れ に よ っ て ，どの ビ ン

に お い て も中心化モ
ー

メ ン トを求め る こ とで
，
Bp 上 の 議論が 同様に成 り立 つ こ とに な る．

　（3．41）の パ ラメ ータ ： α o ，α 1 ： （d × 1），A ： （d × d）は ，0 次一2 次まで の 局所モ ー
メ ン ト

制約 を満たす よ うに決め る こ と とす る ．

　 ビ ン BD 上 の 局所モ ー
メ ン ト ：

　　　　　　　　　　嘩
一

・ … L．

　f（x ）　dm 一

μ・ 　 　 （3… ）

　　　　　　　　　　1 次モ
ー

・ … L．

　xf
’
（x ）　dx　＝

・・， 　 　 （・・43）

　　　　　　　　　　・次モ ー
メ ン ・ ・ 五沖 ・（助 一

・・ 　 　 醐

とす る ．推定方程式 は （3．42）一（3．44）を標本 モ
ー

メ ン トで 置 き換 えた 式 で与 え られ る．

　すなわ ち
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
’
rt

　　　　　　　
・撫 モ

ー
・ … S・

一

嬬 ・（・ m ・ B ・ ）一 ・
， 　 （・… ）
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　　　　　　・描 モ ー・ ・ ・ … 一 嬬 喞 ・ … ）・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　　　　嘸 本モ ー・ … s・
一

蔬 嚇 ・（・ ・ … ），

とお くと
，

　　　　　　　　　　　　　ん。

島 甸 砒 一 等

　　　　　　　　　　　　　ム〆 ・ ・ 励 一 …  

　　　　　　　　　　　ゐ回 伽 吻 一 … 咢・

に
〔cl
一
ユ

嬰
一2 ｝

で ある ．上 記の 方程式は 明示的な解 を もち ， 次の 解 をもつ
。

　命題 3．2

　　　　　　　　　　6，・
−

4

義ld÷ 轟÷ 加 S・ ，

　　　　　　　　　　・・
一 12， ÷ ・・ ，

　　　　　　　　　A − ｛∵灘∵1／
忽

計算の 詳細 は A ．2 に示す．

3．32 　　ilth 質

　d 次元 2 次 Polynornial　Hlstogram の 理 論的性質を示 す ．

　補助 定理 3．3 バ イア ス 点 x ∈ BD にお け る バ イ ア ス は 次 の とお りで ある

　　　　　　　・… ｛f． ． （x ）｝一 誰 嗣 ・）・ 釜堂 嘱 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 歪　　 　 　　 　　 　 　　 三≠ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　諳 ±党重耀 、賄 ・ ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t　 j　 k

　 証 明 3．3

（3．46）

（3．47）

（3．48）

（3．49）

（3，50）

上記の 推定方程式は 2 次モ
ー

メ ン トの 対称性 よ り ，
パ ラ メ

ー
タ数と モ

ー
メ ン ト制約数は 共

（3．51）

（3．52）

（3．53）

（3．5　Ll ）

・ ｛ノ・ 。 囮 ｝− E ［… 幽 ・ m7
’A ・ ］
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　　　　　　　− E ［飼 ・ ・［薯刺＋ E ［掴 ・ ・［毒洞 脚

期待値の 各項 を計算 （A ．3）し ， （3．55）に代 入 す る と ，

　　　　　・｛ノBD 囮 ｝一 ・・重姻 嚢 磁 ＋ 鬚虻 噛 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1　　　　　　　　 t＝1　　　　　　　　　　 z≠．」

　　　　　　　　　　　　・ 1±か舳 ＋ ・ （h4）， 　 　 （・．56）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i　 ゴ

を得る ．推 定式 fBD（m ）の バ イア ス を導 くと
，

　　　・… ｛fB。 （・ ）｝

十

十

定理 3．3　積 分 2 乗バ イ ア ス （ISB ）

・・B −

1。1二。。党R （傭
　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

証明 3。3　バ イ ア ス の 2 乗 を，区間 ．Bo ； ［
hh

］
d

で 積分する ．

IS・（・ D ） − 1・・

乱B …
2d

・

　　　　　一 ∫… 乱（礁帰 貌斗莇

　　　　　一 譚孝‡一 の
2

偽

　　　　　一 砿 ｛（瓢 臨
　　 i＝1 ）

2

憐 斗砺

・｛fB． （X ）｝一
∫・ 、 ， ＠）

（∫ 雲琉 罎磁 ・ 鑑）学蜘

鉾‡瞞 ）
一

（！・雲瞭 鉾卓蟻

緯＃賊 蜘 ）・ ・ （め

餐党晦 ＋ 蛋重）ち・Cifi
」、

　 i＝1　　　　　　　
’i≠ゴ

1虻 ±脚 縣 ＋ ・ （・
・

）．□ 　 　 （・．・・）
　 i　 ゴ　 k

　　，謡。萱 R （砺 ）・
、鵡、尅 党R （姻 ．（358 ）

　 　 　 　 　 i≠ゴ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ifj≠k

　 　 　 　 　 　 　 　 2 ・2

2

ー
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　　　　　　・ （離 一 の
2

　　　　　　　　 1、2d 　 h，2dd 　 　 h2d 　 ld
　 　 　 　 　 　 十 　 2 −
　 　 　 　 　 　 　 　 4〔〕　　　　　　　24　　　　　　　　　　　　　40　　　　　　　6
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゼニに　 　 　 　 jfk： 　 　 　 　 　 　 t− L　 　 　 ゴ

　　　　　　
ー

鎚シ・ 譚牟尊一 嫌 ・・ ｝・

る と
， 結果 を得 る ．口

　推定式 の 分散 を求め る ．

　定 理 3．4　積分分 散 （IV ）

　　　　　　　　　　　　　　 IV − （d ＋ 1）（d ＋ 2）
．

　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 2〜nhd

　 証 明 3．4

Var｛副 一 一 1・ ＋雲山 一 書幅 殍
・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　　 　　 　　 　　 　　 　　 d　　 ti

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1　　 　 　　 　　 　 　 i≠．ゴ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　　 d　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　 d

　 　 　 　 　 　 　 十

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i≠ゴ　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　　 　 げ ゴ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 fl　　 d　　 d　　 d　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 d

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＜ i≠」＞f ＜ κ≠π＞ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i− 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　 　　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　　 　 d

　　　　　　　 ＋ 2Σ C ・v ［輌 麟 ］＋ 2Σ C ・・［＆・，幅 岡
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 げ ゴ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　 　 d　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 d　　 d　　 d

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i　 j　　　 　　　　 　　　 　　　　 　 i　 　 ゴ邦

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　　 d　　 d

　　　　　　　　＋ 2ΣΣΣC ・v ［
へ　　　 2　 ＾

α 2毫オニじ歪．， α 2ゴk
・：‘ゴユ了k］・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i　　 j’／le

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　 　　 　　　 　　 　　 　　 d

… ｛fBD（x ）｝　 ・；

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ’i− L　 　　 　　 　　 　　 　　 i− ］

Σ！r・　、f・，・．・．一 ΣΣ冫じ
ゴん欣

一2一 Σ 脇 ノ頒
一Σ⊃Σ⊃Σ冫ら 跏 諺 ・ノ函・

d

k

d

i

〔3．59）

（3．59）の 各項 の 計算 は
，
A ．5 に記 す．全区 間で の ISB を求 め る ため に リーマ ン 近似 を用 い

（3．60）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一 ］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　 V ・・［a・・］＋ Σ V ・・［娘 ・1＋ ΣΣC ・・［d幽 ・a・翻 ＋Σ V ・・［幅 ・1］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 毫一1

　　ΣΣC ・・ ［幅 ・ 1砺 鰐】＋ Σ ΣV ・・［幅 曙 ゴ1

＋ ΣΣΣΣC 。・ ［a・・j… X
・，
a・・ … η ］＋ 2Σ C ・v ［e・・，

・・te1・ix ・i］

　　　　　　　＋ 2 ΣΣ C ・v ［d 耳 ユ蒐，
6ピ2フ．．j　．a考］＋ 2ΣΣΣ二Cov ［α1iari，

a2
」
−
k ：1；

ゴ
tVk］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．61）

こ の とき，積分 す る と消 去で きる項 を 除 くと，残 る成分 は次の 項で あ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　　 d

　　　　　　　　　　Var同 ＋ Σ Va ・［α
’
li灘i］＋ Σ V ・・［a圃 ＋ ΣΣV ・・ ［a … 矧

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i，≠．i
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　　（t　　　　　　　　　　　　　　　　　　 d

　　　　　　　　　　　　　　＋ ΣΣC・v ［蝋 掴 が 1］＋ 2Σ C・・［輌 麟 ］・　 　 （3・62）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 げ ゴ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z −1

　　　　　 （3．62）式 の 各項 をそ れぞれ計算す る．詳細 は A ．4 を参照せ よ．

　　　　　　 点 x におけ る fBDの 分 散は次 の とお りで ある
， 但 しキ要 項の み を表記 して い る．

　　　　　　　呻 ・ 。 （・ ）｝一 ≒
5

難 ・ 黔留Σ姥
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7t

　　　　　　　　　　　　　　　＋
1

黔1）Σ ・i＋ 鍔諤ΣΣ媛・1一畿碧Σ曜・ （3・63）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i　 　 　 　 　 　 　 　 　 ifj 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 貳

　　　　　 以 上 を ま とめ る と
， 区間 Bo 上 の 積分 分散 の 主要項 は次の とお りで ある．

　　　　　　　　　　　　lV （B ・ ） 一 （禦 ＋ ・÷ ・ ＋

d2

許 萼）撃
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d 十 1）（d −！ 2）f（0）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．64）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2　 　 　 　 n

　　　　　 リー
マ ン 近似 を用い て ，全 区間で の 積分分散 を求める と，

　　　　　　　　　　　　　　　　・V 一 ＋ ！1／；9（d ＋ 2）

論々 （卿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （d 一ト 1）（el十 2）　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．65）
　　　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　 2　　　 nhd

’

　　　　　 を得 る．口

　　　　　　 系 3．2 積分 平均 2 乗誤 差 MISE

　　　　　 （3．58）と （3．60）カ、 ら

　　　　 　　 MISE 　 ＝　 ISB 十 IV

　　　　　　　　　　− ［10譱00Σ
R （f・”

　 　　 　　 　　i

）・ 覗 昇
・（嗣 ・ 起 渠斧

・悔 ）］が
　　　　　　　　　　・

（d ＋

器
＋ 2）

・　 　 　 　 　 　 （・．66）

　　　　　 を得 る．

　　　　　　 MISE の 最小 値 と なる最適 な ビ ン幅 ゲ を求め る と，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゲ ー ［
dg／g−IS25ild ＋

2i．1，（｛＋ 2）

］
嵩

・ 　 　 （3・67）

　　　　　但 ・ ・ 一蕭 鞠 ・ 競 昇
・C砺 ）・ 起 羃厂喇 で

・

　　　　　w ）− ／（f’

（・ ））
2
　d・ を表わ す … す ・ ・
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　ゲ の と き ， 最小 MISE
＊

を得る の で ，

　　　　　　MIS … 訴 ・｛
d（E’・：−igs！

＋ i）
，

（d ＋ 2）

｝
赤

・（・＋
・油 　（・ ・8）

d 次元 2 次 PH 推 定値 は ，3次 オーダー
カ

ーネ ル 相当量の 推定精度を もち ，
　 d 次元 2 次 カ ー

ネル の 擬 鞭 ・ （・
一

司 よ りも融 ・ ・ る・多次元の ・次 オ
ーダー

か ネル関数が現在

の とこ ろ知 られ て い な い た め ，こ こ で提案 した推定 量 は
， 多次 元で は現 在 の と こ ろ 理論上

最 も優れて い る ．

4． 数値実 験

数値実験 を通 して ，多次元 PII の 有効性 を示す．木章で は 2 次元 PII に よ る シ ミ ュ レ ー

シ ョ ン を行 っ た ．

4．1　 異 なる モ ーメ ン ト次数 に よ る推定

　2次元 PH 推定 におい て モ ーメ ン ト次 数 アη コ 0
，
1

，
2

，
3 の 場合に つ い て ，推定値 を図示 し

た ，シ ミ ュ レ ー シ ョ ン デ
ー

タ は混合正規分布

一 （（∵）・（i2））・ … Ar（（：）・（；1
’

））
か ら発生 させ た n ＝ 200

，
000 個の デ ー タ に 基づ い て 推定を行 っ た ．比 較の た め 分割数は

5 × 5 とし
， ［

− 4
，
4］× ［

− 4
，
4］を推定する全区間 とする ．上 記の 表現は

，
4 ；1 の 割合で 2 つ の

正 規分 布 を混合 した分布 を意味する こ とに注 意す る．

　図 3 は 上 か ら真の 関数 ，
0−3 次の PH 推定値で あ り， 左 は 2 次元 グ ラ フ

， 右は 等高線図

で あ る ．モ
ー

メ ン トの 次数が 増す に つ れ て推定値が 真の 分布へ 近づ く様子が 見 られ，漸近

的な性 質を支持す る結果 とな っ た．

　 ヒ記の 議論 は視覚的 な結果の ため，次 に MISE に基づ く数値比較 を行 う．図 4 は
， 図 3

で 用 い た デ
ータ を用 い て ビ ン の 幅 の 変化 に伴 うMISE の 挙動 を示 した もの で あ る．モ

ー
メ

ン ト次数 は 1 次 ， 2 次 ， 3次の PH 推定 によ る M ］SE で ある，結果か ら最適な ビ ン 幅が 推定

可 能で ある こ と，モ
ー

メ ン ト次数が 上が る に つ れて ，最適 ビ ン 幅 は広 が る こ と，また ，モ ー

メ ン ト次数が Lが る に つ れて ， 最適 な MISE は ， 小 さ くなる こ とが分 か る ．こ れは 3．章の

PII の 性 質で 理論上 述 べ て きた こ と を数値実験の 結果 は，支持 して い る こ とが 分か る．こ

の 点 は重要 で あ る ．なぜ な らば，漸近論の 結果 と有 限サ ン プル で の 数値 実験結 果が 異 な る

例 は， しば しば起 こ るか ら で ある．

4．2　 計 算時 間

　こ れまで の 議論 か ら
， 理論的に も，数値実験か らも多次元 PII 推定が 良い 結果 を与える

こ とは確認で きた． ビ ン 型推定 の 長 所 は デ ータ数 に比べ て ビ ン 数は極 め て 少な い こ とか ら
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図 32 次元混 合正 規 分 布か らの 乱 数 ＠ ＝200，000）に 基 づ く 2 次元 PII 推定 （上 か ら，真の 関数，2 次元 ヒ ス ト

グ ラム （0 次 PH ），1，2，3 次 PH の グ ラ フ と等高線 図）
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大規 模デ
ー

タにお い て計算負荷 を軽減で きる点で あ る．他 方，各ビ ン 毎の デ
ー

タの 集計 ，

指定 され た次 数まで の モ
ー

メ ン トの計算が 付加的 に必要で ある ．

　こ こ で は い ろ い ろ な分 布 （5 種類 ）に つ い て ，モ ーメ ン ト次数を 1
，
2

，
3 次 と した 時の 推定

に必要な計算時間を比 較 した．図 5 か ら， どの 分布 に対 して も概 ね ，
モ

ー
メ ン ト次数が ．ヒ

が る に つ れて ， 計 算時 間 は 短 くな る傾 向を もつ ．こ れは モ
ーメ ン ト次数が 上 が る と，最適

ビ ン 幅が 広が り，
ビン 数は 減る こ とに な る ．モ

ー
メ ン トの 計算の コ ス トよ りも

，
ビ ン 数の

減少 に伴 う トータ ル の 計算時間は 少な くな る こ とを示 して い る ．結果 として モ ー
メ ン ト次

数 が上が る程 ， 推定精 度 と ともに計算時間 も短縮 され る ．

4．3　 実デ ータの 例

　01d　Faithful間欠泉デ
ー

タ （Bishop （20〔〕6））と して 知 られ た 272件の デ
ー

タ に基 い て 2

次元 PH 推定を行 う．図 6 は，横軸は問欠泉の 連続 した噴出継続時間 （分）， 縦軸は次の 間

欠泉噴出 まで の 時間間隔 （分）の 2次元 デ
ー

タ に基 く散布図 とそ の 推定値を等高線で 示 し

た グラ フ で あ る． こ の デー タは多 くの 密度推 定 の 例 と して取 り上 げ られ て お り ，
1 次元 解

析で は Scott（1992）が累積分布 の 推定 ， 2 次元解析 で は Bishop （2〔〕06）が二 つ の 正 規分布

の 混合分布を用 い て い る ．上記の 結果 で 2 峰型の 特徴が 示唆 され て い る ．こ こ で 提案 した

2 次元 PH で は
，
9 × 11 分割 した ビ ン毎 に グル

ー ピン グ した デ
ー

タ とその モ
ー

メ ン トに基

い た 推定結果 で ある が
，

2 峰型の 特徴 を捉 えて い る ． しか し
， 非常 に少な い サ ン プル 数 へ

の 適用の ため分割数 も少 な く荒 い 推定値 とな っ た．

5．　 考察 と展望

5，1　 次元 とデ
ー

タ数 とビン数

　次元 とデ
ー

タ数及 び ビ ン 数 との 関係 に つ い て述 べ る ．Silverman（1986 ），
　Scott（1992）で

は ，推定精度 （MSE ）を一
定 と し

， 次元 を上 げた とき
， それ に必要なデ

ー
タ数を示 して い

る．Si］verman の 計算 に よる と 1次元で n ＝ 4 の とき，同 じ MSE を保 つ た め に 2 次元 で は

n 　・＝ 　19
，
3 次元 で は ’

rL　＝　67 ， 7次元で は n − 10700，10次元で は n 　＝　s42000の デ
ー

タが 必

要 とな る．こ の 議論 は多次元 の 次元 の 呪い を防 ぐた めに必 要 なデ
ータ数を見積 も っ て い る．

・次元 ・H の 髄 な ・ ・ 幅は
・

・次 ・H （・次元 ・ ス トグ ・ ム ）の と き h ＊ 一 ・ （・
一

り・・

次 ・H の と 紐 一 ・ （・
一

り・ ・次 ・H の とき h＊ 一 ・ （・
一

りと モ
ー

・ ・ ト次数 を増加 さ

せ る こ とは ビ ン 幅を広げ る
， す なわ ちビ ン 数減 らす こ とに対応 する ．具体的 に示す と

，
ビ

ン の 数 を ？η とお くと 2次元の 場合，m 仄 ん
一d

に比例 す る か ら
， 0 次 PH で は ビ ン 数 最 ，1

次 PH で は ビ ン 数 漉
，
2 次 PH で は ビ ン 数 nS に比例す る． こ れ は多次元 で次 元 ctと と も

に指数的 に増 加す る ビ ン 数 こ れ に伴 う次元 の 呪い の 問題 を軽 減 で きる可能性 を もつ ．
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図 6 　 01d　Fithfu1 間欠泉 の 2 次元 PH 推定結果

6

5．2　バ ン ド幅 （ビン幅） と多次元化

　カ
ーネル密度推定で は単

・
の バ ン ド幅パ ラ メ

ー
タ h，の み で 多次元 カ ーネル を構成す る の が

単純で
一

般的で ある ，例 えば Fukumaga （1972）で は多次元正 規 カ
ー

ネル
，
K （x ）〜 N （0 ，

　hΣ〕）

な る カ
ー

ネル を考 え，Σ は標本分散行列 で置 き換え る ア イデ ィ アで ある ，こ れは
， 多変量

正 規 カ
ーネ ル を仮定 し

， 問題 となる バ ン ド幅行列 （共分散行列）の 構成 をデ ータ に基 づ い て

決め るこ と，多次元デ
ー

タ を標準化 して推定を行 うもの で ，超楕円形の 多次元 カ
ー ネル を

球状化 して 推定 を行 う，先見的な もの で あ る．

　他 に積型 カ
ーネル な ども共通 なバ ン ド幅パ ラ メ ー

タ ん を選ぶ 問題 に帰着さ れ ，こ の h，を

CV （Cross−Vaiidation）法 あ る い は Plug −in 法 で 推 定 して い る （〜磁 nd 　and 　Jones （1994 ））．

PH 法の ビ ン幅 も同様 な CV ，　 Plug −in法が適用可能で ある ．、砺 nd （1997）は 1 次元 で は あ

る が
， 計算 コ ス トを考 えて

，
ビ ン 化 したデ

ー
タで ビ ン 幅を推定す る Plug−in 法 を提 案 した．

5．3 　多次元化 に よ っ て生 じる問題

　1次元 で は，理論 的 に整備 され た ノ ン パ ラ メ トリ ッ クな密度推定 の 研 究 は多次元 へ 拡張

す る場 合に新 た な問題 が 生 じる ．本節 は こ の 問題点 を指摘 し，整理 し て お く．

1）次元が 上 が る と，推定精度が低下 する ため，追加的な情報を旨 く利用 して ，精度 の 低
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一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

　　　　　　　　　　　　多次元 Pdynomial 　Histograrn　　　　　　　　　　　　　　 285

下 を軽滅す る こ とが重要で あ り， 多次元 PH は付加的なモ ー
メ ン ト情報を利用 した

…

つ の 試みで あ る．

2）本質的に は
， 次元が上 が る とともに次元 の 呪い に と らわ れ ない よ うな デ

ー
タ量が 必要

　 で あ る ．デ
ー

タ マ イ ニ ン グ等 で扱 われ る よ うな大規模 デ
ー

タ の 収集が 可能 な分野で

　 は
， 高 い 次元で の 解析 もチ ャ レ ン ジ ン グ で あろ う．

3）しか し， データ数が 追加で きな い 場合，デ
ー

タ の変数が多 く，次元の 呪い 等の データ

　 の 過 疎 性 に よ っ て満足 な推定結果が 得 られ な い こ とが あ る ．そ の と きに は 屯成分分

　 析か 射影追跡法の ような低 い 次元ヘ デ
ー

タ を変換する次元縮約 をして，密度推定 を行

　 うこ とが 良い と思 わ れ る （Jones　and 　Sibsen（1987））．

4）境界バ イア ス の 問題 は
， 分布の 裾付近に 関心が ある場合 ， 気をつ ける 点で ある が

， 多

　 次元 の 場 合 ，
こ の 問題 は よ り影響が 大 きくなる．従 っ て境界バ イア ス 補正が重 要とな

　 る．1次元 の こ の 補正 の 方法は 多次元 で も同様 に展開可能で ある ，

5．2 節で述 べ たバ ン ド（ある い は ビ ン ）幅推定の 問題 は
，
1 次元で は CV 法 ，

　Plug−in法が 良 く

利用 されて い る 。低次元 で も理論上 及び 比較研 究で
，
P！ug −in法が 優れ て い る こ とが 知られ

て い る． しか しなが ら ， 低次元で は優位で あっ た Phug−ill法が 高次元 に なる と
，
　 CV 法の 方

が理論」二優位 とな る逆転現象が 起 こ る． この 現象は数値実験で の 比較研究が されて い な い

た め
， 実際の 影響は 明 らかで は ない が ， 注意 を要す る （WJand　ancl 　Jones （1995），　 Simon（）ff

（1998 ））．

5．4　 今後の 展望

　多次元 デ ータ にお い て
，

パ ラメ トリ ッ ク な密度関数の 構成が で きな い 場合の 代替案 と し

て
，

も しくは よ り積極的に ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク なア プ ロ
ー

チ が有効 とな る応用分野 が考え

られ る ．

　非線形及び多次元の 判別分析で は，多次元 PH あ る い は多次元 カ ーネル 密度関数の 利用が

考 えられ る ．大規 模 デ
ー

タ に 基づ く判別 で は SVM （Support　Vector　Macllille）の 計算 コ ス

トに比 べ て
，

ノ ン パ ラ メ トリ ッ クな方 法は よ り効率的で あ り， 判別 曲線 の 統計 的性質を調 べ

る こ とも可能で ある．こ れ は SVM に比 べ て 優i位 な点で ある ．我々 は こ の 方向で 現 在， 検討

を進 めて い る ，ノ ン パ ラ メ 1・リ ッ ク な方法 はデ
ー

タ へ の 追従性が 高 く，Good 　and 　Gaskin

（1972 ）で 扱 わ れ た buHlp 　hunting の 問 題 へ の 応用 が有望 と思 われ る．　 Mi 皿 otte 　alld 　Sc〔｝tt

（1993）で は ，ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク推定 した あ との モ
ー

ドの 挙動 を調 べ る Inode 　tree を提案

して い るが ， 適用 分野 は広 い ．こ の 他 に ノ ン パ ラメ トリ ッ ク な ア プ ロ
ー

チ が応 用で きる分

野 と して Silvcrrnan（1986）や Simolloff （1998 ）で は ク ラ ス タ
ー
分析 ， 多峰性へ の 検定，平

滑化 ブ ー トス トラ ッ プ，生存時間解析 ，射影追跡 を挙げて い る ．
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　d 次元 Pllの
一

般次数 （p 次モ
ー

メ ン ト）に基づ く推定の 理 論は
，

い くつ か の 間題 が未解

決 で あ る ． 1 次元 PH （Sagae　and 　Scott（1997 ））で は
一

般次数で の 漸近特性 の 導出に 成功

して い るが，単純 に多次元 化で きない ため，今後の 検 討課題で あ る．一
方で ，多次元 カ

ー

ネル の 研 究動向は
，
2 次オーダーカ ーネル （例 えば

， 積型 正規 カ ーネル
， Fukunaga の 多次

元 正 規カ ーネル ）の ク ラ ス に対 する バ ン ド幅推定問題 の 研究が進ん で い る ．前述の よ うに

CV 法 ，
　 Plug −h1法 に基づ くバ ン ド幅推定 が 中心で ある ．しか し ， 次元 の 増 加に伴 う推定 精

度 の 低 下 を防 ぐた め に 高次 オーダー特 性 を もつ 多次元 カ ーネル 関 数の 構成 法及 び
， 大規 模

デ
ー

タ へ の 効率的な推定 ア ル ゴ リズ ム の 開発が 望 まれ る．
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を用い た．

A ．2　推定方程 式 を解 く

　　　　　　　　　　A −・・　 乱島 ＠）・一 際

　　　　　　　　　　A −・・ ん幽 ・ψ 一 挈・・ ，

　　　　　　　　　　A −・・　 乱竊 （卿 一   ・・痂

　　　　　　　　　　A −・・ ん。

擁 （繭 ÷ ・ゆ

　 A．−1：左辺 を
．
計算する と

，

躯 ＠・d・ 一 睡 ・書一 躯 ・鳶か→惚

　　　　　　　　　　一 晦 麗 一 挈． 　 　 （・… 1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝l

　 A −2 ：左辺 を計算する と

乱卿 ）d・ 一 レ c・雲一 書嘱 ・毒函殉伽

　　　　　　　　　　　塩｛：・；ialv ・ 幽 機 蕩鰍 ）・ 晦 ・纔崛 ）

　　　　　　　　　嘱 嘉墾轟 ・縷か 鞠 ・磽劇鋼 ｝dx
　　　　　　　　　−
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α 1、 ．
IL・・S・1　i．　 　 　 　 　 　 （A ．、。）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1．2　 　 　 　 Tl．

　 A −3：左辺 を計算する と

乱塩 融 一 繕 ←・シ幽 ・薯崛 嘗か→鷹

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

　　 　　 　 288　　　　　　　　　　　　　 円 本統計学会誌　　第39巻 第2号 201〔〕

　　　　　　　　　　　　　　　
一 項噺 ・ 晦 ・纔峨 ）嘱 瞬 考書崛 ）

　　　　　　　　　　　　　　　・ 唾包シ憩 ・纏詐唾 ・褸》職 ）｝d・

　　　　　　　　　　　　　　　一

ん1；
’

鰍

1

餐14蜘 睾外，“

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴガ

　　　　　　　　　　　　　　　ー   α 。＋ 窗・ パ 慧 ・ 踊
一

γ

箒縣 ． 　 （・．2．・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

．i−1

　　　　　　 ただ し，

　　　　　　　　　　袈謳 ・ 霊象噺
一 （

1　 　 1

180
十

／22）・〜 ・ 霊書噺

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一 需・ 、一麗 ・ 2ii，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
・i＝．1

　　　　　 で あ る．下記 の 式で t：≠．i≠ k は
， 肩 孟 い ずれ も等 し くな い もの に対 し て和 を定義 して い

　　　　　　る．同様に 」≠ k， ＝ 乞は
， σ ＝ k）か つ d，≠ゴで ある ．く ん ≠ど〉 ≠〈 ¢ ≠」〉 は た と Zに 関

　　　　　 する和 に お い て ，k ≠ tで あ り，他 の イン デ ッ クス ω≠の なる i と」と も k
，
1は等 し くな

　　　　　 い こ とを意味す る ．

　　　　　　 A −4：ゴ≠」なる 砿の成分に つ い て ，

ん回 ・
・ （麟

＋

＝

＋

＋

＋

＋

！b。 鞠《鰍 暮一

薯・麟 ・均か一 →d・

乱｛
　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 d

・ 縄 、・ ・｝＋ （・驫 α 1淑 ・・1α 1ゴ＋ 紬 Σ ・ ・k・・：k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〈 酵 ゴ〉 ≠k

）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

＠賜 α 2・排 規 嫁α ・ガ ＋ 耀 ゴ Σ　α 蹴 履）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 酵 く 乞力 ＞

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　 d

｛　（媛鰐α ・、J ＋ 測駕 α 2、
珪 記飾コ ΣΣ　α ・ilMt

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 〈 疏＝i＞ ≠＜ フ≠1＞

　 　 　 　 rl 　 　ぜ　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　 d　 d

諺賜 　ΣΣ　α 蜘 蹴 ＋ 銑 考　Σ Σ 　α ・j・Xl

　 　 ＜ 1＝・i＞ ≠〈 kプゴ〉 　　　　　　　　　〈 κ一．ゴ〉 ≠＜ 1≠f＞

醜 蠹嘉濳
一 鞠 譲も蜘 描 ）｝｝

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 多次元 Polynomi 諏 Histograln　　　　　　　　　　　　　　　 289

　　　　　　　　　　　　　　　　　一 囓隔 ＋ 鯛 2 骭好 夥 、． 　 （A ．・．・）

　　　　　　　（A2 ．1）と （A2 ．3）か ら ＠の成分 に つ い て
，

　　　　　　　　　咢俵苧 鷺 瞬・ 艶 ・ 1罎 一 耨

　　　　　　　　　　　　　　讐
一

鷺 一 气1誨 鷺 一 夥

　　　　　　　　　・ 幅 一諾夥
一羨挈・　 　 　 　 （蜘

　　　　　 最後 に

　　　　　　　　　　　　　c… 一 虚｛  鵠
2

£ （1黒挈砺 轟
・

 
　 　　 　　 　　 　　 言＝1

）｝
　　　　　　　　　　　　　　　頑 挈・ 黔 一景熱 ）
　　　　　　　　　　　　　　　・ 砺

4

義響 一轟竍 娠 ． 　 　 （燗
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝・］

　　　　　 A ．3　 期待値の 導出

　　　　　　　恥 ］ −

4

纛ld・ ［
rl・D7

｝］
一寵 ・ ［夥 ］

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乞＝1

　　　　　　　　　　　−
4

誹 一轟重伽

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
’i＝1

　　　　　　　　　　　
一 新 ・・ 塾 ・ ・ （hd

＋4
））

　　　　　　　　　　　
一 轟書（辱12・・

、1
♂

蓋茜
尸ld畫、±海 ＋ 曜

＋・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝【

））
　　　　　　　　　　　

一 傷彎 ）・・ 櫁 一
，  一

、1監）慱隔 ・ （・，
4
）

　　　　　　　　　　　
− f＋ 0 （h4）・　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （A ．3，1）

　　　　　　　　　・ ［掴 》 蕎 ［糾 シ瀞

　　　　　　　　　　　　　　　　
一 溝 傷 ・ 謀訴 ・諜塾 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

290

　　　　　　　一 豈ΣΣ躍 砺 ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　
’if，j

A ．4 　 ISB の き　　

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

噸 麟
一
煩 ・縞 シ加 ）・・

　　　　一 齢乱シ伽 ・ 一繋釜
2

書！姦

　　　　一 諾 、重鑑 ．

　 　 　 　 　 　 　 i一上

・ （359 ）式・ 一 乱随払 ） 

　　　　一 舞ん
。

±）螽党重噛 ，噛 ・d・

　　　　一 凱 （
i≠．ブ　 　 κ≠l

d　　d　　　　　　　 d 　　d　　d

Σ Σ屑島 ＋ ΣΣΣ郡 ユ漁
le＝ぼ≠．ゴ＝ご　　　　　 k＝が ゴ≠♂ ）d・

　 　 　 　 　 日イi統言†学 会言，志　　　　第39巻　　第2号　　20ユ0

　　　　
一 薯聯 瑞薯醸 ＋ 瘁 ・・砺 　 （・… 2）

・［書嘱 トシ・11舞 臨 一
，葺、割

　 　 　 　 　 　 d

　　　　塔 媛（
180　　　　 15

んd＋・鰯
一

ん
d− ・μ・）

　　　　
一 嘉橿 （鵠

2

・・
，竺

1

翫ん ＋
，讐

旨

1、愛／・t）

　　　　
一 盖（hdf ＋ 寄塩

　 　 　 　 　 　 　 i− 1

）｝
　　　　

一 シ（接／・lf，， ・1シーR5f− 1書ん）
　 　 　 　 　 　 d

　　　　 − 1Σ驫 ・　 　 　 　 　 （・．・．・）
　 　 　 　 　 　 i≡ユ

・［毒≠卿 ・］一 卑≠一 燕 一
一 毒≠一 轟 需ん

　 　 　 　 　 　 　 d　　d

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （A ．3．4）

（A ．4．1）

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

　 　 　 　 　 　 　 　 多次元 Polynomial　Histogram 　　　　　　　　　　　　　　　 291

　　　−
、鍔、党党齢 轟 尅 愛砺 ゐ毓 ． 　 （・．42 ）

　 　 　 　 　 　 　 i≠ゴ　　　　　　　　　　　　 iiiゴfk，ifiC

一 式・ 一 喉 尊一 ） 

　　　　凱 。 ｛
　 d　　　　　　　　　　　　　 d　　 d　　　　　　　　　　　　d　　 　

・諺 Σ 塩 ＋ （9 ・嗣 ΣΣ島 ＋ 6 ・頑 1ΣΣ煽 隔
　

’i＝l　　　　　　　　　　　　　 i≠ゴ　　　　　　　　　　　　　　 i，≠ゴ
）

　　　・ （
　 　 　 d　　 d　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　 ぜ　　d　　d

9 ・鰐嬾 ΣΣΣ隔 隔 ＋ 6 ・xll嬾 ΣΣΣ磁
　 　 　 i，≠ゴ≠師 ≠k 　　 　 　　 　　 　 　　 　 　　 i≠ゴ≠編 ≠k

）｝d・

　　 一

、轟、重塩 ＋
361筈1，。歯£島 ＋

366監
6

、£ £ 鯖 ，

　 　 　 　 　 　 に ユ　 　　 　 　　 　 　　 　　 ilゴ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
’ifj

　　　　・器 党重±撫 ＋ 器 重愛党磁 ． 　 （・・，3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i≠．7≠k，i≠k　 　 　 　 　 　 i≠コ≠h

，
i7≦k

　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　 　 　 　 　 　 　 d　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

° 脚 ）嫐 項 ：

燭r嘩 跳

　　　  護・嶋 黔
鰰

　　　一
、。1監≒2虻 鯆 、

． 　 　 　 （A ．・．・）
　 　 　 　 　 　 　 　 i≠．ゴ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　 d　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　　 　

・ 脚 ）式嘛 駄
一・礁噛 1写蹄 一 顧

　　　　　　
一 一詳、乱｛シ轍 薯騙

　　　　　　・ ・毒シ蜘 ＋季 軸 ｝・・

　　　　　　一 一凱 （シ・翫・ ・讐 隔

　　　　　　・ 薯》撫 隰 ）d・

　　　　　　一 一

凱 （
d 　 　 　 　 　 　 d 　 d

Σ酵塩 ＋ 3ΣΣ姥ゆ ・鵡 、

i−⊥ 　 　 　 　 　
’ifゴ ）dx

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

292　　　　　　　　　　　　　日本統計 学会誌　　第39巻 第2 弓
『2010

　　　　　　　− 一
、ξ

1

誓
＋

1。畆 一着崙 愛 ん 、ん ， （・．4．・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 を一1　　　　　　　　　　 話≠ゴ

・ （・・；09 ）　」”
“
・ 第六 項 ・f。 ．

　
一・窪き砺 詑±愛一 鰰

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 多≠ブ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k　　 〜　　 7η ．

　　　
一 一

、／k． ｛孚 砺 （書輛

　　　・ ・均》鰍 ＋弊 鞠 ｝dm

　　　
一 銑 礁 塾 儲 ・毒幽赫 ＋翻 糲

　　　　・ ・毒翕》齢 ・慧期齢 ）dx

　　　
− 一錯礁 ⇒馮 ・ ・撃 鵝 ・漉 1瑞

　　　　・ ・瓢期議 ・惑》翫 癖

　　　
一 銑 嫉 》馮 ・ ・毒》鶚

　　　・ 導漸襯 偏 ）d・

　　　一 一羔 。虻 鳩 ÷ ぎ1誕 畆 、

　 　 　 　 　 　 　 　 げゴ　　 　 　　 　 　　 　 　　 　　 　 ifゴ

　　　ー 螽1誓id差、 重£ ん伽 ．

　 　 　 　 　 　 　 z≠ゴ≠k，巨≠た

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （A ．4．6）

よ っ て （3，59）式は，以 下 の 通 り書 き換え る こ とが 出来る ．

・SB （・） 一
、譜，齢 ・

、轟 赱圭塩 ・
，睾讐，虻 圭砺 隰

　 　 　 　 　 　 　 i− 1　 　　 　 　　 　 　　 げ ゴ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 iZ ＃ h，ilk

　　　 ・
、瓢、£ ・搬＋

3濫1、。党オ璃、
＋

3611壽1、2愛 鯖 ，

　 　 　 　 　 　 　 i＝・1　　　　　　　　　　　　　　　 をデゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　if，j

　　　 ・ 轟 ，赱）鋭 砺 婦 鑑1、）墨 圭塩
　 　 　 　 　 　 　 i≠jヲ

≦iC，iデk　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 証≠コ≠艦‘≠Ar

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

　　 　　　　　　 多次元 Pel｝・nOmial 　Ilistogram

・
、。鰐≒2愛 齲 、

　 　 　 　 　 　 　 　 ifゴ

、、ll農。書／嘉一諾 篶≠葹 ・ゴゴ

，鐫 。真≠ん 莇 一講 毒≠罵・

　　翕1綿 ， 党渉 漁
　 　 　 　 　 　 　

’i≠．i≠fO：i71ib

　　l崙。）鼓 ＋1論）も）蠕 ・ 篇±±）ち旅
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t≠」≠丸琶≠k　 　 　 　 　 i＝l　　　　　　　 i≠ゴ

293

（A ．4．7）

A ．5　 分散の 計算

var圃 ＝

十

十

x・
’
ar ［

4

耘粤 轟 書顎 1
（
4

毳1り
2V

・・ ［
71

デ］・ （調
2

書瓶 ［挈臨 ］

（調
2

）≒≠伽 ［夥 ，夥 ］

24鵠寵 ・・v ［讐 ・司
　 　 　 　 　 　 i＝⊥

（4 十 5d

／6h2d
）
2

μ・

朞
・a

・
，，，｝：ll，，？，；，、 ±’鰯

≠
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 に エ

轟並 師

≒孕
鰯 L ・（

濃
・5

　 　 　 　i≠ゴ

d

Σ
μ2

学 攣 （・… ）
’i＝1

Var（ae）の 主要項 の み整埋 して ，　AVar （ao）とす る と
，

AVar ［δ。1 駕

十

＝

十

（4 十 5d16h2d）
2

讐・ 蒜、£ ・

響
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ’i＝1

轟£ £ ・

咢｝
，L2 （

雛篶
15

蛭
　 　 　

’i≠ゴ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

（4

、講弊 ・ 轟蝶
∫

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ’i三1

誕、圭蝶 ノー等 饕
15

蝶
∫

　 　 　 li≠ゴ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 齢 1

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal

　　　　　　　　294

同様 に ，

Sooiety

　　　　　　　　　　　　　 11本 統 計学 会誌　　第39巻 第2号 2010

　　　　− （
16＋ 4〔1毛＋ 25卑 1沼＋

152

阻

　　　　　　　4 ＋ 5d ！

　　　　　　　　　4　 nh ，d
’

各分散 とその 主 要項 を計算す る と
，

var［δ1副

AV 副 δ∫1画 ］

Va ・［a2｛，ixi］

AV ・・［幅 瑚

　　　〜’a．r［a2晒 劑

　　AVar ［a2∫ゴコ7i　x
’
ゴl

C ・v ［碗 ・講 ，
δ・ゴゴ朔

〜〜

＝

 

〜〜

一

〜〜

　　　　　　　　　　　　　　　　　
d（d

− 1） 2 ’1

響
の

り論
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A ．52 ）

回轟等詞 （
12h

．d＋2）
2

呵 馳 ］婦

蒜、

μ2

望 転・　 　 　 　 （・・… ）

詮 据
一轟 讐

！
曜 一

。署，
・1． 　 （・，5・・）

回（1撫デ・一 轟
7

；デ）司

（
180hd
−4）  ・ 際鋸 ・ （轟）  ［挈］罵

・鶉轟C ・v ［挈・躍 喫］犀

轟
μ4

誓 鞠 ＋
、瑶、

〃

≠ 1
2 ’

謬；、
’5 μ

響
゜μ

鞍 ・　 　 　 （A ．5 ）

轟
μ

響 ・ 轟籍1−
2

轟
15 μ

碧

1繕 ∫
屍・

、贈 環一
2 ・

轟115禦

儒 ・ ・52−
2

÷
5

）。 1多・
鰐 一湛 1・ （・・5・・）

呵、舞 嫡 ］一 輸 （，調
2

［等癖 1

，轟
懾

≠ 鵡 　 　 　 （・・… ）

、轟
・ ・

｝1ゴ嶺 1−

、轟 、

气写∫
・罵

、雛 1嚇 　 　 　 　 　 　（・・… ）

　　E ［（幅
一E ［幅 ］）（a、ゴゴ

ーE ［砺 ゴ】）j・・謁

・［（
180nD 　　　　　l5　nD 　　180　　　　　15

h．d． ・マ
5・・

−
h，d＋・

一
π

一
h．d・ ・鰯 ＋

1沖
．・μ゜）

偶 挈畠 ザ 轟等
一課頗 轟の1嗣

・「諜 （咢）
2

縞
一

ユ

羯鞠
2

伽

　　 　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　 　N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

十

十

十

十

十

AC ・v 陬 場 幅 暢】 N

C ・・ ［a。 ， 砺 矧

　　多次元 PoLynomial　Histo9・・a…

轟 ・・、争 ・Z7，＋ Wt’d．k°
r

，・挈・…

1

瓢
5

（
’
厂とD

）
2S

・、・＋ 轟 （  ）
2
＋

1

黝
5
μ2聯

152　　　rt．D 　　　1802　　　・n・D 　　　　　　180 ・15　　　njワ

　ん2ぜ ト8　　　　　　　　 児

μ2刀 μ2証
一

μ2侃 μ2ガ 十 μ2軅 μ2ガ ）

18°’15
（
一μ2・ ＋ 「’・1’・1’，’2i厂 μ L゚‘2”

295

ん
・・＋・μ・

万F ん2認 劬
。

3・” ＋
h2d＋・

μ2
叩

1鑑働 μ・ゴゴ
ー

111
、薨

5
μ・IL・i・＋

111
暴

5
μ・咢鞠

轟μ・挈
一

1

瀞 暁 ll詞珈 1

18°
2

（
・拗 ＋ 晦 ・・2j」

一
・・i’i…

｛

h2d⊥6 　　　　　　 ’rt，

μ2ゴゴ 十
’n ”・ol− 2．」ゴ

ー
μ0μ2ガ

十 μoμ2質

μ・．〃 μ。 ＋ tL2・・ilile
一

μ・μ2乞け μ。μ・刀
一

μ・μ・ガ ）

1鋳
μ・

準
乙一

・1−
・1・ ・1轌

　 1802 μ4吻 ブ
ー

μ2麗 μ2ゴゴ

｛　h2d一呂　 　　 n

1

黔15（一鰄

ザ
゜鰄 一　 ，、

轟
μ゜3’，

｝嚇

｛轟
〃

弩
・

＋w／°… L5（一・t／le／
ii −

・80・ 監と∫ 2 ・180 ・1蝶 昇∫

（＿
一

、− n

儒
一

2 ’1

瞿
’15

＋ 15偏 1、

E ［（do
− E ［δo］）（δ2甑

一E ［δ2ii］）］鰐

・［（
4

義轢 一轟書夥

4

義洗 1≒シ・）
G黯 ・・構 ÷

18°

μ2ゴゴ
ー

μ゜μ2ゴゴ
）

μ

貿
・
）・ 轟、髣

・ 轟
〃1り婦考

鵡 一 〇・　 （A ・5・10）

）9ゐA（

　

2．
コ

　

泌

　

2・
乞｝

脚
隙 ・ 轟絢 ）］鰐

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

296

十

「

十

十

十

十

十

十

日本統計学会誌　　第39巻 第2号 2010

・［
（4

義梁18
°

（
「

箒）
2

臨 一 （liime；2
，
，X）

，

i5

（  ）
2

（4

轟
8°

μ・÷
（Wt，、Z2ir°

，〔1咢
1

継
゜

書（
nD

）
2

雛 ・ ・ 轟1−1
（  ）

2

臨

i−ils，，lll
”

，・・1：°雲駆 勵
一蕩楢 顎

（4

譜！l8°μ・挈… ＋
（4

轟
’5

μ・ 
（4 十 5d）18〔〕　　　　　　（4

一
ト 5d）15　2

　 4h2d＋4　　μoμ2彪
一
　　4h

・
2d＋2　μo

！i’lti・・1・i8c，

°

薯鰐 鞨 厂 轟   ≠懺

！i／lti・1，2d／／・：°薯鰄 酬 轟 幽 か］鰐

｛
（
響

゜

（
隙 ＋ 蜘

礬
一

μoμ2擁
一il・ol／2ii 十 μ〔｝μ2乞の

（W’

．，
5
，

d
．1’s（＿μ・ ＋ η μ臣 μ言

＋ 略＋ 略＿1、，言
　 　 　 　 η． ）

1

罐
o
（一

働 ＋

孥
一
s‘；・ii

　

Σ
μ 吻 ＋ η 隙 μ2ガ

ー
’老2麗 μ2ガ

塀．ブ

　 　 　 　 d

μ1。 ＋ Σ
　 　 　 厚 ゴ

蕩、 （±
　　d 　

至＝1

　 　 　 　 η．

μ納 ・ ＋ 臨 ＋ Σ 鰯 μ ガ μ銑一 Σ μ晒 、）
　　　　　　　　　

’i≠ゴ　　　　　　　　　 乞力

μ2泥
一
ト7とμOμ2盆

一
μ0μ2面

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
．11

絢 Σ 鰄
一

陶 書一 Σ 伽 ）｝
　（4 十 54）18〔〕μ2彪

一 tLoii・2・ii

｛

　 　 　 　 　 2
　　　　 1石

（4 十 5d）15μo
一

μ言

十

　　 4ん
2ti　14　　　　　　，

”t

lll

詳1〔）（μ4

誓
臨

轟±μ2・

∵
・μ2・

　 　 　 i− ］

恚
｝尋

4h2d＋2
7z

・Σ
μ痂

誓弁
2晦

）

（A ，5．11）

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

ACov ［δ〔1，
6』2麗婿］　su

　　　　　　　　　豊， 髪

｛　　 4h2dl
．4 　　　7L

15 ．180 豁 ！＋ Σ

　　多次元 Polynomia ！Histogram

｛
（4

識
8°μ

ヂ
4

轟
15’3／

1

緒
゜

（
μ

警 ・lxj　
LL4
：
’i」」

・

）・ 蒜・書際｝磆
（4 ＋ 5の180竪 ∫ （4 ＋ 5d）15・hdf

ア幽
（　 ，ゐ

｛
（4

鶉
18° 」 4 ＋1の15

1… 8・億 窟）・ 劉
　　15∫　 2−

nhd ＋iXE’

　．
フ

己

げ

　4ん2d −2

需 ！

こ れ らを βD ＝ ［
一 一

］区間で 積分する

　 　 　 n

）＋ 轟・轄
ノ

｝鰐

　　　 ！　 2

　　　　d十2 鰐
　　 nh

AIVar ［blo］

　　　AIVar ［a
’
laXi．］

　 　 d

．
・
．Σ　AIVar ［幅 ］

　 i．＝・1

　　　AIVar ［a2商鰐］

　 　 d

∴ Σ AIV ・・［δ麟 l
　 i，＝l

　　A ［var［（主2¢ゴ娩 」りゴ】

　 　 d　 　 d

∴ 2ΣΣAIV・・［幅 噛 l
　 　 　 i＜ ．ブ

　　　　　AICov ［do ，
a2惚 鰐］

ゐ　　　
4 ＋ 54

．∠一伽
　　　　 4　 nh ．d
　 ヱコ

4 ＋ 5d ／

　 4　 露

　　　12／
瀚 一

12∫ 砂 2

− t、ん。
碗 ・… 　 。、

dl21
＿

海 一 婿
乞＝1

　　　
180／

蔚 。ゐ。
。 、・．・ ・

180ノ　ん
d＋ 4

児 ん
d−14　80

芻，

源 一讐
i− 1

　　　144∫
。

・
。

’
・t、d。 −

144！
d々＋4

ん
。

、
・
、

・−　　　　　　　　　　　　　22rr．h．d＋ 4　122

孟，

・・（・
− 1）孟一 ≒鷲

ん
。

一
，認・藤 一調、辱；

2

一斗

297

（A ．5．1．2）

（A ．5，13）

（A ．5」4）

（A ．5．15）

（A ．5．16）

（A ．5．17）

（A ．5．18）

（A ．5．19）

（A ．5．20）

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The  JapanStatisticalSociety

298  uiptMr,,ti;k.,±

.' eg3gts M2e  2elo

     ;･2;.i;=,Aicov[ao,a2ttx?]  ==  21,ii)=, (-7I,)=-Elti;ll. (A.s.2o

                                 6  g  st em
Bishop, C. M. (2006). Pattern Uecogni.tion and  Mach･ine Lcarning, Springer,

FUkuiiaga, K. C1972), lntrocl･uction to Stati,sticai PatteivL Recogniteion, Academic  Press.

Goecl, 1. J. and  Caskins, R. A. (1980). Deiisit), estiinatioii  amd  buiiip-hunting by  the  penalized likelihood merhod

  exan]pLi[iad  by scattering  aiid  meteorite  data, J. Am.  Stat. Assoc., 75, 42-73,

Jones. }L･I. C. and  )bster, P. J. (1993). Cleneralizedjackkiiifing aJid  higher ordcr  keriieL, ,J. Nonpa･rametr. Stat.,

  3, 81-94.

,Joncs, M.  C. aiid  Sibson, R. (1987). 1ny･'hat is projection pursuit?, ,J. Roy. Sta,t. Soc-., Ser. B, ],5, 1-36.

N'[innottc, M. C, and  Scott, D. "r. (1993). The inode  tree: ateol  fer viEiialization  of  nonparamet･ric  density

  I'eaLutes, ,J. Corr"put. Crapit. Sta,t., 2, 51 68.

Sagati, M.  and  Scott, D, N'V, (1997). Bin 1'w,teTzTat Method  oJ' localty Addaptie Nonparamet7ric Density Estimation,

  
'feehnical

 1{eport, Departrncnt  of  Statist･ics, Rice University.

kiTgXl:ff)t"'. j=" tl v  1-" 
-
 -  :t v  F , g-elv  (2006). A Multi,va,riat.e Polyno･rn,iai H'isLogra'rn by the A4ethod (ij' Loc"l

  MovrteTtts, Proceedings  of  the  8th Confereri{]e on  Nonpa[t'ainetric  Stat,istical Arilysis and  it,s Related field,

  14 -33, in Japanese,

Scott, D. S･V. (1992). M'uttiva,riate Density  Esti･m,ati･on Theory,  Pv'actice, and  Visitarization, Job]]. XViley gs Sons,
  Inc.Silverman,

 B. W.  (1986). Density EJstimatilon for Statistics and  Data Anatys{s, Cha,pman  and  Hall.

Simonofi1 J. S. (1998). Smooth,i･ng Methoals i･n Sta･tistics. Sprtnger-X･"erlag.

"iand, )vl. P. (1997). Data-based  choice  o.f hist･ograrn biit width,  Am.  SLaL., 51, 59-64.

":'and, S,I. ]'. and  Jolles, paI. Cr･, (]99,1). "'tultivariate plug-in baJidwidth selection,  Co･Trop, St",t., 9, 97-116.

"'and, A'T. P. and  Jones, M.  C. (1995), KeTytel Srnoothing, Chaprnan &  Hall.

NII-Electronic  Mbrary  


