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高次モ ー メ ン トの ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク推定

前 園 宜彦
＊

Nonparametric 　Es七imation　of　Higher　Order　Moments

Ybshihiko 　Nlaes．　ono ＊

　 止 規分布 な どの 分布 を仮定 したパ ラ メ トリ ッ ク な統計的推測 にお い て は ，高次の モ ーメ ン トの

推定量 は構造式 を利用 して 構成 で き る，しか し一般 の 統副量 の 高次 モ ーメ ン トに つ い て は構 造 式

を具 体的 に 求め る こ と が で きな い た め に
，

ノ ン パ ラ メ ト リ ッ ク な手法 を利用す る こ とが 多 い ，特

に ジ ャ ッ クナ イ フ 法 や ブートス トラ ッ プ法 な どの リサ ン プ リ ン グ法 は ，汎 用 性 が 高 く有 効 な手法

と して 定着 しつ つ あ る，本論文 で は 3 次 及 び 4 次 モ ー
メ ン トの ジ ャ ッ ク ナ イ フ 推 定量 の

・
致 件

に つ い て 議論す る，証明 に 利用す る の は Hocffding一分解で あ る ．

　Usillg　th 肥 ttruct ・ure 　of 　t　hc　underlyillg 　pai
’
ainet ，ri〔： II1〔｝dels

，
　we 　cal ユ make 　collsisteI ⊥t　estimators

of 　higher　order 　 mQme 凪 s．　 Mally　pape帽 dlscug．s むhe　 estinlatioI ユ of 　paramete 硲 whlch 　relate 　t〔）

the　norma 上distribu叱iQn．　However　wc 　cannot 　obtatn 　explicit 　structures 　of　the　para ：meters ，　when

we 　discus邑 nonparametric 　inference．　Re8  pling 皿 ethods ，　like　b。。t呂trap　or 　lackkllilbl　are 　very

useful 　in　sucb 　situations ．　In　this　pa．per　we 　discuss　jackknife　est，irnators　of 　the　higher　Drder （3rd

and 　4七h）moments 　and 　prQve　consist ，ency 　of　them
，
　using 　t　hc　IToeffding−deco皿 position、

キ
ー

ワ
ード： HoefEdillg一分 解，

一
致推定量，エ ッ ジ ワ

ー
ス展 開，擬似量，キ ュ ム ラ ン ト，高次 モ

ー

　 　　 　　 メ ン ト，ジ ャ ッ ク ナ イ フ 法

1． 序

　 OT一統計量の よ うに統計量 の 形が具体的に与え られ る もの に対する高次モ ーメ ン トの ノ ン

パ ラ メ トリ ッ ク な推定法 と し て は
，

ジ ャ ッ クナ イ フ 法や ブ
ー

トス トラ ッ プ法が よ く利 用 さ

れ る ．本論文で は ジ ャ ッ ク ナ イ フ型 推定量 の 一
致性に つ い て議論する ．そ の た め に推定量

の 高次 の 漸近表現 を求め ，
モ ー

メ ン トの 評価 を使 っ て
一

致性 を示す ．X1
，
X2

，

…
，
Xn を母

集 団分 布 Fo（x ）か ら の 無作為標本 とす る ．こ こ で 議論す る の は
， 母数 θ に 関連 した漸近

ひ一統計量

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　S ・
一 θ＋ n

− 1
δ＋ n

− ’

Σ 9・（X ・i）＋
’n
− 2

Σ 9晒 濁
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1　　　　　　　　　 1≦i＜ j≦

’
n

　　　　　　　　　　　＋ガ
3

Σ 9・  x
ゴ，
XiC）＋ … 　 　 　 （・．・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ⊥≦i〈jく k≦ n

＊
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で ある ．た だ し g2 と g：1 は 成分 の 入 れ替 え に つ い て 不変 なシ ン メ トリ ッ ク関数で
，

δ は バ

イ ア ス項 で ある．こ の と き次 の 仮定 をお く．

　　　　　　 （H1 ）　E ［g1（Xl ）亅＝ ＝ O，

　　　　　　 （H2 ）　E ［g2（X17× 2）X ！］＝ E ［g3（Xl ，
X2

，
X3）IX1， X2］＝ 0　α ．s ．

漸近 し
「一統計量は Lai　and 　Wang （1993）に よ り導 入 され ，エ ッ ジワ

ース 展開が求め られ て

い る ．Hoeffding（1961）に よ る フ ォ ワ
ー ドマ ル チ ン ゲ ール へ の 分 解 （H 一分解）や 確率展 開

を利用 して 多 くの 統計量 が式 （1，1）を満たす こ とが 示せ る ．（H1 ）， （H2 ）が成 り立 つ とマ ル

チ ン ゲ ール に対す る モ ーメ ン トの 評価が 適用 で きる ．すな わ ち

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　Al 一Σ 91（x ，・），　 A2 一 Σ 9・匹 x ゴ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1　　　　　　　　　　　　　】≦1＜ ゴ≦η

とお くと，p ≧ 2 に対 して

　　　　　　　　　　　　五丁メt］ P
≦（フTb

」）／2
，　　1≡7〆生21p ≦ （フ7？，P　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．2）

が成 り立 つ （Maesono （1997 ）参照）．

　 こ の 漸近 U 一統計量 を標準化 した もの は

　　　
Pt（Sn 一θ

　ξ

）
− n

’1／21
・ 評 書

舶 （

詳
）

・ ・

− 3／2

　
t≦碁譜

（

響
）

　　　　　　　　　　　　一

  黒譜
（Xi ，

Xo

ξ

）
・ ・

とな る．こ こ で ξ
2 ＝ E ［gl（Xi ）］と定義 され ， 漸近 分散の 主要項で あ る．こ の とき エ ッ ジ

ワ
ース 展 開 は次で 与 え られ る．

　　　　　・｛
両 （5バ θ

　 ξ

）
・ ・｝一 Φ（・圃 ・）［1＋

κ3（

籌
1）
］・ ・（・

一・1・
）・

た だ し （）（m ）， φ＠）は標準 ［E規分布の分布関数及び確率密度 関数で ，また

　　　　　　　　　 κ 3 ＝E ［．qii（Xl ）］＋ 3E ［9i（Xi ）91（X2 ）92（X ！，
X2 ）1

で あ る ．漸近分散の 主 要項 ξ
2 の ジ ャ ッ ク ナ イ フ 推定量 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　　 ξ
’ 一 （

・n − ・）Σ（3！∫）− s ・ ）
2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7
− L

で 与 え られ る ．こ こで 5！ρは n 個の 標本か ら Xi を除 い た S ，t に対応 す る統計量 で ある ．

本論
．
文で はエ ッ ジ ワ

ー
ス 展 開に 現れ る 高次 の モ

ー
メ ン ト

　　　　　　　　 e1 ＝＝　E ［9？（XI ）］，　 ε2 ＝E ［91（X1 ）91（X2 ）92（Xl ，
X2 ）］．
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及びバ イア ス δ の 推定量 に つ い て 考察す る．これ ら の 量 は ス チ ュ
ー

デ ン ト化統計量 の エ ッ

ジ ワ
ー

ス展開 に も現れ る もの で ある ．これ らの モ
ー

メ ン トの ブー トス トラ ッ プ推定量 の 性

質 を議論する こ とも可 能で ある が ， 復元 抽出に もとつ くた め に式が複 雑 に なる．こ こ で は

ジ ヤ ッ ク ナ イ フ 型 の 推定量 に つ い て考察する ．

2．　 ジャ ッ クナ イ フ型推定量

　Quenouillc（1949 ）及び Tukey （⊥958）に よ っ て議論 され て い る バ イア ス δ の 推定量 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　　　δ一 （n − ・）Σ（5身L θの
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

に な る． Cl
、　
Ct2 の 推 定の た め に，従 来議論 され て い る g ⊥（Xi）及び g1（x ¢講 ブ）の擬似量 を

少 し修正 した

　　　　　　 9，（X ，）＝ nSn − （n − 1）岬 ，

　　　　　　．a・（x ・，
・X 」）一（・ 一・）｛nSn

−
（洞 ）岬 ＋ 鋤 ・ （一 ・陣 ）｝

を考 える ． こ こ で 8炉）は X 毫，
X

ゴ
を除 い た n − 2 個の 標本 に基づ く θn に対応す る統計

景で あ る．b，（X2 ，
X ゴ）に つ い て は，　 Hillkley　and 　Wbi （1984）に よ りジ ャ ッ ク ナイ フ 分散推

定量の バ イア ス 修 正 の 議 論に おい て研究 され て い る．こ れ らの擬似量 を使 うと el
， e2 の

．・

致推定量 が次 で与 え られ る ．

　　　　　　　　　　轜 書鵜

　　　　　　　　　　暢 （8−一，）
区忍 嫻 鰔 ）a・（x ・，

x ・）・

こ れ らの 推定量 は
．．一

致性 を持 つ こ とが示せ る ．

　定理 2 ．1　E ｛lyI（Xi ）14＋ g2（X1 ，
X2 ）14＋ lg3（X1 ，

X2
，
X3 ）

4
｝＜ SQ と仮 定す る ．こ の とき

δ
，
εエ ，

δ2 は
， それ ぞ れ δ

，
e1 ，e2 の

一
致推定量 で あ る ．

　証明 2 ．1　Ali）
，
．4望を n 個の 標本か ら X ，i を除 い た n − 1 個の 標本 に基づ く 為 ，A2 に

対応 する量 とす る と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
’
n 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　Σ 4乞L ＠ − 1）Al， Σ4z）一 （n
− 2）A 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乞＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　 z＝1

が 成 り立 つ ． した が っ て 擬 似量 の 定義 よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ドl．

　　　　　　δ 一 δ＋ （・
一・）Σ｛＠ − 1）嘱

琵）
覗

『
協 ｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i，＝1
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　＋＠ 一・）Σ｛（
’
…

一・）
− 2Ai

’i＞− nT2A ・｝＋ …

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n、− 2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1
　　　　　　　 ＝ 　δ 十 （γ1 − 1）ノ41 −

（
’
rl．− 1）〆11十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A2 −　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 A2 十

…
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1　 　 　 　 n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 −　　　 1

　　　　　　　
＝ δ 一

吻 ． 1）
且・ ＋

’” ・

こ こ で 式 （1．2）よ り

　　　　　　　　EI
。 （。  ・・ ≦ 馬 。

≒D
・・12｝

］〆2
− ・（

’
・，
一・

）

と評価で きて
，

n （素1）
A2 − Op  

一1
）とな り，δの

一
致 性が成 り立 つ ．

　擬似量 91（Xd．）に つ い て は 直接 計算 よ り

　　　9，（X ∂ 一 ・＋ ・紐 1 ＋ 尚 一｛・＋ ・・ 馳   一 1）
一’4z）｝・ …

　　　　　　　− Al − Aia〕　＋ （
1　　 1
．
n．　　 η ．− 1）

A2 ＋
抛
圭1

（ん 一幽 ＋ ・一

　　　　　　　
一

・1（Xi）
一

吻 L・）
馬 ・ 嵩 シ・（x ・　，・x ．・）・ …

が成 り立 つ ．同様 に して 参2（X ，，　Xj ）につ い て も次の よ うな表現が得 られる．まず 9i（Xa）
の 表現よ り

　　　　　　　　一（
’
・・− 1）59 ＋ （n − 2）3身，．」）

　　　　　　
一 一9・L（XD 　＋

（r，．．
一・貴＿ ・）

・Sj）一鵡 ・鋼 …

が 成 り立 つ ． した が っ て

　　　・・（Xi ，
x ．ア） 一

一

紹 ）
・・ ＋

（。 …、）
4 ・〕

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　＋li≡1Σ 9・（x ・ x の
一
Σ　92（x ・

・
，
・Xe）＋ …

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノデを　　　　　　　　　　　 eプi，j

　　　　　　　　　− 一
，1鴇 ・ ・÷ ・・

− i，一、
・ ・÷ 、

ASti）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　アし

　　　　　　　　　　＋篝≡？
1
　s）g・（Xi ，

x の一Σ 9・（Xth　Xe ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e〆

・i　 　 　 　 　 　 　 efi

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
’
rt　　　　　　　　　　　　　　　　　 れ

　　　　　　　　　　 ＋ Σ… 凶 期
一
Σ 9・凶 x ・）一

・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ξf・i　　　　　　　　　　　 巨≠亀」

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　れ

　　　　　　　　　
一

，詣 ）
・・

一
，占碁

・・馬 ・X の
一宀 詈

・・（耀
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　　　　　　　　　　 十92（Xi ， 蒋 ）十
…

とな る． まず 彑 の 漸近表現 を利用す る と

　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　E・
一 岩Σ謙 醐 ＋ 諤Σ 9？（Xi）Bn （の鴇Σ 91（醐 β詫ω精Σ B 蔦ω

　 　 　 　 　 　 i＝＝1　　　　　　　　　　　 i；1　　　　　　　　　　　　　　　　t＝1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝」

となる．ただ し

　　　　　　　　昨
一

ゼ 、）
ん ÷ ・シ（Xi ，

Xk ）・
・

で ある ． モ
ーメ ン トの 評価 を使 うと第二 項 目以 降が 無視で きる こ とが 分 る． た とえば式

（1．2）よ り

・1≠ 、）鴫書・御 1・ ｛帰 、）
・・

2

｝
1／2

｛・1麦書・1（X の
2

｝％ ＠
⊥
）

とな り
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 アし

　　　　　　　　　　　　ゅ 』、）畦Σ・誠 ）一 魄
工

）

が成 り立 つ 。同様 に他 の 項 も Op （7b
− 1

）で ある こ とが 示 せ る ．また大数の 法則よ り

　　　　　　　　　　　　　　　SSgl（x ・．）」L 　el

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

とな る ．し たが っ て δ1 が el の
一

致推定量 にな る こ とが 分る ．

　同様 に et2の 一
致性を示す こ とが で きる．定義よ り

　　　　　　　　
e2 一

吻 ≒）1≦碧ノ
（緬 晦 （脚 …

と なる ．σ．統計 量 の
一一

致性 （Hoeffing（1961））よ り

　　　　　　　　　吻 ≒）1≦忍
鯛 卿 ・ （x …，

・Xj ）L 　e2

が成 り立 つ ．残 りの 項 は Op （n
− 1

）と なる こ とが示せ るか ら，磁 は e2 の 数 推定量で ある．

　 3次 の モ ーメ ン トまで で あ れば ，
一

般的 な形で 議論で きる ． しか し 4 次以 上 の ジ ャ ッ ク

ナ イ フ 型推定量 の構成 は ，分離で きな い 母 数が 存在す る こ とが あ るた め に
一
般 的 に求め る

こ とは で きな い ．次節 で は U一統計量 に つ い て 4 次の モ
ー

メ ン ト推定量 に 関連 した擬似量 の

漸近表現を求め て
一

致性 を議論する ．
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3．　 U一統計量の 4 次の モ ーメ ン ト推定

　U 一統計量は
，
Hallnos （1947）に よ っ て不偏性 を考慮 して

， 標本平均 の
一
般 化 と して提案

され ，Hoeffdillg（1948 ）の 論 文 に よ っ て注 目 され る よ うにな っ た 統計量 の クラ ス で あ る．

関数 雇ハ ，

…　 ，
x

。 ）； R 「 一→ R を変tw　Ml
，

…
，
xr の すべ て の 順列 にた い して 不変 とする と

き，
一

標本 U 一統計量 は

　　　　　　　　　　　　Llr
｝

− Cl）
− 1

黒噛 … ・期

と定義され る．こ こ で ΣC ，、，1．
は 1 ≦ ム ＜ …

〈 ル ≦ n を満たすす べ て の 組み 合わせ

（ii，

…
両 ）に つ い て の 和 を表す．　 Un は母数 θ ＝ E ［’L（X1 ，　・噛　・　1X

’
r ）］の 不偏推定量 に な っ て

い る ．

　まず漸 近 的 な性 質 を調べ る の に有用 な H   effdillg （1961 ）に よ る Ur
、

の フ ォ ワ ー ド ・マ ル

チ ン ゲール へ の 分解 を．
述べ る ．次の 記号 を準備する ，

　定義 3 ．1　E ［lh（X1 ，

…
，
　X

， ）「1＜   の と き 1 ≦ k ≦ r に対 して

　　　　　　　a・k ＠1 ，

…
，
Xk ・）＝ 1ヲ［h（X1 ，

…
，
丿（r ）X1 ＝ M1

，

…
，
Xk ； 痢

一θ
，

　　　　　　　b］＠1）； α 1（Xl ），

　　　　　　　わ2（X ⊥，
・212）− a2 （xl ，

　x’2）一わ1（毋 1レ わ1＠2），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r − 1

　　　　　　　b・ （・・i
… 詞 一ψ ・，

・・’
，
X ・
・）一

ΣΣ b鵡 ，

…
， 嚇

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 た＝lq ・，le

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r ！

　　　　　　　9k−（．T1 ，
…　　，

Xk ）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　 bk，　（x11 …　 ，
π猪：），

　　　　　　　　　　　　　　　（r
− k）！

　　　　　　　Ak 一 Σ 9蔽 1 ，

・
… x の ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 Cn 　rc

　　　　　　　ξR， ； E ［9暑（Xl ，

…　　，
Xk．）］

と定義す る ．

　 こ の とき

　　　　　　　　　　　砺 呱 ）一）螽≒【

た）IA
・，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k− ］

　　　　　　　　　　　 E ［．qk（X1 ，

…　 ，X 恥）X ⊥，

…
，
Xk − ⊥］＝ O　a ．s ．

が成 り立 つ ． こ の 性質 を使 うと
，
E （Lqk・π 1）く oc を満た す k’一変数関数 π ＠1 ，

…
，
Xe ）と添 え

字の 集合 ｛11、…　 ，射 に対 して
，

i・n ， ¢ ｛ゴ1 ，

… 漉 ｝なる 隔 ∈ 伍 ，

…
，婦 が あれ ば

　　　　　　　　　　　E［9k（Xt ，… ，
　Xik）π （X ．ti1，

…
　，X ゴ∂］＝ 〔〕
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が 成 り立 つ ．砺．の 分散 嶋 は 累 を使 うと

　　　　　　・盈一 1・
、，詣 ）

ξ；・ ・…
如

．、）
．圭

い ＋ 、）
ξ1；

と表せ る．

361

　こ の 定理 よ り 91e（1 ≦ k ≦
’r’）は共分散が 0 の 意味で 直交 して お り， ｛Ak ｝k．≦n （1 ≦ k ≦ r）

は フ ォ ワ
ー ド ・

マ ル チ ン ゲール で ある こ とが分 か る． この分解 は H 一分解 （Hoeffdillg一分解）

または ANOVA 一分 解 と呼ば れ，分 散分析 ，ジャ ッ ク ナイ フ推測等 の 統計の 分野で 広 く利用

され て い る便利な乎法で ある，

　Ak の 絶対 モ
ー

メ ン トに つ い て は von 　Bahr　and 　Ess6en （1965 ）及 び Dharmadhikari 　et

al ．（1968）の マ ル チ ン ゲール に対す る モ
ーメ ン トの 評価 を使 うと

， 次 の 上 限が 得られ る ．

（i）1 ≦ p ＜ 2 に対 して E ［g試x1
，

…
　 ，

Xk ）IP］＜ OG ならば

　　　　　　　　　　　　　　　　 E （レ4k［
P
）≦ Cnk 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

が 成 り立 ち，

（ii）2 ≦ p に対 して E］［lg，（x ，　，

…
，
x の鬥 く oo な らば

　　　　　　　　　　　　　　　　E （團
p
）≦ σnpk

，f2　 　 　 　 　 　 　 （3．2）

が 成 り立 つ ．

　式 （3．1）， （3．2）は U 一統計量の 漸近 的性 質 を議論す る ときの 基本 とな る もの で ある ． 2 次

の
一

標本標準化 U 一統計量 （
’r’＝ 2）の n

− 1
の 項 まで の エ ッ ジ ワ

ース 展開は ，Callacrt　et α1，

（1980）に よ っ て 求め られ た．Maes て）no （1987）は彼 らの 結果 を含む形 で ，
一

般の r 次の
一

標 本 σ一統計量 に つ い て の エ ッ ジワ
ー

ス 展開を求め て い る ．次の 記号 を準備す る ．

定義 3．2

1

2

3

4

一
∂

6

e

ε

e

ε

ε

e

E ［、9？（x1 ）］，

E ［91（Xl ）91（X2 ）92（X 、，
X2 ）］，

E ［gl（x 上）］，

E ［gl（X1 ）91（X2 ）92（X1 ，
X2 ）］，

E ［91（X2 ）91（X3 ）92（Xl ，
X2）92（Xl ，

X3 ）］，

E ［9・（丿（・）91（X2 ）9．L（X ．・）93（X ・，
X2

，
X3 ）］，
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　　　　　　　　 κ3 一 ξf3｛F．1 ＋ 3・、｝，

　　　　　　　　 κ4 一 ξf4｛・3
− 3ξ1’12e4＋ 12・5 ＋ 4・、｝，

　　　　　　鯛 一 ・＠）
一

φ叶
一
毒
等（x2

＿1）

　　　　　　　　　　　　・ ・

一

優 ・・
3 一

翻 匙 一 1… ＋ 喇 ｝，

　 こ の と き

　　　　　　　　　　P （σπ
’

［u ，z
− E （UTt）］≦ x）一 （？’rt（x）＋ ψ

一
り

が成 り立 つ ．

　実際の 統計的推測 にお い て はス チ ュ
ー

デ ン ト化 bT一統計量の エ ッ ジ ワ
ー

ス 展 開の 方が よ り

重 要 で ある，ス チ ュ
ー

デ ン ト化 は標準化 の ときの 標準偏差 Un を推定量 で置 き換 える もの

で ある．多くの場合，ジ ャ ッ ク ナ イ フ分散推定量の 平方根 を標準偏差の 推定量 とし て利用

した ス チ ュ
ー

デ ン ト化 IJ一統計量 が考察さ れ て い る．ジ ャ ッ ク ナ イ フ 分散推定量 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 アし

　　　　　　　　　　　　　aZ − T’
− iS

（磅 L の
2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乞
一1

で あ る か ら，ス チ ュ
ー

デ ン ト化 U一統計量 は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 OTn一θ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 δn

となる．こ の ス チ ュ
ー

デ ン ト化 U 一統計量 はス チ ュ
ー

デ ン トの t一統計量の 拡張に な っ て い る．

　 こ こ で

　　　・・ オ （2el ＋ … ）， ・・
一 ・ ・ ・ … ）… 　 一一

き（… ＋ … ）
2

，

　　　・・
一 蓍（・・

一・ξt＋ 12・・ ＋ … ＋ … ）
一

尋（2c1 ＋ … ）（・・・ ・ … ），

　　　・・
一 藩（・・1・ ・2・1・・ ＋ ・・1）・ 堵（・k3　− e・ ＋ ・ξ1− …

一
… ），

綱 一 蜩 ・ ・（・ ）
，読伽

2
瑚 廊 ）右（・1・

5
噸

：｝
綱

とお く，ス チ ュ
ーデ ン ト化 U 一統計量 に対 して Ma ．es．・OliO （1997）は

　　　　　　　　　　　P ｛傷
1

（tJ・ ・一の ≦ X ｝一 ＆ ω ＋ ・（7・
− 1
）

が 成 り立 つ こ とを 示 した ．

　eh 　e ？ の ジ ャ ッ ク ナイ フ 型推定量 の
一

致性 は先 に示 した．こ こ で は ξ1，
e3

， 偽 e5
，
ε 6 の 推

定量 を考察する ． まず ξ量，
e3

，
e4

，
e5 の 推定量 は 先に 定義 した擬似量 を用 い て

ξ・
一

飢÷・）1≦黒ノ
1隅
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一
⊥
）螢凶 ，

　　
n ，i＝1

一
晦 ≒）

≦臨
憮 麟 ）・ gl（x ・）姻 ｝血（隅 ）

−

n （＿ 君＠ 一・）廉｛91（X ゴ）91（Xlk）92（Xi ，
Xj）b2（X 乞，

Xk ）

　　・9i邸 ・（Xk ）ρ2（Xi　7　
x

フ ）麟 濁 ・ 91師 ・（Xj ）b・（X 詢 9・（X ｛ ）｝

と構成で きる ．e6 の 推定の ため に は g：1 の 擬似 量

　　　0・（X 葱，
X

ゴ，
Xh ）　＝　（n

− 4）（n
− ・）｛nUn

−
（卜 1）（・Ul£

’）＋ 岬 ＋ ・勳

　　　　　　　　　　　　　・ （n − 2x σ鯉 ＋ ひ鳬烱 ＋ σJ£
’
，
k）
）
一

（・圃 ・鯉 ｝

が必要 に なる ．こ こで σ舮陶 は Xi
，
X ゴ，

Xk を除い た ri．・− 3 個 の 標本 に基づ く U ，， に対応

する統計量で ある ，こ の 擬似量、を使 うと

　　　　　　
a6 −

・（

　 　 6n
− 1）（n

− 2）tA，姻 端 ）轍 麟 隅 ）

が e6 の
一

致推定量 に なる ．

　定理 3．2　E ［lh（X1 ，

… ，X ∂15］＜ OQ と仮定す る ．こ の とき ξ2 ，
tt．n，

e，1，
ar

， ，
e6 は

， それぞ

れ ξ2 ，
e3

，
e4

，
e5 ，

　e6 の
一

致推 定量 で あ る．

　証明 3．2　擬似量 ∂3 に つ い て考 える ．一
般の 場合 も不等式 （3．2）を利用 して証明す る こ

とが で きるが ，簡 単の ため に ひ 統計量 が 3次の カ
ーネル の 場合，す なわ ち r ＝ 3 で 硫

一θ

が

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　　　　　 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　
U ・

　一θ＝ liA・ ＋
n （n

． 1）
A ・ ＋

。 （n − 1）（，、
．・）

A ・

の 場合 を示す．こ れ以 降添え字 吻 ，
k は 固定 し て 考 える ．定義 よ り

　　　　　　nUn ，一（n − 1）確 〕

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　　 　 　　 　 　 1
　　　　 ＝　 AIL十　　　　　 　　　　　　 A2 十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ．43
　　　　　　　　　　　　　　（n

− 1）（n
− 2）　 　 　 　 　 　 　 　 　n − 1

　　　　　　
− ・i乞）÷ 、概 ＿ ，ic。 一、）

AI
，

‘）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　
− 9・（x ・）一

（・，
一・最一・）

A2 ・
。 ≒霧

勉 （Xb 　Xe ）

　　　　　　一

＠ ．、）＠≒）＠ ．、）
A3 ・

＠ 一、最一，）
K 翫一 期
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 ω

とな る ．こ こ で Σ は X 讀 除い た和 を表す．同櫨 こ

　 　 　 　 　 　 　 1＜ ゼく rrt ＜ 冊

　　　一C・・　
一

　1）岬 ＋ （n
− 2）σ暦 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 71

　　　
一晒 ）・

＠ 一・最一・〆
一嵩

，黒
・ 麟 ）・

（n
− ・）＠≒）（，、

一・）
AY ）

一

（
，
。 ・　一、髭 、）諜轡

・一 ）・

　　　一＠ − 1）σ諮）＋ （卜 2）麝 ，詫）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 71

　　　
一
醐 ・

（

　　　　　 1n

− 2）（几 一3）
避

）

÷ ・黒・ 贓 ）・
（n − ・）＠皇・）（n − ・）

Agk）

一

（，、　一、毒．、）1撫 （Xi ，
Xe

，
x

厂rt）

及 び

　　　　　  
一2）σ毳り L

（
ln

　
− 3）6五毳ち凶

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 tL

　　　
− 9 ・（x ・）−

F． 一・責… 調 ＋ 嵩蕊
憾 脇 ）

　　　　　一

圃 ＠
皇、）同

・鯉 ・

＠
．、最．、）蕊ン（X ・ ・

X ・・
Xm ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （を，ゴ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （
’i，．プ，k ）

が 成 り立 つ ．た だ し Σ は 臨 X
ゴ

を除 い た和 を表 し
， Σ は 凡 ， 私 撫 を除

　 　 　 　 　 　 　 　 　 エくゼく rn く 71．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1く ゼく rTl く n

い た和 を表す．上記の変形よ りβ3 の 中で g1 を含む項はゼ ロ に なる ．　 g2 を含 む項を まとめ

る と

　　　　　　　　　
一

鴇＋ 1錘・
＠
書

゜
r

）

鶏幽 ）

　　　　　　　　　・隣≡1牆 畷
）一≒ 当

一‘）

烹醐 ）

　　　　　　　　　・￥1…≡劣諺≡霧 
一

諮竃
一「））

烹一 ）

　　　　　　　　　
一

圜 幽 圃 潔 （x ・ ，
x ・）

となる ． こ こ で 最初 の 4 つ の 項 に つ い て
， 前 と同様 に変形す る と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　
一

紹 鴇茅 ・ ≒ 当
一 Jr）

蕩
・ 贓 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 工工
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　　　　　　　　　　　　　・i舞≡鵜鴇≡1；・勢｝一 （n
一

悪
一5）

烹購 陶

　　　　　　　　　　　一 譜 ）讚 ）譜・）蠻 鍔1……≡ll叢一 ）

　　　　　　　　　　　　　
一｝1謙 ≡驢購 翻 集1聖1

− 5）
佛 （Xi ，

Xk ）

　　　　　が得 られ る．後．半の 4 つ の 項 につ い て も同様 に変 形 して

　　　　　　　　　　　　　　　　
一

＠
皇
（
2）認、〕

Al」｝＋ 篝≡繊俄 （為 期

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　　　　　＋篝≡1　£ 　9・〈Xk−，
xe ）一（卜 5）9・（x ・，

Xk ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 君≠ゴ，紀

　　　　　が得 られ る．以 上 を ま とめ る と g2 を含む項 は

　　　　　　　　　　　　
一

＠ − 1縞 制一・）
A2 ・ 講 ）認・）シ贓 ）

　　　　　　　　　　　　・
＠皇

（n
− 5）

2）（n − 3）シ（鍼 ）・

＠皇
（

篇 書購 期

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Tl　− 5　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　n − 5　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ？1 − 5

　　　　　　　　　　　　
『
T， ＿392

（Xk ・x 」）
−

n ＿ 3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 92（Xi　，　x ゴ）

−
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　92（Xi ，

X の
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 3

　　　　　と変形で きる ．同様 に して g3 を含む項 は

　　　　　　　一

回 謬，）圃
A3 ・

＠＋ 、）謀晒
・一 ）

　　　　　　　・r k。 − 2）（n − 3）臨 購 一
帥 一，鑑一、）諜く n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 71　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　
−

（

2n
− 3）混

・ 矚 凶 ）r 嵩 ）蠹購 照 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　　　　　
一

＠
呈・）黒

佛 （騒 恥 偽 鴎 ， 期

　　　　 　 となる．

　　　　　　以上 よ り擬似 量 ウ3 は

　　　　　　　　93（Xi ，
x ．i，Xk ）

　　　　　　
一

π ・旻鴇三耘．・）
A2 ・

＠茎
（1）孟睾，）妄購 期

　　　　　　　　・

＠菫
（1）認・）妄購 ＆ ）・

（β
（
彗）謬，）シ（蜘
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93（Xk ，
XE

，
x ・

肌 ）
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　 　 　 　 n − 5　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 5　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 5

　　　
−

，卜 39
・（x …，

・X 」）
−
T， − 3　　　　　　　　　　　　　　　 92（Xi ，

X
ゴ）

−
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 92（x ？ ，

Xk ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7t − 3

−

＠
．、）：，）圃

細
伽 一，荒．、）烹 購 一 ）

・

い÷ ）臨 一 X − ）・
（TZ − 、荒一

、）
、慮轡

一 ）

　　　
一

＠皇・）烹・ （Xi　
，
　Xj 、Xe ）一∴ ）募佛 騒 陶

　　　
一

（Tl　l　3）烹93（Xi・Xk ，
Xe ）＋ 9・s（x ，i　Xj ’Xkv）

と表せ る ．こ の 表現 と b， の 表現 を利用 す る と，主要項 に つ い て U
．
一統計量の

一
致性 よ り

　　　　　ゅ 篝ω 一・）濕 ノ
（Xi ）91（x コ）撫 麟 x 宀

となる ．他 の 項 は Op （n
− 1

）となる こ とが 示せ る ．た と えば

　　　　　吻 一龍 ・）認 ノ
（蝋 ）・ 陶

＠
− 1牆 属 ）

A2

　　　
一

吻 一 1撫三鉱一・）  轟
・ （鵬 ）幽 ）

と なる． こ こ で モ ーメ ン トの 評価 （3，，2）と同 じよ うに して

　　　　　　　　　　E1 Σ 9・（X ∂91（X ，）9 ・（X ・）j2− 0 げ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1≦乞く」〈 k≦η

が 示 せ る ． した が っ て

　　　　　　　　　0 （
一5
）EiA ・ Σ ・・（陶 ・・（X 、）・・（Xk ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1≦Zく ゴ＜ k≦rt

　　　　　　　・ ・（
・
・．
−tt
）｛E・1・・1・E ［Σ ・1（跏 1  ・1（X ・）12｝

ユf2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ⊥≦z ＜ J 〈 k≦7i

　　　　　　　 − o （η
一5／2

）

が得 られ ，Op （nTl ）とな る こ とが 分 る ．また

　　　　n （n
− k’n − ・）黒

・ 臨 （継 ）臨 卑，）か贓 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　 一 〇＠
−4

）Σ Σ gi（x の9 ・（XDgl （銅 9・（称 期
　 　 　 　 　 　 　 　 Cn ，3　E≠．i

　　 ＝＝ 0（n
− 4

）Σ 9・（x ．i）9 ・（X ゴ）91（X ・，）｛9・（X ・・，・X ，）＋ 9・（X ・，
Xk

・）＋ 9・（X ・，
Xic）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 c］rl ，．n
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＋0 ＠
− 4

）Σ［91（Xi ）91（X ゴ）91岡 ｛9・（X ・，
X の＋ 9・（X ・陶 ＋ 9・（X 議 ）｝

　 　 　 　 Cn ．1

　　　　　　十91（Xi ）91（Xj 　）9i（X の｛92（Xi．，Xk ）十 92（X ，ゴ，
Xk ）十 92（X ム X ん）｝

　　　　　　＋91（＆ ）9、（漏 91（X の｛92儀 ，
X

ゴ）＋ 92（Xk ，　X 」）＋ 92（XE ，
X ゴ）｝

　　　　　　… （X ・）・・（X ・）9i剛 ・・（X ・，
X の… （Xk ，

Xi）＋ 92（Xe ，
Xi）｝］

と変形で きる ．最初の項 は 3 次の カ
ーネル を持つ U 一統計量で 近似 で きて ，オーダーが

’
n．
一’1

で ある か ら
，
Op （n

− 1
）が容易 に示せ る ．第二 項 は任意 の s

，
tc ｛i，ゴ，

k，

，得 に対 して

E ［91（X の91（X ．i）9⊥（Xk ）｛92（Xi ，
X の＋ 92（X ゴ，

X の＋ 92（Xk ・
，
・Xe ）｝X 。 ，X ・］− 0 α・5 ・

が 成 り立 つ ． した が っ て ．II一分解 を適用する と A3 と A4 に相当する もの が残る ．倒π
一3A312 ＝

0 （n
−3
），

Eln
−4A4 ；　0 （7L

− 4
）とな る か ら，第二 項 も Op （n

− 1
）となる こ とが示 せ る．

　残 りの 項 も H 一分解 とモ ー
メ ン トの 評価 を使 っ て 同 じように して Op （n

− 1
）となる こ とが

示せ る ．
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