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一

般化加法モ デ ル （GAM ，　Gcncraユized　Addjtive　ModeD 　 lま，．一
般化線型モ デ ル の 非線型 モ デ

ル へ の 自然 な拡張と して，近 年盛 ん に用 い られ る よ うに な っ て い る．従来用 い られた GAM で は，

共変量 殉 を非線型変換する 際，局所重 み付 き多項 式 回帰や 平滑化 ス プ ラ イ ン な ど 「滑 ら か な」

変換が 用い ら れ て きた．しか し現実 の デ
ー

タ に お い て は微分不能 な点や 不連続点 な ど 1滑 ら か で

な い 」関数 関 係 も多 く見受 け ら れ る．本研究 で は GAM の 非線型変換 に 多重節点 を持っ た 回帰 ス

プ ライ ン を導入 し，不 均
一

な滑 らか さ を もつ 関 数関係 を表現 で きる よ うに GAM を拡張す る こ と

を提案す る ．GAM の 非線型予測子 η
；飾 ＋ Σ⊃影1 寿〔x ゴ）は，適応型 モ デ ル 選択基 準 （AMSC ，

Adaptive　Model 　Select・ierL　Critcrieu）を用い て 最適化 さ れ る．　 AMSG は Shen　et　al．〔2004 ）に よ

り．指数型 分布族 に 対す る モ デ ル 選 択基 準 と して 導入 され，Mi ）
・ata 　and 　Shen （2003，2005）に よ

り可 変節点 ス プ ラ イ ン の 節点最適化に 応用 され た．一
般 に モ デ ル 選択基準 の 最適化 は 複雑 な非線

型 問 題 と な る が，本 研 究 で は 遺伝 的 ア ル ゴ リズ ム を用 い た 大域的 な最 適化 を 提案す る．本発表で

提 案 され た 方 法 は，シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に よる数 値実 験 に よ り検 証 され，実 際 の デ
ー

タ に対 して 応

用 され る．

　Rccendy ，　tho　genera．1izod　additive 　models （GAM 〕have　bccn　frequon．tly　used 　as　natura1 日n −

h乱 Il〔ling 　to　 noIl −linear　 model 　 of 　the　generalized　lillear　 inodels ．　 Coriventiona上 GAM 　 mode18

adopted 　
“
smooth

”
　fLmctions，　 sllch 　as 　loess　or　 smoothing 　spline ，　to　 apply 　non −linear　trans −

foymatlon　t〔｝ covarii 】，tes．　．　 In　 rcal 　datasctsl　 howcver，　inl］．emogeneeus 　 smooth 　 structures ，　 such

as 　disc〔mtilluiby 〔｝r　illdifferentiability
，
　 are 　rlot　r肛 e、1エ1　thi5　paper，　 we 　prop‘〕se 　to　 adopt 　 a．dap一

しive　free−kllot　spli 　le6 （AFKS ）wLth 　mulL 垂ple　knots　tc｝ extend 　GAM 　s疋｝ that 七he　 mt ）del　is　 ca −

pable （，f　capturing （二〇lnp ユcx 　 strucmre ｛〕f　tLe 　da，ta．　 Thc 　 noll −liiiear　predlctor　 of 　the 　GAM
，

η
一β。 ＋ Σ雪．1 以 x

ゴ）1・will 　b・ 。ptimized　by　th ・ ・d・ pti・ ・ m ・ d・1 ・cl ・di … crit ・ ・i… （AMSC ＞・

AMSC 　has　been　intエoduced 　 as　 a 　modol 　 selec
’
tion　 criterion 　t

’
ol
’the 　expouential 　falnily　distri−

bu 七ions　by　Shen 　et　 al．（2（〕04），　whicb 　 was 　applied 　to　optimize 　the　knot　 sequence 　of 　AFKS 　by

Miyata 　and 　Shen（2003 ，
2005）．　In　gonoral，　thc　optimlzations 　of 　thc 　tnodel 　selectioll 　criteria 損 re

c ⊂｝mplex 　problem ．　 Irl　this　rc5e ｝∬ ch ，　 we 　utilize 　tllc　evolutionary 　algoriLhln 　to　achieve 　the 　gl‘ユba！

opLirrluirl ・「⊥111e

　propo呂ed 　rnethodolog ／y　 will　be　exarnined 　by　tlle　si【nulation 　st・udy 　and 　a、PPlied
t｛〕tlle　real 　da七a　8et ．
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1．　 は じめに

　近年の 計算機技術の 発達 に伴 い
， 非線型な構造 を持 つ 大規模データの 集積 と解析が μ∫能 と

なり， 広範な統計解析ツ
ール の 中か ら適切 な モ デル を選択 し

， デー タに適合 した柔軟 な解析

を行 う必 要性 が増 して い る．　 般 化加法モ デ ル （Gencralized・Additive　M 。dels
，
　GAM ）は

一

般化線型 モ デ ル の 非線 型 モ デ ル へ の 自然な拡張 と して ，各種ブ
ー

ス テ ィ ン グ
，

カ
ー

ネル マ シ

ン
，

サ ポ
ー

トベ ク タ
ー

マ シ ン と並 び ，有効な学習機械 として広 く利用 されて い る （GAM の

．．t
般的な解説 に つ い て は

，　Hastie　and 　Tibshirani（199｛〕），　V〜bod （2006），辻谷一外山 （2〔〕〔〕7）

等 を参照）．本稿で は
， 従来用 い られて きた GAM を拡張 し ， 不連続点や 微分不能な点な ど

「滑 らか で はな い 」非線型構造 も含 むデ
ー
汐 に対 して 適合的なモ デ ル を提案する ．

　い ま応答変数 跳 と銑 次元共変量 x ．i　 ＝ （z
’
il，＿ ，鈎 p ）

「
の n 組の デ

ータ ｛鰍 rX
．i）｝i− i が観察

された とする ．ただ し
， 応答変数 跳 は以下の 確率分布

P（？yaltL・i）一 ・xp （φ（μの4汁 α   ＋ 顧 翻 一 exp （θi　
・
y，　i ＋ α （μの＋ 盟 切 ）　 （1．1）

を持 つ 指数型分布族 に従 うとする ．た だ し ， 仰
＝ E （Yi），

σ 1（メの ＝ var 匿 ）＝ 1／φ
’

（lli）で

あ り，φ，
α

，

’
rn．は 散布度パ ラ メ タ （dispersion　paralneter）li

’
）に依存する場 合 もあ る．

　
一

般化加法 モ デ ル に お い て
， Lt，．1 ＝ E （鷲 x のは非線型関数 fi， ．．．，　fpを用 い て 共変量 x ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　　　　　　　y（μ∂一 鯖 Σ 施 ゴ）　 　 　 　 　 （・・2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」− 1

に よ っ て 連結 され る （Hastie　and 　Tibshiralli（1990））．た だ し g（・）は連結関数 （lin瓩 ／1ndiol1 ）

で あ り，
二 階 連続微分可能 な狭義の 単調 関数で ある ．従来用 い ら れ た GAM で は

， 共変量

x ．i を非線型変換す る際 ， 局所重み付 き多項 式回帰 （locally　weighted 　polynomia ］regrcssi 。n
，

loess）や 平滑化ス プ ラ イ ン （smoothing 　sp ！ine）な ど 「滑 らか な」変換 が用 い られ て きた ．

しか し現実の デ
ー

タ に お い て は，デ
ー

タ の 「滑 らか さ」が局所的 に変 わる 場合 も多 く，そ

の よ うな場合 10essや平滑化ス プラ イン に よ り共変量 の 平滑 な関数 を求め る こ とは
， 後述 す

る よ うに深刻 な問題 を引 き起 こす場 合が ある ．本 研究 で は 非線型変換 f」，j ＝ 1
，
．．．

，p に 多

重節点を持 っ た可 変節点ス プラ イ ン （Adaptive　free−knot　spline ，
　AFKS ）を導入 し，不均

一

な滑 らか さを持 つ 関数関係 を表現 で きる よ うに GAM を拡張 す る ．

　 GAM の モ デ ル 推定 におい て は，非線型 関数に よる デー タ の 平滑化 の 程 度 を調節 する
’
ド滑

化 パ ラ メ タ の 選択が重 要 な 問題 とな る ．デ
ー

タに対 し最適 なパ ラ メ タ を選択す る ため に は
，

適切 な モ デ ル選択基準 とその 最適化法が必 要で あ る．例 えば
， 従来用 い られ た 平滑化 ス プ ラ

イン に よ る平 滑化 で は
，

ペ ナ ル テ ィ付 き残差平方和 （Penalized　Residual　Sum 　of 　Squares，

PRSS ）の 最小化が 行われ，平滑化パ ラ メ タ λは Cross　Validation （CV ），
　Generalized　Cross

Va ］ldation （GCV ）な ど の 最 小化 に よ っ て 最 適化 され る ．しか し非線型 回帰モ デ ル の 推定
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に お い て
，
CV また は GCV は しば しば不 安定 で あ り （Efron （1983 ））， 過小 推定 （ullder

estimate ）を もた らす傾 向が ある こ とが知 られて い る （た とえば Simon。ff（1996）を参照 ）．

本稿で は ， 適応型 モ デ ル 選択基 準 （AMSC ，
　Adaptive 　Model 　Selection　Criteri（｝n ）を用 い た

パ ラ メ タ の 最 適化 を提案する ．AMSC は Shcn　et　al．（2004 ）に よ り，指数型分布族に対す

る モ デル 選択基準 として 導入 され
，
Miyata　and 　Shen （2003 ，

20〔｝5）に よ りAFKS の節点

最適化 に応 用 された （Ye （1998 ），
　 Shen　and 　Ye （2002）も参照）．

　　般 に，モ デ ル 選択基準 をパ ラ メ タ に つ い て最適化する 問題 は複雑 な非線形問題 となる ．

最適化問題の 目的関数 となる モ デ ル 選択基準 は一
般 に多 くの 極小値 を持ち ，

パ ラ メ タ に つ い

て 不述 続 も し くは微分不 能で あ る．本稿 で は確率的最 適化法の
一
種で あ る遺伝 的 ア ル ゴ リ

ズ ム （Evoluti（〕nary 　Algorithm
，
　EA ）を用 い

，
パ ラ メ タ の 最適化 を行 う．EA に よ る数値最

適化は 非常 に緩やか な仮定の もとで 大域的収束が保証 され てお り， 解の 探索 は頑健で ある。

　本稿 の 構成 は以下 の 通 りで ある．第 2 節で は，
一

般化加法モ デ ル を導入する ．あわせ て

従来用 い られ て きたモ デ ル の 問題点 を指摘 し，AFKS を用 い た GAM の 拡張を提案する ．

第 3節で は，Shen　et 　al．（2004）に したが い AMSC を導入 し，　 GAM に対する AMSC を定

式化する ．さ らに，EA に よる確率的最適 化法を用 い た AMSC の 最適化 を行 う．第 4 節で

は ， 数値実験 を通 じ提 案 された方法の 有効性 を検証 す る．

2 ． 一般化加法モ デル

　応答変 数 防 と p一次 元共変量 Xi．＝（X
’
、、／1 ，

＿ ，賜 p）
！
の n 　S．Eの デ

ー
タ ｛脇 ，

Xi ）｝塞⊥
が与 えられ

た時 ， 伝統的な線形 回帰モ デ ル は以下 の よ うに与 えられ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　yi − ，B・ ＋ Σ碗 砂 協 ・鐸 N （0 ，
σ

2
），
i　＝ ＝　1

，
＿

，
n ・　　　 （2．・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

　本節で は
， 以下 （2．1）を拡張 して 加法モ デル

，

一
般化線 形 モ デ ル を導人 し，最終的 に

一
般

化加法モ デル を定式化す る ．

2．1　 加法モ デル

　加法 （回帰）モ デル （additivc （rcgression ）model ）に お い て は ，（2．1）の 線形部分 防賜 」

が 以下 の よ うに非線形関数で 置 き換 えられ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　yi 一 β。 ＋ Σ！ゴ（卿 頻 ，
・浬 N （〔〕，

σ編 一 1
，
．．．

，
・
・n ．　　 （22 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」＝1

従 来 用 い られ た加 法 モ デ ル で は ，非線形 関数 み ゴ ＝ 1
，
＿

，p は 滑 らか な （例 えば，可測

で 二 階微分 可能な）関数 と され ， 散布 図平滑化 法 （scatterplot 　smoother ）を用 い て 以 下 の

後退 当て は め 法 （backfitti，ng 　algorithm ）に よ り推定 され る （Hastie　and 　Tibshirani（1990）

参照）．
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Algorithm 　1 ： 後退 当 て は め 法

　1・初 期化 ： 魚 ＝・r厂
1
Σ塾1 腕 ， 方 ＝

！2； 0
， ゴ＝ 1

，
…

，P ・

　2，ゴ＝ 1
，
，．．

，p に対 して
， 残差

　　　　　　　　　　　　　　 y 一
Σ f，（t・・k）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k≠．デ

　 を求め ，散布図平滑化法の
一

つ を用 い て Xj に 対 し て 平滑化 を行 う．

3．個 々 の fjが収 束する まで ，2 を繰 り返 す．

後退 当て は め法の 2 で用 い られる 散布図平滑化法に は様々 な もの が 考え られ るが ，例 えば，

V一滑化 ス プ ライ ン ，自然 ス プラ イ ン ，loessなどが 多い ようで ある．平滑化ス プ ライ ン の 場

合は，以下 の ペ ナル テ ィ 付 き残差 平方和 PRSS （Pellalized　Residual　Sllm　of 　Sqllares）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Tl．

　　　　　　　　　　PRss
・　

一 　E （属 酬
2
＋ ・1（f；！（ar））

2dx

　 　 （・・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ブニi

を最小 にす る ん と して 与 え られ ，こ れ は 鞠 を節点 とす る 自然 3 次ス プ ラ イ ン とな る

（Wood （2006）参照 ）．た だ し λ ＞ 0 は 与 え られ た定 数で
，　 fjの 曲 げ弾 性 に 対す るペ ナ ル

テ ィで ある ．

2．2　 一
般化線形モ デル

　
ー
般化線形モ デ ル （Gcneralized　Linear　Modcl ，

　GLM ）は ，線形回帰 モ デ ル （2．D の もう

一
つ の 拡張 と して 導入 され る ．GLM を定式化する ため ，（2．1）を以 「の 3 つ の 構成 要素に

分離 して 考 える （McCllllagh 　alld 　Nelder （1989 ））．

LM1 ： ラ ン ダム 成分 Y ＝ （Yl ，
．．．　

，
　Y

。
　）

i
の 各要素 は ，独立 に 期待値 E （Yi）＝

　　 iJ．、・i，
　i ＝ 1

，
．．，

，
n

， 分散 σ
2

＞ 0 の 正規分布 に従 う．

LM2 ： 系統 的 成分 共 変量 Xl ，＿ ，Xp ，　 Xj ＝ 価 ゴ，＿ 1 鞠 y は ，以 下 の 線形予

　　 測子 η
＝ （η1，

．．．
， 7］n．）

t を与える．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T］

　　　　　　　　　　　　　　η ・ ・β・ln ＋ Σ x 渇 ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

　　 た だ し，ln ＝ （1，．．．，
1）

f．

LM3 ： 連結 関数 E （Y ）ロ
μ

一 （μ1 ，
．．．，μ。 ）

t
と線形 予測 子η は，恒等変換 に よ

　　 り連結 され る ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ
；

η・
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この とき GLM は ，
　LMI

，
LM3 を拡張 して

，
以下 の 3 つ の 構成要素 に よ り定式化さ れ る ．

　　 GLM1 ： ラ ン ダム 成分 Y コ （Yl，＿ ，
Yrb）

’
の 各要 素 は

， 独立 に （1．1）の指数型

　　　　 分布族に従 う．

　　 GLM2 ： 系統的成分 共変量 x1
，
，．．

，
Xp

，
　Xj ＝ ＠lj ， ＿ ，鞠 ）

’
は

，
以 下 の 線形

　　　　 予 測子 η
一 （η1 ，

＿
， η几 γ を与 える．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　　　　　　　　η
一 ，B・1・n ＋ Σ x 訪

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

　　 GLM3 ： リン ク関数

　　　　　　　　　　　　9 （μ）； η　⇔ 　　9（tti）；η透，
i＝＝1

，
…　 ，

’
n，・

　　　　　た だ し g（・）は連結 関数 （link　fllllct，iOll）で あ り ，
二 階連続微分可能な狭義

　　　　　の ．単調関数．

　簡単化の た め
，

上 記構成要素 GLM3 にお い て 自然 リン ク関数 （canonical 　link　functioll）

を考え る と，（1．1）に おい て 　θ，
＝

η、
＝ 砺 ＋ Σ翆＝1 鞠 βゴ

で あ り，Y ＝ （Y／1 ，
＿

，
Yn）

「

の対

数尤度 は以 下 で与 え られ る ．

礁 一 一 ｛薬 醐 ・ 書・ ←（書蝸 ））・洞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．4）

ただ し ， x ．io ＝ 14 ＝ 1
，
．．．

，
π ．

　
一

般化線形モ デ ル の パ ラ メ タ β＝ （βo ，β1，
＿

，
　ffp　）

’
は 最尤法に よ り推定 され る ．βの 最

尤推定量 は
，

以下 の ス コ ア方程式 の 解 として 与えられる．

　　　　　　　　　　島・（β1・）一

鍾 ・・齢 ）一・

　　　　　　　　一 書《調噛 祠 一 呼 … ，一 ・

ただ し，Vi − var （Yi．）．ス コ ア方程式は一
般に βの 非線形方程式で あ り，βの 最尤解 は以下

に述 べ る繰 り返 し再重 み付 け最小 ＝ 乗法 （IRI　S ，
　iterative］y　reweighted 　least　squares ）に よ

り近似 さ れ る ．IRLS 法は ，ス コ ア 方程式の 解 をヘ ッ シ ア ン の 変わ りに フ ィ ッ シ ャ
ー
情報量

を用 い た Newton −Raphson 法 に よ っ て 求め るこ とに相 当 して い る．
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　　　IRLS 法

　　　　1．修正応答変数 （adjusted 　respollse 　variable ）

　　　　　　　　・
一

・ ・ （・鋼 絵， ・
一

・（ILi）一書吻 劣 ，
一 … 1 ・

　　　　　 を求め る ．

　　　　2．重 み 付け最小二 乗法 の た め の 重み 脚  ．，，」罵 s を，以下 の よ うに求め る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　い  一 　（
∂μ活

∂ηオ）
2Vi

　
1

　　　　3．修正応答変数 z を共変量 x 　 ＝＝（Xl ，
＿ 調 pγに 1・V の 重み付 きで 回帰する ．

　　　　　 回帰パ ラ メ タ βを更新す る．更新 され る βの 相対変化が小 さ くな り， βが

　　　　　 収束する まで こ の プロ セ ス を繰 り返す．

2．3　一般化加 法モ デル

　
一

般 化加法 モ デ ル （Generallzed　Additive　M 〔｝deL 　GAM ）は
，

一
般 化線型 モ デ ル の 構成 要

素 GLM2 ：線型予測子 η
幕 Σ雪一〔〕鞠 防 を加法的な予測子 で 置 き換えた もの で ある．すなわ

ち GAM にお い て は GLM の 構成要素 ，
　 GLM1

，
　 GLM3 はその ま ま踏襲 した上 で

，
　 GLM2

を以 下 の 要素 GAM2 で 置 き換え る．

　　 GAM2 ： 系統的成分 共変量 x 亅，
＿

，
Xp

，
　x

コ
ー ＠1ゴ，＿ 轟 ，ゴ）

’

は
，

以下 の 加法

　　　　　 的予測子 を与 える ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1）

　　　　　　　　　　　　　　　η・
− 9   一β・ ＋ Σゐ（嚇 　　　　 （2・5）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j− 1

　GLM と加法モ デ ル を合 わせ て GAM を定式 化 す る こ とに よ り ， 正規分布 に限 らず指数

型 分布族 に属す る多様 な確率モ デル に，データか ら直接非線型構造 を導人 する こ とがで き

る． これ によ り共変量 の 非線型性 をデ
ー

タ適合的に抽出 し視覚化で きる点で ， GAM は き

わ め て 有用 な統計 モ デ ル とな る ．

　
一

般化加法モ デ ル は ，以 ドの 局所 ス コ ア法 （local　scoring 　procedure ）に よ り推定 され る

（Hastie　and 　Tibshirani （1990）参照 ）．

　　　A 里gorithm 　2 ： 局 所 ス コ ァ 法

　　　　1．初期 化 ： βo
− g（n

− 1
Σ窪ユ yi）， 乃 ＝”− 0

， ゴ＝ 1， ＿ ，p．

　　　　2．五，
＿

，ん を用 い た IRLS ：1 ＝ O
，
1

，
＿ に対 して ，
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（a）修正応答 変数 （adjllsted 　respollse 　variable ）

　　　　　か ・1・ （Zl・・
一

・1）（鋤 ・η1− ・（・1）・・：：・・ ＋シ簡 ），

　　　　　μi− 9
− 1

（η1）4 − 1
，
＿

，
n

　　　 を求め る ．

　（b）重み 付 け最小二 乗法の ため の重 み 陥 ，
＿

，
耳  を，以 ドの よ うに求

　 　 　 め る．

　　　　　　　　　　　　　呵 一 （塑∂η．i）1（ザ
　 （c）後退 当て は め ：

　　　　i．初期化 ： 乃 ＝ 考＝ o
， ゴ＝ 1

，
＿ ，p．

　　　 ii．　j ＝ 1，．．．，p に対 して
， 残差

　　　　　　　　　　　　　　　　・
L

Σ！差幅 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k；．i

　　　　　を求め
， 散布図平滑化法の

一
つ を用 い て 賜 に対 して 鴨 に よ る

　　　　　重み 付 け平滑化 考
＋1

を求め る．

　　　iii．個々 の ノ1が収東す るまで ，（ii）を繰 り返 す．

3，△ げ
＋ 1

， ηりが収束す る まで ，2 を繰 り返す．た だ し

　　　　　　　　　　・（州 ）一

Σ

亀捻 1
型

375

なお ，局所 ス コ ア法 2（iii）に お い て ，散布図平滑化法 に 3 次 の 平滑化ス プ ラ イ ン を用 い

た場合 ， 局所ス コ ア法は以 下 の ペ ナル テ ィ付 き対数尤 度最大化 と等価 で ある （Hastie　and

Tibshirani　（1987））．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 TL　　　　　 　　　　　　　　 P

　　　　　　　　　　　薯・・細 ・翹 ｛f；’（t）｝
2dt

． 　 　 （26 ）

2．4　 一
般化加法 モデル の 問題 点 と その拡張

　前項で 定式化 した一
般化加法モ デ ル は

，
デ

ー
タか ら直接 そ の 非線型 な構造 を抽出 し多

様 な確率分布に従 う統計 モ デ ル を推定で きる点で ，きわめ て有用で ある．しか し従来用 い

られ た GAM にお い て は
， 加 法 的予測 子 η

； ，So十 Σ写＝1 ん＠の に用 い られ る非線型 関数

ん，ゴ＝ 1
，
＿

，p は滑 らか な関数で ある と仮定 さ れ
， 個別 に loessや 平滑化 ス プ ラ イ ン な ど

の 散布 図 平滑化法 に よ っ て 推定 され る と想定 され て きた．

　 したが っ て
， 真の モ デ ル に お い て

， 乃 に 不連続点や微分不 能な 点が 存在す る 場合 ， あ る

い は fjの 滑 らか さが局所 的 に変化す る場合，従来用 い られ た GAM に よ る推定は ， 卜分機

能 しな い 可 能性が あ る．以 下 の 例 を考 える．
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．
　 　 　 　 −

　
I
　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　 I

　 　 　 　 　 へ

嬬
…　　

II

曳．
．

　 L −　．

・ ・「
一

「

零　　　　
．

舅 一　　　．

団

　　
．』
bl

Bump

」⊃

11

矧一∫．、L’　1丿L

　　　　　　　　　　　 …　 s

　　 。。　 。2 　 。4 　 n6 　 ee　 1。　　　 。．〇　 三！　 。1
−

Ufi 　 。e　 、。
．

　 　 　 　 　 　 xl 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 H2

貞 の 回帰関数 （左 ：doppler，右 ：bump ，実 線） と推定 さ れ た 匝li線 （点線 ）

2．4 ．1　　数イ直｛列

　こ の 数値例 は・ty ＝ f十 C
， ！＝ fdopplcr十 fbllmpの 加法モ デ ル か らな る ．ノヒ。ppier ，

　fi，，］Tnl ，
の

テ ス ト関数は，Dc）iiohe 　and 　Johnstone （1995 ）か ら と っ た．

　　　　　　　　　y ；f（x’1，
　tc2）＋ E

，
　c 廻！＞（0，

1），
　x1

，
z2

，
＝ 〔）．01

，
0．02

，
．．．

，
LOO ．

　　　　　 撫 1 ，
詔 2）； ん。pp！。 r岡 ＋ ノh 、1mp （．T2 ），

　　　　　畆 PP ・ ω 一 面 両 … （
　　1 十 〇．05
2π

　　：1； 十 〇．05），

　　　　　翩 一 か・鬪 κ （の 一 （1 剛 ）／・・

　　　　　　　　（tゴ）
＝ C1，

．13
，
．157．23，．25，

．40
，
．44

，
．65

，
．76

，
．78

，
．81），

　　　　　　　 （hゴ）＝ （4 ，
5

，
3

，
4

，
5

，
4．2

，
2．1

，
43

，
3．1

，
5．1．4．2），

　　　　　　　 （w ．ゴ）二 （．005，
，005

，
．006．．01．．〔〕1

，
．03，．01 ，

．01
，
．005，．008，．005），

上 記 の 数値例 か ら得 られ たサ ン プル デ
ー

タ に対 して ，従来用 い られ た GAM の 当て はめ を

行 っ た．解 析 に は統 計解析 パ ッ ケージ R2 ．9．2 （R 　Devcloprncmt　Core　Tea．m （2008 ））の

mgcv パ ッ ケ
ー

ジ （W60d （2006 ））を用 い た．平 滑化 に は 3 次平 滑化ス プ ラ イ ン を用 い ，平

滑化パ ラ メ タ は GCV の 最小化 に よ り決定 した ．

　図 1 左 に は d（，ppler， 右に は bump を図示 して い る ．真 の 関：ft　fd。ppl。， ， ノb。mp は実線で ，

推定 され た平滑 化曲線 は点線で それ ぞれ 示 して い る ．図左の doppler 関数 におい て は，　x
’
1 ∈

（0。5」．0）付近で は ，推
’
定された平滑化 曲線は 比較的真の 関数の 近 くにあ るが ，（0．O ，

　O．5）の

範 囲で は推定 され た 曲線は 真の 関数に 追随 で きて い な い ．Doppler 関数は定 義域 の 全域 で

微分可 能 な滑 らか な関数で ある が ，局所的に振幅の 程度が 異 なる ．　
・
方 doppler関数の 推

定に 用 い られ た 平滑 化ス プ ラ イ ン は
，

ペ ナ ル テ ィ付 き残差平方和 PRSS （2．3）の 最小 化 に
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よ っ て得 られ る ．すなわ ち平滑化ス プ ラ イ ン の 平滑化の 程度は
， 定義域 の 全域で 平滑 化 ペ

ナ ル テ ィ λによ り
一

律 に制御 され る． こ の こ とが ， 推定 され た平滑化曲線が真 の doppler

関数の 局所的な変動 を捕 らえ られ なか っ た理 由で ある ． ．・
方図 1 右の bUlnp 関数 に お い て

は，推定 され た平滑化曲線は真 の bllmp 関数の 推定 に明 らか に失敗 して い る ．こ れ は，真

の bump 関数が微分不能な鋭い ピー
ク を有 して い る の に対 して ，推定に用 い た平滑化ス プ

ラ イン が 滑 らか な曲線 しか表現 で きない こ と に理 由が ある ．

2．4 ．2　 一
般化加法モ デル の 拡 張

　前節で 見た とお り， 従来用い られ て きた 般 化加法モ デ ル は
， 推定対 象の 加法モ デ ル に

不 連続点や 微分不能な点な ど不均
一 な滑 らか さが 存在する 場合 ， 有効 に 機能 し な い ． こ

の 点 を改善 す る た め
， 本研究 で は非 線型 変換 ん， ゴ； 1

，
＿

，p に多重節点を持 っ た可 変節

点 ス プ ラ イ ン （Adaptive　free−knot　spline
，
　AFKS ）を導入 し，不均

一な滑 らか さを持 つ

関数関係 を表現で きる よ うに GAM を拡張する こ とを提案す る ，以 下 で は 簡単化の ため
，

x
，
ij ∈ （0 ，

1），

，i ＝ 1
，
．．．

，
n

コ ゴ＝ 1
，
＿

，p とす る．

　
一

般 に ，節点配列 （kno七 sequence ）t ＝ （tl，
＿ ，tk）， 0 ＝ 　to〈 tl≦ …　≦ tk＜ th＿1 ＝ 1

を持 つ 7n （m ≧ 1）階 の 可 変節点ス プ ラ イ ン s （x ）（た だ し
， 節点位置 tlに お い て kz（kl ≦ m ）

の 多重節 点 を持 つ とす る）は，各区間 匝，
tl＋ 1］上 で の π 瀞皆区分的多項式 と定義 され る．ス

プ ラ イ ン 関数 は節点位 置 tt上 にお い て Pz ＝ （伽 一 1）− kt）次連続導関数 を持 つ ．ス プラ

イ ン 関数の 節点の 総数 k は k ； Σ告勧 く （n 　
一

　rrL）を満 たす ．ただ し kD は異 な る節点の

数 通常用い られ る ス プ ライ ン の 階数 は π ＾ ； 4 で あ り，こ れは い わゆ る 3次の ス プ ラ イ ン

関数に相当す る．

　ス プ ラ イ ン関数 は，以下 の切 断幕基底関数 （truncated 　power　basig，　 function）に よ っ て基

底展開され る，

｛x
」

， ゴ ＝ 0
，
．，．

，
rn − 1； ＠ 一舌）曽

一
丿）

， ブ； 1
，
＿

，
kt

，
ど； 1

，
＿

，
k｝

た だ し （・）＋ ＝ max ｛・， O｝．切 断冪 基底関数 を用 い た表現は 単純で 直感的に も理 解 しやす い

が ， 数値計算の 際 は しば しば不安定で あ り， 悪条件に な りや す い ．実際の 計算 に は
， 以 下

の 正規 化 B 一ス プラ イ ン基 底 （normaiized 　B −spline 　basis）｛Bl（m ；t），
τ＝ 1

，
＿

，
k 十 rre｝を

用 い て
，

ス プ ラ イ ン 関数を表現する ．

Bt（．r ：t）＝ （tt　一　tl＿m ）匝＿
跏

．．，
，胡（・一．T） 

一1
，
　Z　＝＝1

，
．，．

，
k ＋ 視 ．

ただ し，［tt−．，n ）
＿

，
ti］g は関数 g の 7n，階 の 差分商 （dividcd　difference），舌F 　fmi

。〔、、、。 。 （1．o），k＋ 1）；

〜＝ 1 − m ， ＿ ，
k ＋ m で あ り，tl＿m

− … ＝ to ； 0
，
　th＋ 1 ＝ …

； tk
＋，，、

＝ 1 は外部節 点

（external 　knots）で ある ．　 B 一ス プ ラ イ ン基 底は帰納 的に 定義 され ， 高速か つ 安定的な計算

が 可能 で あ る （de　Boor （2001）参照）．
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　回帰モ デ ル

　　　　　　　　　　　　　 Yt ＝ 3（．Ti ）十 Ei
，
　i＝ 1

，
．．．

，
n

，

に お い て
，

ス プ ラ イ ン 関数 5 （x ）； Σ二猶
π み

α 1易 ＠，
t）に よ っ て 同帰関数 ガ を推定す る場

合，回帰ス プ ラ イ ン 推定量 din（2；，
　h）＝ Σ告

厂厂占

禽 B ε＠，
t）は （重 み付 き）最小二 乗 法で 推定

され る ，

　　　　　　　　　　　。 ，畤 （
　 　 　 kt ’rn

Yi一
Σ 嵎 （mi ，

t

　 　 　 t＝1

））
2

・ 　 （・ ・）

　た だ し ，
dl は α ！ の （重 み 付 き）最 小 二 乗 推 定量 で あ る ．ス プ ラ イ ン 関数 ．s（x ） ＝

Σ⊃麺沼α ど易 （x ，
t）の チ ュ

ー ニ ン グ パ ラ メ タ は h ＝ （t，
k）で あ り ， h が 与え られ れば （3．2）

を通 じて s（‘r）の 形状 は
．
意 的に 決定 され る ．

　本稿 にお ける GAM の 拡張 にお い て は
，
　 GAM 推定の た め の 局所ス コ ア法 （Algorithm　2）

2（iii）の 後退 当て はめ （bacrkfit・ting　algorithrn ）にお い て
，
−L記 の 多重節 点を持 っ た可 変節 点

ス プラ イ ン （AFKS ）を適用す る こ とで ，デ
ー

タの 非線型搆造 を抽出する こ とを試み る ．ス

プラ イ ン 関数の チ ュ
ー ニ ン グ パ ラ メ タ h の 最適化 に は ，次節で 導入 する適応型 モ デ ル選択

基 準 を用 い る ．

3．　 適応型 モ デル 選択基準

3．1　 指数型分布族 に対す る適応型モ デル 選択基準

　応答変数 Zliと p一次元共変量 Xi が与 え られ た と き
，

．
般 化加法 モ デ ル の パ フ ォ

ー
マ ン ス

は
， 局 所 ス コ ア法 （A ！gorithm 　2）2（iii）の 後退当て は め に散布 図平滑加法 を適用す る際の

チ ュ
ーニ ン グパ ラ メ タ に よ っ て 決定 され る ．例 えば，平滑化 に平滑化ス プラ イ ン を用い た

場合 ， 共変量 x
，

の 平滑化 はペ ナ ル テ ィ 付 き対数尤 度 （2．6）の 最 大化 に よ っ て 行 わ れ る が ，

その ため に は平滑化パ ラ メ タ λ1 ，
．．．

，
λp

の 適切 な選択 が必要 で ある ．

　従来用 い られた GAM で 頻 繁に 用 い られ る モ デ ル 選択基準 に は CV （Cross　Validation），

GCV （Generalized　Cross　Validat，ion），
AIC な どが あ り， それ ぞ れ 以下の よ うに与え られ る．

　　　　　　　　　　　　・v 一 毳£ ・ 瞬 ）1
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i−．．l

　　　　　　　　　　　GCV 。 麦Σ：LI　D 瞬 ∂
．

　　　　　　　　　　　　　　　 ｛1 − tr（R ）fn｝2 ’

　　　　　　　　　　　　AIC 一去書・ （卿 ・・ （R ）・／n ・

ただ し
，
D （y ；μ）＝ Σ廴1

　D （Yb　tLi）； 尤離 度 （deviance），ρゴ： ゴ番 目の サ ン プ ル を除 い た

デ
ータで 推 定 した 第 乞応答変数の 推定値，R ： 局所ス コ ア法 の 後 退 当 て はめ にお け る重 み

付 き加 法 モ デ ル の 射影行 列 ，で あ る ， これ ら CV
，
　GCV

，
　AIC 等をチ ュ

ー ニ ン グパ ラ メ タ

N 工工
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に 関 して 最小化する こ と で ， 自動的なモ デ ル 選択が行われ る ． しか し
，
GAM に 限らず非

線型 モ デル の 選 択 に お い て CV ．　GCV は しば しば不安定で あ り （Efron （1983 ），　Hastie　and

Tibshiralli（1990，3．4．6 節）），加法モ デ ル にお ける モ デ ル 選択の 問題 は い まだ ト分 な検討

が 行 われ て い な い （Hastie　and 　Tibshirani （1990 ，
6．9 節））．

　本稿で は
，

一
般化加法モ デ ル の モ デ ル 選択 に対 して 適応型モ デ ル 選択基準 （AMSC ，

　Adap −

tive　Model 　Selecti。n （】riteric ）n ）を用 い たパ ラ メ タ の 最 適化 を提案す る ，　 AMSC は Shcn

et 　al．（2004）に よ り
，

指数型分 布族 に対す るモ デ ル 選択基準 と して 導入 され
，
　 Miyata 　and

Shen （2003，
2〔〕05）に よ り可 変節点ス プ ラ イ ン の 節点最適化 に応 用 された．　 AMSC は Shen

et　a，Z．（2004 ）に従 い
， 以

．．
ドの よ うに定式化 され る ，

　i ＝ 1
，
＿

，
n に対 して

， 焦
＝ E （巧）に対す る個 別の 推定量 Petの パ フ ォ

ー
マ ン ス は ，μ｛

の

砺 に対する個別の Kullback−Leiblcr損・失

　　　　　1嫻 1・gtt
’li：lzi，3d， 一 （・（t・・）…i ＋ ・ （μ∂）

一
（・（n・i）t・・　＋　a （ai））

によ っ て評価 される．右辺第
一

項は推定量 畠 に依存 しない の で無視する と
， 個別 の Kullback −

Leibler損失 は 一φ（Pi）LLi一α （ili）− m （yi）に よ っ て 定義 され る ．こ れ を i ＝ 1
，
＿

，
n に つ い

て 合わせ る こ とで
， 比較 Kullback −Leibler損失 ，

　K （μ ，μ）を以 下 の よ うに 定義する．

　　　　　　　　獅 ）一
一k£ （蜘 ＋ ・ （・∂・ ・綱 ）

　　　　　　　　　　　　　　　 
1

　　　　　　　　　　　　＝ n
’1

Σ（（− logP （醐 の）＋ φ  （ya一
μ∂）．　　　 （3．1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

K （μ ，μ）を μi に関 して 最小 化す る こ とで最適 な推定量が 選択 され るが ，K （μ ，μ）は未知の

μ を含ん で い る ため
，

こ れ を推定する必要が ある ．K （μ ，μ）の推定量 と して ，以 下の ク ラ ス

の 統計量 を考える．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 71　

　　　　　　　　　　　　　　　
一
Σ 1・9P 騨 の＋ ・ ・　　　　　　　 （3．2）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1、− 1

（32 ）に は
，
AIG

，　BIC などが 含まれる．　 AMSC にお い て は
，
　Kullback −Leibler損失 K （μ ，

　ft）の

最良の推定の た め
， 以下の 基準 に よ り K （μ ， μ）と （32 ）の ク ラ ス の 推定量 の L2一距離 （；MSE

（mean 　squarcd 　error ））を最小 にす る κ を選択する．

　　　　　　　　　坤 一
1

（
一

書… （
’
・・IPti）・→］

2

　　　　　　　　　　一

屮
磁 （

　η「

Σ φ（f）i
z＝⊥

）（岡 一

→
2

・

簡 単な計算か ら
， 最 適 な ペ ナ ル テ ィ κ は ，以下 の よ うに与 え られ る ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　D （M ）　一：　Zh，（μ）一 Σ　Edi（P・）（IUi一μの一Σ C ・v （φ（μの，4∂　　 （3．3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1　　　　　　　　　z＝l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
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E φ（μi）（yi　
一

　”・i）に つ い て は
， 以 下 の 別 表現 が知 られ て い る．

　定理 3．1　Shen 　et α1．（2004 ， 定理 1）

任意の μ に対 して
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l　　 d

　　　　　　　　　　
h・（μ）＝ E φ（β轟

一
μ∂＝

φ
・

  薦
E φ（爾

　　　　　　　　　　　　一 ・掴 孟蝋 ），
・− 1

，
・

…

’
…

　D （M ）＝ Σ；L1煽 μ）を （3．2）に代 入 して
， 最終的に適応 型モ デ ル 選択基 準 （Adaptive

n1 〔〕del　select ：ion　criterion
，
　AMSC ）は以下 の ように定義 され る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　A］，・ISc　＝ ＝　一　21・9P 瞬 の＋ Σ E φ（μ・）（Y・・　
一

・L・・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝1　　 　　 　　 　　 　　 　 ・itl
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

’
n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　

　　　　　　　　　　　　一 一
Σ 1・9P 騨 ∂＋ Σ C ・v （φ（ρの，yi）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1　　 　　 　　 　　 　　 　 z
− 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　
− 一

署
・・醸 ）・

Σ
・掴 孟・ ・（1）i）・ 　 岡

AMSC の 第二 項 D （M ）は，依然 と して 未 知 の 積分 E φ（β1）（跳
一

μのを含 ん で い る ．　 Shen

et 　a，i．（2004 ）に従 い ，　 D （M ）は以下 の Mollte　Carlo 近似 に よ り推定され る ． （Shen　and 　Ye

（2002）も参照）

　　　Algorithm 　3 ： Monte 　 Carlo 　simulation 　for　AMSC

　　　　1，以 下 の 通 り擬似応答変tw　Yi’ ，
　i＝ 1

，
．．．，

・n を生 成す る ．

　　　　　姻 徽篇 膿黙 馨
指数型分布族 に属す る勸 の 場合

　　　　　 Yi＊

＝ Yi．十 丁 （yli
− Yi），

0 ≦ 7 ≦ 1・

　　　　2．ηP）蛇 ！（Y、．
・

鶤い 一 1
，
．．

．
・ 昭 一 1

，
＿

，
T ．

　　　　3，β（η｝
の
），

毫 ＝ 1
，
＿

，
Tl、ゴ＝ 1，，，．、T を求め

，

　　　　　　　　　　　　Sa− 。 …1赱（φ（醐 ）一両ぐ・｝・L ・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j＝1

　　　　　とす る．た だ し η尸 四 Σ影、癨の
ゑ 一Σ孔1 φ（画 ！

ゴ｝
））・

　　　　4．D （iV ）を以 下 で 近似す る ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　D（M ）一 去）払．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
T
　i− 1

　　　通 常 丁 ≧ π ， Trw 〔〕．5 とす る．
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3 ．2　 一
般化線型 モ デ ル ・一般化加法モ デル に 対する適応型モ デル 選択基準

　本節で は ， 前節 （3．4）で 定義 した適応型 モ デル 選択 基準 を ，

一
般 化線型 モ デル

，　 般 化

加法モ デ ル に 対 し て 適用する ． まず ，

一
般化線型 モ デ ル （GLM ）の 対数尤 度は （2．4）で 与

えられ る か ら
，
GLM の 比較 1〈ullbaek −Leibler損失 ，

　K （μ ，μ）は以 下の ように表現 され る．

　 　 　 　 　 　 　 　
’ri

K （μ ，μ）一一
・厂

’

Σ（・（酬 ・汁 ・ （ft∂＋ 晦 ））
　 　 　 　 　 　 　 　 z＝1

　　　　一躊 （書齲 ・ ・ ←（洞 ）・ 咽 ）
　　　　一パ 信購 β）憂

一

略司
したが っ て

，

れ る ，

一般 化線型 モ デ ル に対する AMSC の ペ ナル テ ィ （3，3）は 以下 の よ うに与えら

　 　 　 　 　 rt　　　　　　　　　 n 　　　　　　　　　　　　P　　　　　　　　　　71

D （M ）一Σ／姻 一Σ恥
一

μ・）Σ鞠 窃一Σ C ・v （9
− 1

（ρの，yi）・

　 　 　 　 7＝⊥　　　　　　　　 iLl 　　　　　　　　　　 7＝1　　　　　　　　 7t＝1

（3．5）

特 に ， 散 布 度パ ラ メ タ （dispersien　parallletcr）が ゴ＝ 1
，
．．．，．

’
rt，に依存 しな い 場合 （ロ ジス

テ ィ ッ ク 回帰 ，
ポ ワ ソ ン 回帰），GLM に対 す る AMSC の ペ ナル テ ィ は以下 の 簡便な表現 を

得 る ．

　定理 3．2　応答 変数 》t が ベ ル ヌ
ーイ分布 もし くはポワ ソ ン 分布 を持 つ とする．こ の とき，

一
般化 線型 モ デ ル に対 す る適応型 モ デ ル 選 択基準の ペ ナ ル テ ィ は

，
以 ドの 形で 与え られ る ．

卿 ）一 ≦恥 祠 書鵬 一

緩 ・ e駕）・ （3．6）

　証明 3．2　腕 が ベ ル ヌ ーイ分布 に従 う場合 に つ い て 証明する ．（ポ ワ ソ ン分布の 場合 も

同様 で あ る ．） ロ ジ ス テ ィ ッ ク 回帰の 場合 tJ，v は二 項 分布 B （1，T］i），
0 く pz ＜ 1 に 従 う．

た だ し μ・
＝ E （巧）＝ Pi） 姥 ＝ var （陽 ）＝ P・i（1

− Pの，φ（μ，）一
ηi ＝ log（Pi／（1 −

　Pi）），
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α （IL，／）＝ log（1
− pの ＝ − log（1 十 eOPi），

　m （y．、：）＝ 1． こ の と き，

　 ∂　　 ．

砺 IE（防）

一

昇
・

昇喘漁・（醐 ）

　　
一

萼⊇　
・

蔦⊇β・毒e… p｛書y
≡≦≧蝸

一
ト≦＿i

− （9
− 1

（≡≦⊇嚇 ））＋ 書一 （y・i）｝
一

甼
…

昇傷｛書賊 ・ 書議・ （・
一

く書嚇 ））｝真齢 ）

一

甼 昇ん書（一 頑 ・（鯛 一 ・ ［書（y・
一
脇 叫

た だ し
，

　　　諺・ （9
− 1

（書嘱 ））一螽｛
一

  （1 ＋ e
’
…
）｝一

「 肇講 嵩蝸

　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　
＝ − Pimij ＝ 　

μ湛 勿・

　
一

般化加法モ デ ル の 加法的予測 子 （2．5）が，ス プラ イ ン 関数 β（・り一 Σ然、

’π

α 渦 ＠，t）を

用 い て以 下 の ように 表され る とす る ．

　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 P 　　　　　　　　　　　　 P 　勺 tm

　　　　　　η・
− y   一 ，・3・　＋ Σ ・・幅 ）一蘇 Σ Σ 塵 B 鵡 ゴ，

七ω ），　　 （37 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」

一⊥　　　　　　　　　　　　　、ブ＝l　 l＝／

た だ し，んゴ
： 5ゴ

の 内部節点 （int・ernal 　knot）の 個数 ，　 t｛j）
： Sj の節点配列．こ の とき GAM

の 対 数尤度 は 以 下の よ うに な り，tC」）が
tJ一え られ れ ば形式的に GLM の 対数尤度 と同 じ形

に な る ．

　　　　　1　＝＝｛書《燻 署・臨 tω
））

　　　　　　・1− 1

・ ←（酬 ・書讐・臨 画 ））・雲姻 ｝
よ っ て

，
GAM に 対 する適応型モ デ ル 選択基準の ペ ナ ル テ ィ は ，　 GLM の 場合 と同様以 下の

よ うに 字え られ る．

　 　 　 　 　 　 n ．　　　　　　　　 rt　　　　　　　　　　 P 　k，1 十
’rn 　　　　　　　　　　　　　　　 n

D （M ）一Σ娠 μ）一Σ恥 一 1・∂Σ Σ ∂！ゴ煽 幅 t（ゴ））一Σ C ・V （9
−

’
（P・　D ，

　：yi）．

　 　 　 　 　 　
’i＝1　　　　　　　 i＝1　　　　　　　　　 ゴーQ　 l＝1　　　　　　　　　　　　　　　

’t＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．8）
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定理 3．2 と同様 ，
ロ ジス テ ィ ッ ク回帰 ，

ポ ワ ソ ン 回帰の場合，GAM に対する AMSC の ペ

ナ ル テ ィは 以下 の 簡便 な形で あた えられ る ．

　定理 3 。3　応答変数 跳 が ベ ル ヌ ー イ分布 もしくは ポ ワ ソ ン分布 を持 つ とす る． こ の と き，

一
般化加法 モ デ ル に対する適応型モ デ ル 選択基準の ペ ナル テ ィ は

，
以下 の 形で 与 えられ る ．

孵 シ圓 潔 魎 … ）一

書署議孵
・
） 岡

　証明 3．3　省略

　結局 ， 非線型変換 乃 に 多重節点を持 っ た 可変節点ス プ ラ イ ン を導入 した GAM の 推定

は
，

上 で 与 えられた GAM に対す る適応型 モ デ ル 選択 基準 を，モ デ ル の チ ュ
ーニ ン グパ ラ

メ タで ある節 点配列 tω
，」＝ 1

，
．．．，p に つ い て 最 適化す る こ とで 行われ る．モ デ ル 推定の

詳細 は
，

以 下 の よ うに 要約 され る ．

　　 Algorithm 　4 ：
一
般化加法モ デ ル に 対する適応型モ デル 選択 を用 い た推定

　　　 1．固定 され た λ ＞ 0 に対 して
，

一
般化加法モ デ ル を推定す る．

　　　 2，局所ス コ ァ 法

　　　　　（a）初期化 ：
，
3a − 9（n

− 1
Σ1」融 ）， ん ＝ ” ＝ 0

， ブ ＝ 1
，
…

，P・

　　　　　（b）！1，．．．，fpを用 い た TRLS ：1 ＝ ，〔〕
，
1

，
＿ に 対 して ，

　　　　　　　 i．修正応答変数 （a 両usted 　response 　variable ）

　　　　　　　　　　考一

・1・ （・1 −
・1）儲）IT ・籀 （’4）＋ 書細

　　　　　　　　　　μi− 9
− 1

（η1），

　　　　　　　　　を求め る ．σ＝ L ．．．，n ）

　　　　　　　 ii．重 み付 け最小 「 乗 法 の た め の 重 み vv1
，
．，謡 鷲、

を，以下 の よ うに

　　　　　　　　　求め る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　嘘 （
∂μ1

∂η、）1働 『’

　　　　　　　 ili，重み付 き後退当て は め ：

　　　　　　　　A ．初 期化 ： fj一刀．・　O
， ゴ＝ 1＿ ．

，p ．

　　　　　　　　B ・唇 1
，
…

，P に対 して 識 差 ・1− ・1一Σ葡 ！迄（痢 ，
震 1

，
…

，
TL

　　　　　　　　　　を求め
，

以 下 を最小 に す る節点配列 tl を求め る ．

　　　　　　　　　　　燻 呵 Cl窰輪 め）  ・ m ）ゲ・ （3・1・）
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　 　 　 　 　 　 託1

真 の 回 帰 関数 （左 ：⊂LoppLer，右 ：bllmp，実線）と推定 され た 曲線 （点線）

1
il l

　 il　　　 　 　

拠！
　

o己

xzo

δ

　　　　 C ，個 々 の 考が 収束す る まで ，B を繰 り返す．

　　　　　△（r］
111

，Tll）が収朿す る まで
， （ii）を繰 り返す．た だ し

　　　　　　　　　　　　・ （樹 ）一

Σ

響隔型

3．Algorithm　3 に よ り， 固定 され た λ ＞ 0 に対 して 最適化 され た モ デ ル の

　 AMSC を求 め る．

4．1 〜 3 を繰 り
．
返 し，AMSC を最小 化す る λ ＞ 0 とそれ に対応す る最適 な

　 モ デル を探 索す る ．

（3．10）にお ける最小 化問題 は ，補 遺 に示 す遺伝 的 ア ル ゴ リズム を用 い て最適 化す る ．

4．　 数イ直イ列

4 ．1 　シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン

　本 節 で は 2．4，1節 に お い て 取 り上 げた数値例 を用 い
， 提案 した方法の 有用 性 を数値 実験 に

よ り検証 す る ．数値実験で は
， 従来用 い られ た GAM （3 次平滑化 ス プ ラ イ ン を用 い

，
　GCV

に よ り平滑化パ ラ メ タ を最適 化す る）と今回提案 した可 変節点ス プラ イ ン を用 い た GAM

を推定 し，f＝ f、i。ppl 。 ， ＋ ん 。 mp ， 、fi。 ppl 。 ，，／b、、mp それぞ れの パ フ t 一
マ ン ス を平均二 乗誤差

（lnean 　squared 　error
，
　MSE ），

　n
’− 1

Σ⊃L ｛μz
一

ノ（x
’
1．i，

：c2i．）｝
2 を用 い て 比較 した．計算量 を減

らす た め ，Algorithm　4 にお け る繰 り返 しは それ ぞ れ 5 回 と した．真の 関数 と推定 された

曲線 の 例 は図 2 に示 され る ．100 回の 数値 実験 に よる 結果 は
， 表 1 に ま とめ られ て い る ．

　 表 1 か ら
， 適応型 モ デ ル 選択 基準 を用 い た場合モ デ ル 全体 と bump 関数の パ フ ォ

ー
マ ン

ス は
， 「Z滑化ス プラ イ ン を用い た場合 よ りよ い 結果を示 して い る ． また，図 2か ら ， dopp】er

関数 ，
bllmp 関数の 双方 に お い て

，
お お むね真 の 関数の 特徴 を捉 えた推定が行 われ て い る．
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表 1

MSE 　　　DQPPlcr　　BurrLP

GAM （smoothing 　spljne ．　GCV ）　 ↓67．949　　36．274　　192．366

GAM （AFKS ，　AMSC ）　　　　　　 43．454　　43．294　　 28．933
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回
図 3 　脊 椎 後湾 症 （kyphosis） データの 散布 図

　図 2 左 ，doppler関数の （〔〕．5 ，
1．0）付近の 領域 に お い て ，可変節点ス プラ イ ン を用 い た

GAM に よる推定曲線が真の 関数 を離れ て 平坦 な形状 を示すの は
，
　GAM の 後退当て はめ に

お い て fj，ゴ＝ 1
，
＿ ，p を逐 次的 に平滑化 す る こ とに よる と思 われ る．す な わち，後退 当 て

は め にお い て は
， ！駕 Σ⊃ゐ が達成 されれ ば

， 必ず しも fj　fY 　fjとなる とは 限 らな い ため ，

個 々 の 乃 の 振幅が小 さ くプ ロ フ ァ イル に 特徴が な い 場合 fjは全休 と して 平坦 に なる傾 向

が あ る ため と思わ れる ．

4 ．2　 脊柱後湾症デ ー
タ

　本節 で は，提案 され たモ デ ル の 実デ
ー

タ の 応用例 として
， 脊柱後湾症 （kyphosis）デ ー

タ の 解析 を取 り Eげる （Chambers 　et　al， （1992））．脊柱後湾痒 デ
ー

タ は背骨 の 矯正 手術 を

受けた 8／症例の 子供か ら得 られ た もの で
，
Kypb 吐｝sis ：術 後脊柱後湾症の 有無を表わ す二1値

変量 ，
Age ：子供 の 生後 月例 ，　 Number ：手術 した脊椎 の個数，　 Start：何番 H の 脊椎か ら先

を手術 したか を表す数値 ，
の 四 つ の 変量 か らな る ．脊柱後湾症 デ

ータ は統計解析 パ ッ ケ
ー

ジ R の rpart パ ッ ケージか ら入手可能で あ る ．デ
ー

タ の 散布図 を図 3 に示す．

　本解析で は 脊椎後湾症 の 有無 に対す る ロ ジス テ ィ ッ ク判別に
一

般化加法モ デ ル を応用す
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図 4 　 脊柱 後 湾 症 デ
ー

タ に 対 す る GAM に お け る AMSC

表 2

無 有

FALSE ．

TR しil：

61389

る が ， 計 算 を簡 単にす る た め Age の み に 非線形 変換 を施 した以 下 の モ デ ル を考 える ．

1・9 （、≒）一 ・ ＋ ・（x ・i・）慨 … 幅 ・，
・− 1

，
… 181 ・

た だ し
，

Ti．：脊柱後湾症有の 確率 ，
　 x

，11 ：Age
， 賜 2 ：NuiIlber

，
：］i3 ：Start．図 3 の

．
散布図か

ら 明 らか な通 り，
Age と Kyphosis の 間 に は微分不 能な 点の よ うな大 きな構造変化 は認め

られ な い ．その た め Age に対する 変換に は 多重節点を持た な い 等間隔節点の ス プラ イ ン変

換 を想定 し
， 白由度 を変 える こ とで 平滑化の 程度 を調節 した ．提 案 した モ デ ル に対 す る 比

較 の 対 象 と して は
， 従 来用 い られ た GAM （3次平 滑化ス プ ライ ン を用 い ，　 GCV に よ り平滑

化パ ラ メ タ を最適化す る ）に よる Age の 平 滑化 を採用 した ．ス プ ラ イ ン変換 ．s’（；1；？11）に お け

る 自由度 を df　＝　3
，
，．．

，
7 に変化 させ ，それぞ れ Algorithm　4 に よ り AMSC を求め た 結果

を図 4 に示 す．計算の 結 果 ， 自由度 3 の 場合 に最 も小 さ い AMSC を持 つ 最適 なモ デ ル が得

られ た ．

　 GAM を用 い た ロ ジ ス テ ィ ッ ク判別 の 結果 は
， 表 2 に ま とめ られ て い る．従来法に よ る

もの も今回提案 した方法に よ る もの も同 じで
， 誤判別率 は （3 ＋ 8）／81 − 0．1358 で あ っ た ．

　子供 の 月齢 に対す る ス プ ラ イン 平滑 化の 予 測値 は 図 5 に示 され る ．図 5 に お い て は提案
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図 5 脊柱後 湾 症 データ に対 す る GAM に お け る月 齢 に 対 す る平 滑 化 ，実 線 提 案 した方 法 に よる 平 滑化 ，点 線 ： 従

来用 い られ た 3 次平滑化 ス プ ラ イ ン ，。 ： 脊 柱 後湾 症 が な い チ供 の 月齢，半 ： 脊 柱 後湾 症 が あ る ∫供 の 月齢

した方法 に よ る平滑化が 実線で
， 従来用い られ た 3 次平滑化ス プラ イ ン が点線で 示 され る．

また 脊柱後湾症が ない 子供の 月齢 を 。 で
， 脊柱後湾症が ある子供の 月齢 を ＊ で 示 した ．

　判別の 結果は今回提案 した方法 も従来法 も同 じで あ っ たが，図 5 か ら明らか な通 り脊柱

後湾症 が存在 しな い 月齢 160以 上 の 領域 で は提案 された方法に よる平滑化が よ り小 さな値

を予測 して い る の に対 し ， 脊柱後湾症の 存在する 月齢 160 未満の 領域で は よ り大 きな値 を

予測 して お り，
AMSC に よ り平滑化 パ ラ メ タの 選 択 を行 っ た ほ うが デ

ータの 実 態 に合 っ た

モ デ ル 選択 が な され た こ と を示 して い る．

5．　 ま とめ

　本稿で は
，

一
般 化力凵法モ デ ル に対す る適応型モ デ ル 選択基準の 導入 を行 っ た．また

，
デ

ー

タの 平滑 化 に可変節点ス プラ イ ン を用 い る こ とで ，不連続点な ど滑 らか で は な い デ
ー

タ構

造 を表現 で きる よ うに
一

般化加法モ デ ル を拡張 した ．そ の 結果，デ
ー

タ の 「滑 らか さ」が

局所的に変わ る場合 には提案 さ れ た 手法が従来 の もの よ りよ い パ フ ォ
ー

マ ン ス を示す こ と

を ， 数値実験 に よ り明 らか に した ．

　
一

方，今回提案 した方法は計算量 が 莫大 な もの に な りが ちで あ り，よ り高速 の計算手法

の 開発 が必 要 で あ る ． ま た
， 前節 にお い て は ヵ が 平坦 な領域 にお い て

， 個 々 の 平滑化 曲線

の 推定が 困難に な る現象が 観察 された ．こ れ は GAM におい て 未 だ解明 されて い な い 問題

で あ り， 今後の 後退 当て は め の よ うな逐次 的推定 を必 要 と し な い 方法 な ど
， 新 たな解析 手
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法の 検討が必要で あ る．
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A ． 補 遺

A ．1　 遺 伝 的ア ル ゴ リズ ム

　本稿 にお ける適応 型 モ デ ル選択基準 の 最適化 は
，

一
般 に複雑 な非線形問題 とな る．こ の

問題 に 大域 的最適解 を与え る た め ，本稿で 確率的最適化法 ，
と くに 遺伝 的ア ル ゴ リズ ム

（Evolutionary 　Algorithln
，
　EA ）と呼ば れ る方法 を用 い る．本節で は

，
　 Miyata　and 　She”

（2003 ，2005 ）に従 い ，EA の 概 略 を示す ．　 f ： SHR を目的関数 とする ．ただ し S は探索

空間で あ り， ！は例 えば拡張 され た GAM に対す る後退 当 て は め法 にお ける罰則付 き残差

二乗和 （3．10）で あ る ．最適化問題 ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Inill ！（x
’
）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 rlt∈5

を考 える．li， と呼ばれ る ξ個の （た とえば ξ＝ 1（〕）．x ∈ 5 （個体 ，
　individual）か らな る集団

（pepulatiOil）P （t｝＝ ｛x
〔t・1），．，．，M 〔ちξ〕

｝を考え る．集団に含 まれる個 々 の 個体 m （士・t）に突然

変異 と呼ば れ る確率的変動 を加 え，新 た な個体 （o 出 prillgD 〔L，ξ一1｝を生成する ．新た な個

体 の 元 とな っ た ∫〜，
〔切 を z

’（L，E＋1〕 の 親 （1）al
’
ellt） と呼ぶ ．

突然変異 ： 親 となる個体 に確率変数 Z を加えて 新た な個体 を生成す る．

t、r 筮 麩
、
　 x ＋ z，

親の 匪代 （generatiQn）に属 する個体 と，新 たな個体 か らなる個体の 日的関数値 を評価 し ，

値 の 小 さ い 順 に ξ個 の 惆 体 を選択 し次 の 世代 とす る ．各 世代の 最適値 を ！あ とする ．

　　　　　　塩 一 m ・・ ｛世 ⊥凶 塾 世 竺L 並 竺竺｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 pn．rentS 　　　　　　　　　　　　　　　　　 D 〔［SPJ
’ill琶

　　　　　　　　 ＝ エnil ⊥｛f〔X （t＋ 1，1）
），
．．．、ノ（．T　Ct＋ 1，ξ）

）｝．

こ の とき，以 Fが 成 立す る ．
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定理 A ．1．1 （Miyata　and 　Shen （2003 ，
2005 ））Z 励 を x （t，1｝に対す る突然変異 とす

る 任意の E ＞ 0 に対 し て δ＞ 0 が存在 し
，

以 下が成立す る と仮定す る．

　　　　　　　　　 P （X
（L，ξ＋ 1｝

∈ A ．）＝ P （ur
〔t’t）十 Z （ちり

∈ A ∂≧ δ
，　　　　　　　（A ．］．1）

ただ し，t ≧ 0
，
．T （L，1）∈ S

，
1 ＝ 1， ＿ ，ξ，

　Ae ； ｛x ∈ 5 ：ノ（  ＜ lniIl
，，Es 　f（X ）＋ E｝．こ の と き

以
．
ドが成立す る ．

　　　　　　　　　∫轟1→ ∫ 

繋 掴 ・ lm°・t　 ”U 「ely 　as 　t − D ° ・

　証 明 は
， Rudolph （1997 ），

　Miyata 　and 　Shen （2003 ）を参照．　 EA の 大域的収來 は定理

A．1．1 に よ り保証 され るが
， 収束 の パ フ ォ

ー
マ ン ス は，EA が適用 される最適化問題 と確率

的変動 Z の 突然変異分布 の 設計 に依存 して い る ．具体的な問題 にお ける実．装 は次節以降で

議論す る．

A ．2　 可変節点ス プラ イ ン

　本節で は （3．10）で の 最小 化問 題 を解 くた め
，
A ．1 節 で 導入 され た遺伝 的ア ル ゴ リ ズ ム

を実際 に適 用 す るため の 方 法 を議論す る．EA を記 述する た め ，ス プ ラ イ ン 関数 5 （  ；

Σ鯉F α β 面 ，
t）の チ ュ

ーニ ン グ パ ラ メ タで あ る節点配列 h ； （t ，
k）を以 ドの よ うに 記す ．

　　　　　 h〔t，1）＝ （t
〔t・1〕

，
k（t・1〕

）；Z−th イ固体 inかth　［丑：イ弋，
　 t ∈ N ，1 ＝ 1，．．．，ξ．

h〔ちり ＝ （t网 ，静 偽 は 営 h 世代 に お け る 突然変 異 に よ っ て 生 成 さ れ る 新 た な個体

hct，ξ＋ t）＝ （t〔ちξ＋1｝
，
k（t，ξ＋t））の 親 に な る．集団 P に含 まれ る 個体 の 個数 を ξ＝ 10 とす

る ．h ＝ （t，
k）に対す る突然変異 を以 下の よ うに定義する ．

節点数 に関す る突然変異 ： 親 の 節点の 個tw　k＝（功 に対 し ， 切 断正 規分布を用 い て 新た な個

　　 体の 節点 の 個 数 k（t，C． C）を生 成す る ．切 断正規分布 に よ る突 然変異の 範囲 は ［1祠 と

　 　 す る ．

　　　　　　　　　　　k〔t，ξ＋り 〜 切断 正規 分布 N （k
〔ち1）

，
ck

（ちり
）1：1岡 ．

　　 た だ し ， k〔ちξ＋1） は 四捨五 入 して 整数化 され る．パ ラ メ タ c に つ い て は 後述 する ，

中間的 な個 体 ： ゴー m ＋ 1
，
．．．，　Ar（

t
，ξ1t）　一　7n に対 して

， 新 た な個 体の 節点 tStiξ
＋e

を選択 す

　　 る．tゾ
「ξ矧 ）

は親の 節点配列 ｛鵜？1 ，
．．．メ無！〕→ n ｝上 の

一
様分布に よ り生 成 され る．添

　　 え字 ゴは t の 大 きさ順 に並 べ なお され る ．

節点位 置に 関 する突然 変異 ： tl．ξ＋ i”1）
， ゴ＝ rn．＋ ／

，
＿

，
k（9− i，t）− m に 対す る 突然 変 異 は，左
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右 に非対称な確率分布に なる ．まず，ブ ニ m ＋ 1．
，　 ．k（E− i，1）− m に対 して

d！s＋萌
□

」

2蹴 　 　 　 　 雌 Sξ＋ 切 一準
1
〆

）
）≦ 2・in・

，

（オ野
り一

準
ト

凸 ＋ ・−in・ 2inc く （‘1ξ蘭

鵡琶外 ≦ 4’irtc
，

2（オ野
‘L 弓

ξ
．．
1−
i
｛，，’：1

）　 蝋 く （‘鯉 一弓ゴ
，
〜｝
）≦ 伽 ・

，

4（LS．
ξ
一i

・の 一オ野
〕
）　 6・in，・，＜ （弓

ξ网 一艝
，の
）．

とす る．ただ し， in，c 　＝ 1／n ．さらに max ｛加 ・
，
mi ・圃 〜

ξ＋ ’tlり
｝｝を，あらため て dlξ

lz¶‘〉

とする。パ ラメ タ s に つ い て は後述す る．こ の と き，摩
一癩

は ，vlz1 、　z 〜 1丶砲野
）

，
1）

と置 き換 え られ る ，た だ し 1／2 の 石紳 で ，Zl− dSξ
＋ i，t）

あ るい は 一礁
・1〕．

多重 節点 ： 新 たな個体の節点配列 t〔ξ＋i，り は，ノ（小順 に並 べ 替え られ，1弓1三ちり一摩
＋却 ）1〈 inc

　　で あ りか つ 節点の 多重 度が m 以下 で あれ ば ，摩1な
峭

は 摩
＋’i’1）で 骨 き換え られ る ．多

　　 重度力  π を超 える場 合 は ，そ の 節 点 は取 り除か れ る．

パ ラ メ タ c
，

s に 対する 並行焼戻 し パ ラ メ タ c
，

5 は
， そ れ ぞ れ節点数 と節点位置に関す る

　　 突然変異分布の 分散 を制御す る パ ラ メ タで ある ．目的関数の 最適解 を広 い 範囲か ら

　　 探索する ため
，

c
，
　 s は EA にお ける早 い 世代 で は大 きな値 を取る

一
方 ， 世代が 進行 し

　　 最適 化 が進 ん だ段 階 で は最適 解周 辺 で の 微 調 整 の た め に小 さな値 を とる ように設 定

　　 され る．具 体的 に は
， 世代 t にお け るパ ラ メ タ c ＝ cce は以 ドの よ うに決定 され る ．

1、初期化 ： csu
｝＝ cll

｝＝ c『｝＝ 1．0．

2，cY
｝

一 ・i’
一’）

・ 乃 ， 4処 ・1尉 一
恥 ‘・即 ， 鵜

〔t） − xx （・
− 1
甑 ・！

の
一 1．0 覗

  ，

　 ‘＝ 1
，
2

，
．．．”nte γnP ．

3．・
〔t｝〜 U ・・if・・m ｛4亡）

，・1％ 暫．

た だ し，ntemp （− 100）： パ ラメ タ減少 の 段階数，　To（＝ 0．95）； 減少 率，　xx （n）− To”” ” rn ，， ．

す な わち，cit
）
は指数的に，〔伊は線型 に，　 cl

‘）は さらに緩慢に 減少す る．上記 3 で パ

ラ メ タの 値 の 三 つ の 減少 過程 を混 合する操作は 「並行焼戻 し （parallel　telエlperilig ）」

と呼 ばれ
，

ア ニ ー
リ ン グ 法 （sirnulated 　annealing ）の 技法 を参考 に した もの で あ る．

同様 に世代 t に お ける パ ラ メ タ s − s ｛t）は
， ｛81

の
，
β屮，

5暫 か ら等確率で 決定 され る．

｛5曽，59
）
，s 望｝の 初期 値 は

，
．T の 範 囲 （” 呵

一
恥 ））に設定 され ，　 E記 と同様に更新 さ

れ る．

　以 上 の 突然変異 に よ り， 節点 配列 h ＝ （t， 初 の 更新 を行 い
， 前節 の EA に した が っ て

（3．1〔｝）の 最小化 を行 う．Miyata　alld 　Shel1（2005，定理 1） に よ り，本節で定義 され た EA

は確率 1 で （3．1〔｝）の 最小解に 収束する ．．ヒ記の 突然変異に お け る
， 節点数に 関する突然変
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．異
， 節点位置 に関する突然変異 の ため の 突然変異分布 は

， 例 えば Miyata　and 　Shen （2005 ，

図 ／）に与 え られ て い る ．
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