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　本論文 で は ，長記憶性 をもつ 時系列 に 対 す る検定 に つ い て概 観 して 解 説 す る．まず，短 記憶 定

常 時 系 列 を帰 汎1財反説 と して 長 記憶 時 系 列 を対 疏仮 説 と した 長記 憶 性 を検 出す る た め の 検定 で あ る ．

次 に 長 記 憶 を持つ 時系列 に 変 化 点が あ る か ど うか を見 る 検定 と 2 標木 の 長 記
．1意パ ラ メ ーターの 比

較の 検定 で あ る．また ，こ れ ら の 検定 に 対 しシ ミュ レ
ー

シ ョ ン を行 い パ フ t
一

マ ン ス を比 較 し，
日経

剛
ド均 の 実現 ボ ラ テ ィ リテ ィ

ー
に 対 し応 用 す る．
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1，　 は じめ に

　本論文は 長記憶性 を もつ 時系列 にお け る検定 を解説 し概観 を行 うこ とをそ の 目的 とす る．

あわせ て ，実際に シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン を行 うと ともに ， Li本 の フ ァ イナ ン ス デ

ー
タへ の応 用

例 も示す もの とす る，

　経済 時 系列 の 研 究 に お い て は ，Box ＝Jenkins法の 対象 とな る ARIMA （自己 回帰 利分 移

動 平均 ）モ デ ル が 用 い られ て きた．
一

方 ， 長 記憶 性 （lollg−me1110ry ）は ，自己相関の 減少が

非常 に遅 い 時系列で あ り
，

そ の 出発点 とな っ た 水文 学 だ けで な く，近年は 金融時系列 にそ

の 応用 が 見出す こ とが で きる ． しか しなが ら，通常の ARIMA モ デ ル で は 長記憶性 をモ デ

ル 化する こ とは で きな い ．そ こ で 長記憶性 を もつ 時系列をモ デ ル 化する た め に は
， Granger

and 　，Joyeux （1980 ）お よ び Hosking （1981 ）に よ っ て 導入 され た モ デ ル の 和分 を整数だ けで

な く， 実 数 に まで 拡 張 した 実数 差 分 偉actiOllal 　difference）を導入す る こ とが 必 要 とな る．
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実数差分 を持 つ ARMA モ デ ル は ARFIMA 〔fractiollal　ARIMA ）モ デ ル と呼ば れ る ．つ ま

り，実数差分 を用 い る こ とで ARIMA モ デ ル は ARFIMA モ デ ル へ と拡張 さ れ る ．

　長記憶性 に つ い て は金 融時系列 を含む多 くの 分野で 応用 されて い る ．特 に ，金融時系列

にお け る実証的な結果 と して は，Ding　et　al ．（1993）に よ っ て指摘 され た結果が 知 られ て い

る．そ れ は
，

金融時系列 の リ タ
ー

ン そ の ままで は 自己相 関 を計算す る と相 関が な い よ うに

見え るの に対 し，リ タ
ーン の 絶対値お よび 2 乗の値 の 自己相 関で は，ラ グ を長 くとる に つ れ

て の 減少 度 合 い が 非常 に ゆ っ く りと して い る とい うの で あ る ．こ の こ とは ， リ タ
ー

ン の 絶

対値お よ び 2 乗の 値が長記憶性 を持つ こ と を示 して い る と い える ．また， リ タ ー ン の 分散

に あ た る もの が ボ ラ テ ィ リテ ィ
ーで あ るが，最 近 に な っ て 高頻 度 デ

ー
タが利用可 能 に な っ

た こ とか ら ， ボ ラ テ ィ リテ ィ
ーを高頻度 デ

ー
タか ら計算 して 求め る もの と して は実現ボ ラ

テ ィ リ テ ィー
（realized 　volatilit ｝

・）が ある ．実際に ， 渡部 （2007 ）で は
， 日本の フ ァ イナ ン ス

デ ー タ を用 い て 実現 ボ ラ テ ィ リテ ィ ーの 対数値が 長記憶 性 を持 っ て い る こ とが示 されて い

る ．た とえば
， 実現 ボ ラ テ ィ リテ ィ ー の 対 数値が 長記憶 性 を持 っ て い るか ど うかの 検定を

考 える こ とが で きる だろ う，

　 長記憶性 を もつ 時系列 に 関 して は こ れ まで に 多 くの 研 究が 行わ れ て い る ．長記憶性 を持

つ 時系列 に つ い て概観 した もの あ る い は長記憶性の 研究論文 を まとめ た もの に は
，
BeraIl

（1994），
Robillsol1（2003 ），

　 Doukhan 　 et　al ，（2003 ）、　Teyssiere　and 　Kirman （2007 ）7　Palma

（2〔〕07）が あ る．邦文 文献 と して は，矢 島 （2003）があ る．

　 本稿 は以 下の よ うに構成 され る ．まず，次節で は長記憶性 と実数差 分に つ い て説明す る ．

そ の なか で ARFIMA （p ，
　d，　q）モ デ ル と fractional　Brownian 　motion に つ い て 説 明 す る 。3

節で は短記憶定常過 程を帰無仮説 と し長記憶過程 を対立仮 説 とす る検定 を説明す る ，は じ

め に パ ラ メ トリ ッ ク な検定 を説明 した後 ，3 つ の ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク検定 （修正 R ／S 統

計量 ，KPSS 検 定，　 V ／S 統 計量 ） を説明 し，そ して ，セ ミ パ ラ メ トリ ッ ク な検定で あ る

Lobato−Robinson 検 定 を説 明す る． また こ れ らの 検 定に 対 しシ ミュ レ ー
シ ョ ン に よ っ て 比

較を行う．さ ら に は 日経平均の 実現ボ ラ テ ィ リテ ィ
ーの 対数値に対 して ，こ れ らの 検定を

実際 に行 う．4 節で は 長記憶性 を持 つ 時系列 に対 して
， 変化点の 検定 と 2標本の 長 記憶 パ

ラ メ
ー

タ の 比．較の 検定 を説明す る ．こ れ ら の 検定に た い して もシ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を行 う．5

節で は こ れ まで の 議論 をま とめ る こ ととする ．

2．　 長 記憶性 をもつ 時系 列

　は じめ に
， 定常時系列の 基本的な事項 を述べ

，
つ い で

， 長記憶性 （IOIIg−memory ）と実数

差分 （fract，ional　differe　lce ）に つ い て 説明 す る．定常時系列 ｛3Yt　l　t　＝ 1
，
2

，
．．．

， ｝に 対 し， 白

己共分散関数 恢陶 を以 下 の よ うに定義 で きる ．
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貸（k）＝ C
’
ov （IVt， ：り舌＋k ），　 h ＝ O

，
1

，
2

，
＿ ．

そ して ，定常時系列に対 し，自己共分散関数は ス ペ ク トル 密度関tft　f（λ）の フ
ー

リ エ 変換で

表現で きる ．

　　　　　　　　　　　　　　・
・（・）一 五酌 （・）…

さ ら に
， 自己相 関関 数 を以 下 の よ うに定 義 で きる ．

　　　　　　　　　　　　　　　　：・（k）
　　　　　　　　　　　　 ρ（k）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 た ＝ 0

，
1，2、，．．

　　　　　　　　　　　　　　　　7 （oジ

定常過 程に おけ る長記憶 性 とは，次 の よ うに ス ペ ク トル 密度が原点で発散す る こ とで ある．

／（A） 〜 C パ
2d

，
　 as 　A → ＋0． （2．1）

なお ，0 は正 の 定数 とす る ． したが っ て ，原点で の ス ペ ク トル 密度が無限大で ある ため に ，

時系列は長い 周期の波 を含む もの に なる． また，長記憶性 をもつ 時系列 （10ng　memory 　time

series ）で は
，

ラ グ κが増加す る と きの 自己共分散関数の 減少は 緩や かで ある ．す なわ ち，

C を止 の 定数 とす る と，

1・（k）　〜　（JkL
，d
　
1
，　　zvhere 　　O ＜ d ＜ 1／2 ， （2．2）

で あ る ．こ の 減 少は 非常 に遅 く，hyperbolicで あ る ．

　他方，長記憶性 を持 た ない 定常時系列を短記憶性 （short −melnr ）ry ）を持 つ と呼ぶ と き，短

記憶性 を 白己共 分散 関数が絶 対 総和可能 と して 定義づ け て お く．つ ま り ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 こゆ

　　　　　　　　　　　　　　　　Σ　　iつ（k）　く つc
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k−− oc

で あ る。

2．1　 実数 差分

　B を Byt ＝ yt− 1 を表す バ ッ ク シ フ トオ ペ レ
ー

タ と した 時 ， 階差 を と る と は
， 差 分 オ ペ

レ
ー

タ 1 − B を原系列に か ける こ とで あ る ． Box ＝ Jelikins法 にお い て は ，非定常な 時系列

に対 して は ，整数同 の 階差 を とっ て定常化 して か ら分析 を行 う．　
・
方，Granger　and 　Joyeux

（198 【〕）お よび Hosking （1981 ）が導入 した実数差 分 （fractiollal　d冊 erence ）とは ，差分オ ペ

レ ー タ 1 − B を実 数 の d 回 か ける こ とで あ る ．つ まり ， 実 数差 分の 場 合 に は ，d は 整数 か

ら実 数 に拡 張 され ，

　　　　　　　　　　　 （1 − B ）
dLtlt＝ ε t．　　　− 1／2 く d ＜ 1／2．　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）
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で ある ．なお ， ｛St ｝〜 WN （0，
σ
2
）の ホ ワ イ ト ノ イズ で あ る とす る ．こ の と き， 差分 オ ペ

レ ー
タ は次 の よ うに展開で きる．

　　　　　　　　　　　　（・
一・）

− d
一

煮・缶 害、）
B 」 ・ 　 　 （2・・）

なお ，r＠）は ， ガ ン マ 関数で あ り，P （：r）＝ ∫  〆
− le − Z

ぬ
，
で ある ．　 x

’が 正 の 整 数 な ら ，

1
・
（x ）＝ （x

− 1）！とな る ．

　そ れ ゆ え，Hosking （1981 ）に よれ ば ，（2．4）に お い て d ＜ 1／2 で あれ ば
， ｛，Jt｝は 定常 で

あ り，以 ドの よ うに無限次 の MA で 書 き表す こ とが で きる ，

　　　　　　　　　　　　　　・
一

書・（

F（ゴ＋ の
　　　　　　　　ε古一」

．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2
ゴ
ー
← 1）P（d）

）

他方 ，

− 1／2 ＜ d で あれ ば
， ｛yt｝は 反転可 能で ある ．

　したが っ て
， 定常 ARMA （p ， の過程 に 実数階差部分 を組 み 合わせ る と，

φ（B ）（1
− B ）

d
（yt

一
μ）≡ θ（B ）εt， （2．7）

と ARFIMA （p ，　d
，
　q）モ デ ル を定義する こ とがで きる ．0 ＜ d ＜ 1／2 の と き，（2．7）の ス ペ ク

トル 密度 関数 は t

・（・）一窰1鴆 卩一 c・
i・1

− 2d 一辮 lll・s・n ・会）「
・・ 一・・

一・d
・一 … 一 ・・

，
　 （・・8）

と （2．1）が 成 り立 っ て い る ，つ ま り， 0 ＜ d ＜ 1／2 の と き，　 lilnλ＿o ！（λ）＝ っQ が成 り立

ち ， 原 点で の ス ペ ク トル が発 散す る 長記 憶過 程 で あ る．
一

方 ，− 1／2 〈 d 〈 0 の と きは，

limλ＿〔げ （λ）＝ 0 で あ り， 原 点で の ス ペ ク トル は 0 に 収 束 して し まう，

2．2　 パ ラ メ ータ d の 範 囲 と定常性

　長記憶 性 の 検 定に つ い て 述 べ る 前 に ．長 記憶性 を表す 実数差分 の パ ラ メ ー
タ d の 範囲 と

定 常性 の 問題 に つ い て 整 理 して お こ う．Dickey　alld 　Fllller（1979）に始 まる 単位根検定 は

AR モ デ ル にお け る単位根の 存在 を議論 して きた ．一番単純 な AR （1）モ デ ル に よ っ て 説明

す る と
， 単位根検定 とは

（1
一φB ）！ノt ＝ ε亡，　　≠＝ L2

，
．．．． （2．9）

に お い て ，帰無仮説 ：φ＝ 1 （単位 根 を持 つ 非定常過程）に対 し ， 対立仮説　φ 〈 1 （定常

過程 ）を検定す る 問題 で あ る ． したが っ て ，前節で 説明 した 実数差分が

（1
− B ）嘱 一 ε，，

t − 1
， 2 ，

．．．， （2．1｛，）
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と書け る こ と よ り ， （2．9）の 単位根検定で 帰無仮 説 ：φ＝ 1 が 成立 して い る こ と は ，（2．10）

で は ，d ＝ 1 が成 立 して い る こ と に相 当 して い る． さら に，　 Hosking （1981 ）よ り，定常 性

の 条件 は d く 1／2 で あ る．

　次に ，（2．／0）を d ≧ 1／2 の 非定常の 領域 に拡張する こ とを考える ．1／2 ≦ d ＜ 1 の 1（の 過

程 ｛IJt｝を考えた い ．こ の と き，　 d ＊
＝ d − 1 とおけ ば

，

− 1／2 ≦ tl
’

＜ 0 なの で ，まず ，1＠ ）

で あ る ｛2t ｝を短記 憶過程 ｛ε亡｝に よ っ て
， （1

− B ）
d
＊
Xt．＝亀 と定 め る ． よ っ て

， 非 定常 実数

和分 過程 で あ る 1（の 過 程 ｛！lYt｝を yt ； ΣS− 1 銑 ， （t ＝ 1
，
2

，
＿ ）と して ｛z珪 の 和分 と して 作

る こ とがで きる ．そ して ，単位根過程 1（1）で あ る ｛tJt｝は，短記憶過程 ｛ε t｝の 和分時系列

と して
， yt＝ ll］i，＝，

εtl （t ＝ 1
，
2、．．．）とす れば よ い の で あ る．

　した が っ て ， （2，10）で
．
表現 され る 1（d）過程 を d の 値に よ っ て 分 類 して ま とめ る と以下 の

よ うに な る。

（i）d ＝ O
，　 短記憶定常過程 （sh 〔｝rt−lnelnory 　pro（ress ）．

（ii）0 ＜ d く 1／2，　 定常長記憶 過程 （sta ．t，jonary　long−nieniory 　pi
’
oc ：ess ）．

（iii）1／2 ≦ d 〈 1
，　 非 定常実数和 分過程 （nonstationary 　fract・ionally　int，e，grated　procesg．），

（iv）d ＝ 1，　 単位根過程 （非定常過程 ，
　nonstat ，ionary　process）．

　ゆ え に，単位根 検定 問題 は ，1（1）過程 を帰無 仮説 に と り，1（0）過程 を対 立仮説 に と る検定

と理解す る こ とが で きる ．な お
， （2．9）の 単位根検定に お い て

， ｛εt｝を 0 ＜ d ＜ 1／2 の 長記

憶 1（の 過程 と した場合の 単位根検定の 検定統計量の極限分布 は ，Sowell（1990 ）に よ っ て 求

め られ て い る ．そ して その 極限分
．
布は ，fract・ional　Brownian 　Illotion を含む もの に な っ て

い る ，た だ し，Sowcll（1990 ）の 極．限分布 に出 て くる fraeしiolla．1　Brownia．n 　motion （fBM ）は ，

2．3 節で 説明す る Marinucci　and 　Robinsoll（1999）の 呼ぶ Type 　l　fBM へ と変 史を要す る こ

とに 注意 され た い ．（Ma ．rinucci 　and 　Robinson （1999，　 p ．120）を見 よ）．なお ，　 Marilmcci

alld 　Robinsoli（1999）で 指摘 され て い る よう に fractional　Brownian　motion に は Type 　II

とい う別の 形が あ る こ とが知 られ て い る．

　また ，単位根検定の 帰無仮説 と対立仮説 を入れ替えた Kwiatkowski　et α1．（1992）お よび

Saikkonen　and 　Luukkonen （1993 ）の 検定で は，1（0）過程 を帰無仮説に とり，1（1）過程 を対

立仮説 に とる検定に な っ て い る ．Kwiatkowski　L・t α1，（1992）の 提案 した検定 は KPSS 検定

と呼ば れ ，次 節で もみ る よ うに 長記憶 性 を検出す る検 定に も用 い られ て い る ．

　さらに，d ≧ 1／2 の 非定常実 数和分過程 にお け る d の 推定 が研 究上の テ ー
マ に な っ て い る．

従来は，taperillgを組み 入 れ た ピ リ オ ドグラ ム を考 え る こ とで ，非定常 な領域 で の d の 推 定

法が
．
考案 され て きた．た とえば，Hurvicli　and 　Ray （1995 ），

Velasco（1999a 、　b）．　Velasco　and

Robinson （2000）が あ る ． しか しなが ら，近年 は
，　 Shimotsu　and 　Phillips（2〔｝05），　Abadir
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et 畆 （2007），
　Shao （2010 ）の よ うに tapering を使わずに local　Whittle法ある い は Whittle

法 を用 い る推定法の 研究 が進 んで い る ．

2．3　 fractinal　Brownian 　motion と極 限定理

　 まず，長記憶過程の 極限定理 に 出て くる fractina．l　Brownian 　motion に つ い て 述べ て お

く． まず
， ｛B 〔t）；〔〕≦ t ≦ 1｝を通 常の 標準 Brownian 　rrletion とす る ．そ して

，
　 B （t）＝

B （t）− tB （1）とお くこ とで ，｛B （t）：〔〕≦ t ≦ 1｝を Browniall　bridgeと定義す る． さ らに，

fractional　Browllian　nlotion ｛Bd （t）；0 ≦ t ≦ 1｝を標準 Brovv’nian 　motioi1 を使 い ，Marinucci

and 　Robinson （1999）の 呼ぶ Typc 　I　fractional　Brownian　motion と して ，

　　　　　　Bd （t）一

。1の ［∠
亡

（ト 翹 ・   ・ △（t − ・・）
・一 （一・）

・dB （・）］・

　　　　　　　where 　 A （・）一［、X ，
＋f，

° °

｛（・＋ の
・ 一鵡 1

1

∴
と表現する ．そ して，Bd （t）＝ Bd （t）− tBd （1）とお くこ とで ，｛Bd （t）；〔〕≦ t ≦ 1｝を fractional

BrOWnian　bridgeとす る ．

　次 に ， 短記憶 過 程 と定常 長記憶 過程 を極限定理が 成 り立 つ よ うにす る た め ， そ れ ぞれ 3

つ の 仮定 を満 た す もの と して ， よ り細 か く定義す る． こ れ らの 定義は 主 に次 節 で 用 い られ

る． こ う した定 義 を導入 す るの は fractional　BrosNrnian　metion に収束 す る 極限定理 が 成 り

立 つ た め の 条件 は細か く複雑で ある た め で ある ．そ こ で
， あ らか じめ 極限定理が 成 り立 つ

こ と を仮定 して しま うこ と とす る の で あ る．

短 記憶過程 ：短記憶過程 とは以下 の 3 つ の 仮定を満たす もの とす る。

（i）自己共分散関数が絶対総和可 能，つ まり ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 DC ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ 1・v（k）＜ ・ G
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h− − oO

で あ る．

（ii）以下 の 標準 BM に 収束する 汎関数中心極限定理 （functional　cerltral 　lilllit　theorem ）が

成 り立 つ ．

　　　　　　　　　　緋（tyt
− ・ （Y・　・・））⇒ ・ ・ B （・），　as ・ n − ec ・

ただ し，σZ ＝ Σ撃＿
。。

　：t（k）； 　2πf（O）．

（iii）4 次キ ュ ム ラ ン トが
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　　・

境
P Σ 1・ 伽 ・）＜

・
［）c ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7
’，5＝− OQ

を満 た す ．ただ し，4 次キ ュ ム ラ ン トとは κ σげ ，の ＝ E 〔
’
Yk ！ノ鳶十 h　Yl　k十

’
f・Yk：十 s ）一｛7 （h）1・（r −

S）＋ ッ（r ）ry（h　
一

　s ）＋ 恢S）1・（h
− r）｝で 定義 され る もの で あ る ．
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定 常長記憶 過程 ：長記憶過程 とは以 ドの 3 つ の 仮定 を満た す もの とす る ．

（i）自己共分散関数の 減少が

つ  〜 〔：k］− 2d
　as 　k！ → cxコ

，

153

で あ る ．ただ し c は定数．

（ii）以 ドの fl・［t〔：tiona．1　BM に収束する汎関数中心極限定理 （flmctional　ccIltral 　lilllit　theore111）

が 成 り立 つ ．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　國

　　　　　　　　　・厂
⊥〆’

一”
　E （y厂 E ’

（y・））⇒ … B ・ω ，
α・ ・ → ・c ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴー⊥

た だ し
， 硝＝ c ／｛d（2rl＋ 1）｝．

（iii）4 次の キ ュ ム ラ ン トが

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 fL

　　　　　　　　　　　　　　　Σ ・ （h，r ・・）− o 幽 ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 厂15 ＝一’r↓

を満たす ．

3．　 長記憶性 を検 出する 検定

　長記 「意性 を検出す る検定は これ まで い くつ か の 検定統計量 が提案 され て きた ．時 系列 ｛yt｝

が 以 下 の 実数差分 を持 っ て い る とする ．

（1 − B ）
dyc ＝ ILt

，
亡＝ 1

，
2、．．．，

Tl． （3．1）

こ こ で ｛II，　t，｝は短記憶定常過程 とす る． こ こ で d ＝ 0 の 短記憶過程 1（0）を帰無仮説 と し ， 対

立仮説 1（の（0 ＜ d く 1／2）の定常長記憶過程を検出する検定 を考える の で ある．初 め に llt に

定常 ARMA モ デ ル を仮定す る パ ラ メ トリ ッ ク な検定 と して LM 検定 と Breitmmg −Hasslerの

検定 を説明 す る．次 に ILt に パ ラ メ トリ ッ ク な モ デ ル を仮定 しな い 修正 R ／S 統計量 ，
　 KPSS

検定 ，V ／S 統 計 量 の ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク な 3 検 定 ，そ して Lobato−Robinso11検定 を紹介

す る ．

3 ．1　 パ ラ メ トリ ッ ク検定

　まず ， 標準 的 な検定 は ARFIMA （p ，
　d．　Cl）モ デ ル を パ ラ メ 】・リ ッ ク に特定化 した 上 で ，　ctの

検定を行 う方法で あ る だろ う．こ うした検定 に つ い て は
， 周波 数領域 で は Robinson （1994）

が ，時間領域で は Tanaka （1999 ）が d に 関す る LM 検定統計量 を導出 して い る． また Tana．ka．

（1999 ）で は ワ ル ド検定 も導い て い る． さらに Breitl111g　alld 　Hassler（2002）が Tanaka （1999）

の 検定 と 同等 の 検定 を提案 して お り，共和分 分析 に応用 して い る．最近 で は Harris　e孟 α♂．

（2UO8）が Tallaka（1999）の 検定 を用 い た同様の 検定 を提案 して い る．以下 に Tanaka （1999）

の LM 検定 と Breitung　alid 　Hassler（2002）の 検定 を説明する ．
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3．1。1　Tanaka （1999 ）の LM 検定

　長 記憶 過程 を検出す る 検定 を考 える な ら，Tanaka （1999）の LM 検 定 を帰無仮説で d ＝0

と して ，対 立仮説 d ＞ 0 とすれ ば良い で あ ろ う．Tanaka （1999）の 検定は以下 の 通 りで ある，

　　　　　　　　　　　　　　　ST ．

碗 Σ摯
L
βノゴ 　 　 　 （、．，）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 w

こ こで 坊 は ｛yt｝の ゴ次の 標本 自己相関 で あ り，
の

2
は Tanaka （1999 ）の （50）式に よ っ て

定義 され た w2 に ARMA （p ，
　q）モ デ ル で 最 尤推 定 され た パ ラ メ ータの 推定 値 を代 入 した も

の で あ る ． も し，

・
Ut が Ut ＝ ε亡 とホ ワ イ トノ イズ で あ る な らば

， ω
2

＝ π
2
／6 で あ る．また ，

Ut が ILt ＝ ¢］ut − 1 ＋ εt と 1 次の AR （1）モ デ ル で ある な ら

　　　　　　　　　　　　ノ ÷ ≒≠）
（1・ g （1　 φ））

・

　 　 （… ）

で あ る ．（3．3）に帰無仮説 d ＝ 0 の 下で AR （1）を推定 した推定値 φを代入する こ とで c2）
2
が

得 られ る ．こ の 検定 は LM 検定なの で ARFIMA （p ，
d

，q）の 帰無仮 説 d ＝ 　 O の 下 で 検定統計

量 を構成する ． つ まり，
ARMA （p ，q）を特定化 して

， 推定 を行 い 残差 に対 して検定統計量

を構成する こ とに な る ．d ＝ 0 の 帰無仮説 の 下 で 検定統計量 ST は漸近的に 標準正規分布

に従 うの で ，対立仮説 d ＞ 0 の 片側検定ならば
， Sl’の 大 きい 値 に対 して棄却域 を設 けれ ば

良 い ．

3．12 　 Breitung 　and 　Hassler （2002 ）の 検定

　Breitung 　and 　Hassler（2002 ）は Tanaka （1999）の LM 検定 と同等の 検定 を以下 の ように

提案 して い る．提案 され た検定 は以 下 の 通 りで あ る．（1 − B ）
dtJt

二 ε， で ｛ε t｝をホ ワ イ ト

ノ イズ と して
， d の 値に つ い て 検定 を行 う．　 d ＝ 0 を帰無仮説 と し対立仮説を d ＞ 0 とすれ

ば こ の 検定 は長 記憶性 を検出す る検定 と なる． こ こ で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t− 1

　　　　　　　　　　　　　　　　〃諺一1
一 Σ y・− j／ゴ， 　 　 　 　 　 （3・4）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ
ー1

と お い て
， 以

一
ドの 回帰 を考 え る．

　 　 　 ホ

Ye；
ρyt1十 et （3．5）

こ の ときの 回帰係数 ρ
＝ 0 の ときの t 統計量，す なわ ち ρの t 値 を検定統計量 とす る の で

ある． つ ま り，

　　　　　　　　　　　　　　　 ．　 Σ1L、 鰡 さ．1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．6）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Tn ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ篝Σ⊃：＿2
　Yl＿1

を検定統計量 とす る ．た だ し ， 姥 は （3．5）の 回帰の 誤差項 の 分散 の 推定値で あ る． こ の と

き， 帰無仮説 の 下 で ち が 漸近的 に標準正規 分布 に従 うこ と を使 っ て検定を行えば よい ．
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次に AR （1）の 項が含まれ て い る場合に は
， （1 一

φβ）（1
− B ）

dyt ＝ εオ で の d の 検定に なる ．

こ の 時 ，
は じめ に AR （1）の 推定 され た係 数 を φと して

，
AR （1）の 残 差 を 勾 ＝ IUt

一
φyt＿1

とお く．（3．4）と同様 に
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t− 1

　　　　　　　　　　　　　　　 M ；，．1 一 Σ妬 ／．ノ， 　 　 　 　 　 　 （：3・7）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」

＝1

とお く． こ こで は 以 下 の 回帰 を考 え る こ とに な る ．

　　　　　　　　　　　　　 〔倉t，＝ρXt
’

− 1 十 ψ！九＿1 十 et
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．8）

こ の 回帰の 回帰係数 ρ の t値 を検定統計量 とす れ ば良 い ． また ，AR （p）の 場合 も同様 に検

定統計量 を作成す る こ とが で きる．しか しな が ら，Breitullg　and 　Hassler（20〔〕2）の 検定で

は MA 項 を含 ん だ場 合 は検定 統 計量 を作る こ とが で きない の が 難点 で あ るだろ う．

3．2 　 ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク検定

　こ こ で は ，修正 R ／S 統計 量，KPSS 検定，　 V ／S 統計量の 3 検定 を説明す る． こ れ ら の 検

定で は 価 ｝の 長期 分散 （lung−J
’
un 　varia ” 〔le）を ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク に推定す る必 要が あ る ．

32 ．1　修正 R ／S 統計量

　時系列 ｛！lt｝が 長記憶性 を持 つ か とい う検出法は
，

い くつ か あるが
， その 中で 古 くか ら知

られ て い る の が
，

rescaled 　range （R ／S）分析で あ る． と りわ け ，
　 Lo 〔1991 ）が 提案 したfr蔘正

R ！s 統計量 が 良 く用 い られ て い る ．修正 R ／S 統計量 は
，

　　　　　　　一 詣［呈癖 ＋
1感 魴

一
・）］， （3．・）

　　　　　　　　　　　乱 一∴£ ω，
− 1i」）

・
＋ ・歯卿 ）嚇 　 　 （・川

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t ．l　　　　　　　　　　 j＝1

と な る．なお ， ｛ω j｝は
，

Bartlett カ
ー

ネル で ，ω ゴ
＝ 1 − j／（q ＋ 1）で あ る． また，敵の は

標 本 自己 共分散 で

　　　　　　　　　　　　　li（ゴ）一 去努（・t
一

毎）（・、．，j
− 9）．　　　 （3，ll）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝1

で ある． ちなみに ，鱗q
は ，自己共分散関数が絶対総和可能な短記憶過程に お い て は，2πf（O）＝

Σ巴一
。 。 7（k）の 推定量 ，

つ ま り ， 原点 で の ス ペ ク トル 密度の 推定量 とな っ て い る ．また長

期 分散 （long−rull 　vai
“ian（：e）と呼 ば れ て い る． しか し，長記憶 過程 で は （2．ユ）か ら分 か る よ

うに原 点 に お け るス ペ ク トル 密度 が発 散 して い る ため，その ま まで は 鏃 ，1
は発 散 して しま

う．なお ，
Lo （1991 ）で は バ ン ド幅 q を AIldrews（1991）の デ ータ に依存 して 選択 す る方法

を用 い て い る． こ の 時に は
，

　　　　　　　　　　・
一 ［kn］i 　k，，

一傷り
1／3

（li完、）
2f3

　 （3・12）
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ととる．q は 砺 を超 えな い 最大の 整数 と し，φは 1次の 自己相関で ある ．バ ン ド幅 g の 決

め
．
方に つ い て は KPSS 検定の 3．22 節で も説明す る ．

　帰無仮説の 短記憶過程の 下 で は
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　　　　　　　　　　　　　 −　　　　　　 一

　　　　　　　　　砺
9・ ⇒ σ・酬

「理鐵
β （卜

、〕鸚 、

B （‘）， 　 　 （3ユ3）

が 成 り立 つ ．な お
， ｛B （t）；0 ≦ t ≦ 1｝は Brownian 　bridge で あ り ，

B （t）＝ B （t）
− tB （1）と

標準 Brownian 　IIlotioll 　B （t）に よ り定義 され る もの で ある．そ こ で UMRS の 分布 を用 い て

検定 を行 えば よ い ．（3．13）の 右辺の 漸近分布 σMR3 の 分布 関数 は Lo （1991）の （3．9）式 で
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　 F … R．・（x ）一 ・＋ 2Σ（1・
一・4k2x2）・

− 2k’2x ？

， 　 　 　 （3．14）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

と与 え られて い る ． また
， LLxd　f｛s の 分布の 数 値表 は Lo （1991， 表 II）にあ るの で ，そ れ を

使 えば よ い こ と に な る 。
一

方 ， 対 立仮 説 の 定常長記憶 過程 の 下 で は ，

　　　　　　　　　　（
qn
）場仏 ⇒

謖 1
鯛 一

、2“9，

B・（t），

が成 り 、Zつ ．なお ｛Bd （t）｝は Bd （t）＝＝ Bd （t）
− tBd （1）で 定め られ る fractional　BrowlliaIl

bridgeで あ る ． したが っ て ， 対立仮説で は ．一一
致性が あ る ．

3．22 　 KPSS 検定

　Kwiatkowski 　c！t αL （1992 ）が提案 した KPSS 検定 は
，　Saikkonell　and 　Luukkonen （1993）

の 検定 と同 じもの で あ り，定常過程 ［1（0）過程］ を帰無仮説 に と り， 単位根過程 ［1（1）過

程］ を対立仮説 に とる検定に な っ て い る ．こ の 検定 を長記憶過 程 を対立 仮説 とす る検 定 へ

と応 用 した の が ，Lee　and 　Schmidt （1996 ）と Lee　alld 　Amsler （1997 ）で あ る ．帰無 仮 説 と

して ，d − 0 の 短記 憶過 程 を と り，対 立仮 説 と して ，単位根過 程 （d − 1）だけで な く，定常

長記憶過程 （0 く d ＜ 1／2）お よび非定常実数和分時系列 （1／2 ≦ d ＜ 1）を も考 え よ うとい

うもの で あ る ． こ の ケ ース で は トレ ン ド項を含まな い 帰無仮説 を考える ．つ ま り，
Lee　a．nd

Schlnidt（1996 ）お よび Lee 　alld 　Amsler （1997）の デ
ータ生 成 プ ロ セ ス で の ト1／ ン ド項の パ

ラ メ ータを ξ＝ 0 と した場合 を帰無仮説 と して考 えて い る．こ の ときの KPSS 検定の 検定

統計量 は
，

　　　　　　　　　　　　臨 ÷ 書（窰（・ 一の
2

’ 　 （3・・5）

で ある ．

　 まず ， 帰無仮説で あ る短 記憶定常時系列の ト
’
で は

Tn ⇒ ・・ …
一∠

’

帥 ・ （3．16）
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が 成 り立 つ ． た だ し ｛B （t，）；0 ≦ t≦ 1｝は Br ⊂｝wniall 　bridgeで あ る．従 っ て ，
こ の 分布に基

い て 検定 を行えば よ い ．Anderson　and 　Darling （1952 ）が （4．35）式で びκ p ∬ の 分布関数を

ベ ッ セ ル 関数を用 い て 陽表的に与 え， また Anderson　a．nd 　Darling （19．・r）2．　Table 　1）で 分布表

を与えて い る ． した が っ て そ の 分布表に よ っ て 検定 を行 うこ とが で きる ． また ， AlldersOIl

and 　Da．rlillg （1952 ）は ‘ノκ p3g を

　　　　　　　　　　　　　　　σA・ps8 − ≦｝篝2
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k．＝亅

と独 、ンニな標準正 蜆変数列 N （O．1）の ｛耳 ｝の 和 に よる 表現 を与 え て お り ， また ，CJKpss の

特性 関数 も

　　　　　　　　　　　　　一 （・）一（謝
一’ρ

　 　 （一 ・

と与 え られ て い る．
「1
’
a．naka （1996 ，

　Figure　1．2）で は
， 〔3．17）の 特性関 数か ら反転 公式 を用

い て 得 た 密度 関数の グ ラ フ を与 えて い る， また Tana ．ka （1996 ，　Table　1．2）に も U κ pss の 分

布表が 与え られ て い る ．
．一’

方， 対立仮説 の 定常長 記憶 時系列の 下 で は Giraitis　et　al．（2003 ）

に ある よ うに

　　　　　　　　　　　　　（
qTt

）  ⇒ ／，1
’

鼠纏

が 成 り 1：ノ：つ の で
， 検 定の

一
致 性 が 保 証 され る ．こ こ で ｛Bd （t）｝は

，　 fracti‘ma 工Brownian

bridgeで ある．

　KPSS 検定で 用 い る 長期分散 （lollg−rull 　var
’iall（：e）の 推定法 は い くつ か 提案 され て い る ．

特に Hobijn　et　a，1，（2004 ）で は KPSS 検定に 対 して Bartlettカーネル と Quadratic　Speetra．1

カ
ー ネル の 2 種類の 方法 を提案 して い る ．Bartlettカ ーネ ル は ω

」

＝ 1 −
〃（Cl＋ 1）で あ り

，

（3．lo）式に よ っ て 長期分散 を推定する ．一
方，　 Quadratic　Spectralカ ーネル は

，

　　　　　　　t・
’
・

’−
1轟 ，）

、 臨 辮
）一

蝋 ・・ （酬 ・）1
を （3．10）式 に 入れ て 艮期分散 を推定す る ．こ れ ら 2 つ の カ ー ネル に つ い て は ，Alldrews

（1991 ）お よび Newey 　alld 、梅 st （1994 ）が長期 分散の バ ン ド幅 （1 をデ
ー

タか ら自動的 に選択

す る方法 を提 案 して お り，また Qlladratic　Spect1・al カ ー ネル の ほ うが よ り効率的 で あ る と

し て い る ．後の シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に お い て も こ の 2 種の カ ーネ ル を使 っ て 長期 分散 を推定

し，H ｛〕bijIl　e／，　at．（2004 ，　Table　3）の 方法で バ ン ド111冨q を決め る こ ととす る．

32 ．3　V ／S 検定

　 こ の 検定統計量 は Giraitis　et αZ．（20〔〕3）が提案 した もの で ，　 KPSS 検 定 を中心 化 した も

の に な っ て い る．以 ドの V／S 統 計量 あ るい は rescaled 　va1
・iallce統 計量 を計 算 して 検定 を
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行 う．

　　　　　・・ln，　（q）÷ ［書（シ
ー

の
2

一圭（書書釧 ・ （・18）

で あ る．部 分和 町 ＝ Σ仁1（
’yt 一勿 とお けば ，　A／r，，は ， 部 分和 鞴 の 標 本分散 と   ，，

の 比

を n で 割 っ た もの で あ る こ とが 分 か る ．つ ま り，

　　　　　　　　　　　　　臨 ＿ ⊥吉Σ狙1（5 季 一s ＊

　 ．ノ ）
2

、
　　　　　　　　　　　　　　　　 n 　　 鰍q

で あ る ．

　帰無仮説 の 短記憶定常時系列の ドで は

　　　　　　　　　・塩 ⇒ Uvs − f，
iB

（t）
2d

ト （f，
1B

（・）詭ブ　 （鋤

が成 り立つ の で ，こ の 分布を用い て 検定 を行 えば よ い ．た だ し｛B （t）：0 ≦ t≦ 1｝は Brownian

bridge で あ る ．　 Watson （1961 ）の （22）式 に は Ul，
’
s の 分布関数 が

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 こゆ

　　　　　　　　　　　　F … （x ）− 1 ＋ Σ 2（一・）
ke − 2k ”

T2 ，＝
，　 　 　 （3．2・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 和＝1

と与 え られ て い る の で Uvs の 分布の 数値表 を求 め る こ とが で きる ．ま た ，　 Kolmogorov −

Smimov 統計量 の 極限分布の 分布関数を F κ s （T ）とす る と，　 Fv　5＠）＝ F κ s （πVM）の 関係が

成 り立 っ て い る の で ，Kolrnugorov−SII・ir・lov 統計量の 数値表 （た とえば，　Slnirllov（1948））

に よ っ て ひys の 分布 の 数値表 を得 る こ と もで きる ．さ らに は Uvs は watsOl1 （1961 ）の

（16）式 に あ る よ うに

　　　　　　　　　　　　　　　び・ ・
一 量  κ

籌
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

と互 い に独立 な N （0 ，
1）の 正規 変数 （｛Yk｝，｛Z た｝）の 加重 和の 表現を もつ ．また ，　 WatsOu

（1961）か ら Uvs の 特性 関数が

　　　　　　　　　　　　　i・vs （・）− e霧 ）
− 1／2

　　 （3・21）

と与 え られ る の で
，

こ れ ら を用 い る こ と もで きる ．また ，対 立仮 説の 定常長記憶時系列の

下 で は ， Giraitis　et　al．（2003）よ り

　　　　　　　　　（
（1
’
rL）  ⇒ f，

’

B・（t）
・dt −

（倉 （t）d・）
2

・

が 成 り立 つ の で ，検定の
一

致 性が示 され る ．
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3 ．3　 Lobato −Robinson 検 定

　Lobato 　ancl 　Robinson （1998）は
，
　 d ＝ 0 の 短記憶 1（0）過程 を帰無仮説 とする 検定 を提案

した．こ の 検 定は ，長 記憶 1（d）過程 の パ ラメ
ー

タ d の セ ミパ ラ メ トリ ッ ク な推 定法 と して ，

Robinson （1995 ）が 提案 した局所 Whittle 法を基礎 と して 構成 す る も の で あ る ．なお
，

こ

の 検定 は Shao　and 　XK・）u （2007）に よ っ て 修正 R ／S 統計量，　 KPSS 検 定，　 v／S 統計量 の 3 つ

の ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク検定 よ りも漸近的に局所検 出力が 大 き くな る こ とが理 論的 に 示 され

て い る ．

　局 所 Whittle推定法 は ，対数尤度 を Whittle推定 の 方法で 近似 し，その 近似 した 目的関

数の うち，d の 推定 に必要 な原 点近 くの ス ペ ク トル の み を局所的に 用 い る もの で あ る．つ ま

り， 標本サ イ ズ n に 対 し て
，

1 ＜
’
tn 〈 n．／2 の 範囲の ’ttl，を と り

，
AJ ＝ 2π〃〃

， j ＝ 1，．．．，
nt

，

と し，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 アク，

　　　　　　　　　　　　　　1（λ）一端 Σ シ’♂
λ

，　　　　　　 （3・22）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝1

を ピ リオ ドグ ラ ム とす る ．こ の とき，

鋼 一   ［÷書粗 ・］一

鷺購 （3．23〕

なる 目的 関数 R （d）を最小 化 す る d を推 定値 とす る推 定 法が局 所 Whittle 法 で あ る ．

　局所 Wllittle推定法 は，そ の 構成法よ り， 最小化する 目的関 数 R （d）は対数尤度 を近似 した も

の で あ る か ら，R （d｝を対数尤度 と見な して，　d ＝ 0 を帰無仮説とす る LM 検定を構成す る こ と

を考える もの で あ る．実際に は ， 2 乗値が LM 検定に漸近 的に 等 しい LM ＝ 場、
を以 ドの よ う

に構成す る ．的
＝ logノ＿ m

− 1
Σ⊃1  logゴ、　CO ＝ m

− 1
Σ⊃塁1 ∫（Aj）．　Cl ＝ nl

− 1

Σ1竺11
ノ
ゴ
∫（〜）

とお い た とき，Shao　alld 　Wu （20【〕7）の （8）式 に あ る ように

　　　　　　　　　　　　　　　　，。 鼎 ・9．
， 　 　 　 　 　 （3．24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Ce

を検定統計量 とす る ．こ こ で は 1 変量 の 場合を考えて い る の で 自由度 は 1 とな る ．そ こ で

鴫、
が漸近 的 に 冒 に 従 う． よ っ て t．m は η → ec で 標準正規分布に 従 う．こ の こ と は局所

Whittle推定量 dl、、，，が 帰無仮 説 d ＝ 0 の 下で dto，r 二 ち。 ／2 とな る こ とか ら も分か る．そ こ

で d ＞ 0 の 片側 検定の ときは
， 有意水準 を 100α ％と した とす れば

， i．m の 値 が 標準 正規 分

布の 上 側確率 α 点 を超 えた と き，d ＝ 0 の 帰 無仮説 を棄却 し，　 d ＞ 0 の 対立 仮説 を採 用す

れ ば よ い こ とに な る ．

　なお ， tm の 漸近 分布 を導 くため に は ，
　 rn は

，

÷・

’
nL5 （log　m71

，i
）
’

一 ・
，

一 一 ・・ T
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を満 たす必 要 が ある ．具 体的な ηz の 選び 方 と して
，
Lobato　and 　Robinson （1998）は以 下

の 方法 を提案 して い る ．里
一 〇．06η

415 を下 限，軛 ＝ 12 η
1／5 を上 限 と した 上 で ，

　　　　　　　　　　　　　・
瞬

一 （
3n47r

）
蜘

（1三臨P
罪

とする ．なお ，φは 原系列 ｛1yt｝に AR （1）を当て は め た時の ’yt− 1 の 係数パ ラ メ ー
タ の 推定値

あ る い は 1 次 の 標本 自己相関 とす る． しか しなが ら，7η の 選 び方で あ る m
。pt

の 理論的 な最

適性 は確立 されて い な い こ とに注 意す る必 要が あ る．た とえば ，Lobato　and 　Savin （1998）

の デ ィ ス カ ッ シ ョ ン で は サ イズの 歪 み が 生 じて い る 可 能性が指摘 され て い る ．

3．4 　 シ ミ ュ レ ーシ ョ ン

　こ こ で は ，これ まで と りあ げた Taliaka（1999）の LM 検定 ，　 Breitung−Ilasslerの 検定 ，
修

正 R ／S 統計量 ，
KPSS 検定 ，

　V ／S 検定 ，
　Lobato −Robinson 検定の 6 つ を シ ミ ュ レー シ ョ ン に

よ っ て比 較す る． は じめ に
，
ARFIMA （O ，

d
，
　O）モ デ ル

，
　 ARFIMA （1，

d
，
O）（φ ＝ 〔）．2，｛0．5 ，

〔O．8）

モ デ ル
，
ARFIMA （〔j，

d
，
1）（θ ＝ 0．8）モ デ ル の 5 つ の ケ

ー
ス に つ い て シ ミュ レ

ー
シ ョ ン を行 っ

た． こ こ で の 検定問題 は
，
d ； e を帰無仮説 と し

，
　 d ・＝ C〕．1、0．2 ，

0．3 を対立仮説 とと っ た 時の

検定 を考えて い る ，こ の 検定の サ イズ と検出力を計算す る ．標本サ イ ズ は Tr，　＝・　5〔〕0
，
1000 と

し，有意水準 は 5％
，
1％ の 2 つ とす る ．また，繰 り返 し数は 1000 回 とす る ．パ ラ メ トリ ッ

ク な検定は Tanaka （1999）の LM 検定 を LM と BreiLuIlg　and 　Hassler（2002）は BH と表中

に記 して あ る． さらに ，修正 R ／S 統計量 （mR ／S），　 KPSS 検定，　V ／S 検定 に つ い て は バ ン ド

幅 q を選ぶ 必要があ る．KPss 検定，　 v ／s 検定の Bartlettカ ーネル と Quadra．tic　spectral

カ ーネル の q は Hobijn　L・t　aL （2004， 表 3）の や り方で 決 め て い る．なおその 際 に初期 バ ン ド

幅を決め る必要が あ るが ，Bartlettカーネル で は ・
tto ＝ ［8（η／10｛〕）

⊥1’l
！を Qlladratic　Spectra1

カ ー ネル で は rtu − ［8（n，1100）2／2’5］をそ れぞ れ用 い て い る．表 に は BT
，
　QS と示 し区別 して

い る ．さ らに ，修正 R ／S 統計量 で は KPSS 検定お よ び V ／S 検定で 用 い た Bartlett カ ー ネ

ル と Quadrati〔： Spectralカ ー
ネル を使 うだ けで な く， （3．12）式で 示 され た Lo （1991 ）で 用

い られ て い る Bar 七lettカ ー ネル の バ ン ド幅 の 選 び 方 も使 っ た 。表 中 Lo と表 わ して あ る ．

Lobato 　and 　Robinson （1998 ）の 検定 は 表 に は L−R と記 して ある ．　 Lobato −Robillsoll†貪定

で は ’rrL
。pt を用 い た ． また これ ら の 計算 に は Ox （Doorllik（2008 ））を用 い て い る ．

　表 1 に ARFIMA （O，
　ci，　O）の シ ミ ュ レ ーシ ョ ン の 結 果 が載 せ て あ る ．　 ARFIMA （O ，

‘d， 〔〕）で

は，修正 R ／S 統計量のサ イ ズ が や や小 さ い が
，

そ の 他の 検定の サ イ ズ は 良好で ある ．検出

力 をみ る とパ ラ メ トリ ッ ク な検定で ある LM 検定 と Breit・ung −Hasslerの 検定 （BH ）が 検出

力が
一．・
番高 く， 次に Lobato−RobinsoI1検定である ．そ れか ら ，

ノ ン パ ラ メ トリ ッ クな 3 検

定 （修正 R ／S統計量 ，
KPSS 検定 ，

　 V ／S 検定 ）で ある ． また
， 修正 R ／S 統計量 ，

　 KPSS 検

定 ， V ／S検定の 3 つ を比較す る と Lo （1991 ）の バ ン ド幅 q で修正 R ／S統計量 の 検出量 が高

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

長 記億 時系列 と検定 161

表 l　 ARFIMA （0，　d，0）に お け る 長記憶 性 を検Hiす る 検定の サ イ ズ と検 出 JJ，

LMBH mR ！s　　尸 KP8S vls L−R，

q L（， BTQSBTQSBTQS7 η・
叩 f

几 d

5努lt．｛・s†．

・
陀 ＝50〔｝

〔1．o4 ，01 ．42 ，92 ，01 ，94 、14 ，6 ユ、1 ・1．24 、1

0．179 ．・462 ．020 ．46 ．87 、011 ．311 、5ll ，3ll ，b53 ，3

0．299 ．998236 ．99 ．911 ．319 、519 ．52 〔1．52L587 ．9

0．3 ユ00、O1 〔，〔，．049 ．311 ．615 ．228 ．729 ．93 〔L532 ．49 〔〜．9

π ＝loooD

．「13 、84 ．72 ．83 ．13 ．55 、45 、74 、2 ・1．｛〕 4．1

D．197 ．885 ．825 ．910 ．4 目 ．415 ．【〕 14，815 ，216 ．153 、3

0．2100 、0loo ，｛｝ 49 ．718 、823 ．724 ．026 ，827 ，931 ．387 ，9

〔L31 （1｛〕．〔〕 100．  64．223 ．838 ．135 、84 〔〕、541 、5 ・i8．196 、9

1％孀 t

η ＝5‘｝‘｝

0 ．D ｛〕．60 ．80 ．30 」 0．2 〔〕．6O ／1 〔〕．「・1   ．51 ．0

〔〕．161 ．｛14 ｛ユ．57 ，3 ｛L6 〔L73 ，23 ．32 ．62 ．631 ．9

0．299 ．996 ，〔〕 17．91 ．11 ．86 ．ユ 6．9FF ∂．i， 6，573 ．8

（1．3lo 〔〕．uuN 〕．o26 ．3 ｛L91 ．9 ⊥〔｝．912 ．99 、11 ｛〕．789 ．0

η
＝10000

．0D 、9 〔〕．4 ｛1．5 ｛〕．3 〔〕．30 ．7o ．6 〔〕．2 【1．3 ⊥．〔1

〔｝．⊥ 94．270 ．6lL32 ．o3 ．64 ．75 ．43 ．7 ．1．731 ．9

D．21 〔1〔［．（1100 ．〔．） 3｛，．31 ．ll8 ．呂 1〔｝、1 ［2 ，51 〔〕．2ll ．G73 ．8

o，；3100 ．  lOO、045 ．15 、916 」 貰7．52L718 ．⊥ 26、2 δ9．o

い ，次 に は V ／S 検定の ほ うが KPSS 検定 よ りも検 出力が や や 高め に み える ．こ の 場 合で

は
，

パ ラ メ トリ ッ ク検定 〉 セ ミパ ラ検定 （Lobato−Robinson 検定）〉 ノ ン パ ラ検定 と検出力

の 順序が か な りは っ き りと出 て い る．

　次 に ， ARFIMA （1，dl　O）と 1 次の AR 項 を含ん だ もの とお よ び ARFIMA （0，
d

，
1）と 1 次

の MA 項 を含 ん だ もの の シ ミ ュ レ ーシ ョ ン 実験 を行 っ た ．　 AR の 場 合 は ，φ＝ 0．2．0．5．0．8

で あ り，MA の 場合は 0 ＝ 0．5 で あ る ．標本サ イズ，有意水準，繰 り返 し数お よびバ ン ド

幅 q の 選択 と TTI
。pt

は ARFIMA （O，d ，
　e）と同 じで あ る．

　AR パ ラ メ ータ は 自己相 関の 強 さを両接示すの で ，　AR 項 の 係数の み 3種類 φ＝ 0．2，0．5，
0．8

を設定 して い る． まず ， 表 2 の φ 一 〇．2 の 場合で は
， 全体的な傾向 と して は ARFIMA （0，d，0）

とお な じで あるが ，LM 検定 と Lobat （，−Robinson 　it定 にサ イ ズ の 歪み が 生 じて きて い る．比

較的，Breitllng−Hasslerの 検定 （BH ）の パ フ ォ
ー

マ ン ス が 良好 と考え られ る．表 3 の φ＝ 0．5

の ときに は，KPSS 検定お よび V ／S 検定 の パ フ ォ
ー

マ ン ス も良 くな っ て い る．表 4 の φ＝ 0．8
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表 2 　ARFIMA 〔1，d，0 ＞（φ＝0．2）に お け る 長記 憶 性 を検 出 す る 検定 の サ イ ズ と 検出 力 ．

LMBH mRIS KPSS v ／s L−R

q LDBTQSBTQSBTQS7 「占卩P 乙

7 ↓ d

5％亡est

γ乙
＝5000

，02 ．03 ，33 ．73 ，01 ．94 ，74 ，74 ．84 ，2lo ．5

0．122 ，828 ．913 ．96 ．46 ．611 ，611 ．612 ，111 ．540 ，6

0．257 ．161 ．826 ．39 ．310 ．719 ，219 、720 ，421 ．369 ，7

0．369 ユ 75．533 ．010 ．714 ．628 ．529 、729 ．832 ．283 ．1

η ＝1〔旧o0

．  2．74 ．54 ．33 ．43 ．45 ．95 ．94 ，54 ．110 ．2

〔〕．146 、749 ，419 ，31 〔〕．6ll ，415 ，114 ，815 ．216 ．564 ．2

0．287 、98 了．838 ．0 【7．823 ．623 ．926 ．827 ．731 ．490 ，呂

0．395995 ，351 ．023 ，437 ，535 、840 ．341 ．347 ．997 ．7

1％test7

占
＝500O

．00 ．4o ．90 ．7 〔〕．20 ．20 ．70 、50 ．5  ．52 ．6

｛｝．111 ．013 ．｛〕 4．6 〔〕．50 ，83 ．13 ．22 ．72 ．319 ．8

〔〕．238 ，438 ．59 ．8 〔〕．91 ．25 ．86 ．95 、36 ．349 ．0

〔〕．351 ．957 ．9 上2、2 〔〕．81 ．81 〔｝．812 ，99 、11 ｛〕．664 ．7

．
，L ＝10000

、OO ，70 ．40 ，80 ．50 ．30 ．80 ．60 ．・40 ．32 ．8

0．128 ．725 ．97 ．82 ．03 ．34 、95 ．73 ．84 ．740 ．3

0 ，275 ．472 ．319 ．13 ，78 ．310 ．212 ，310 ．〔｝ 14．481 ．2

〔〕．388 ．688 ．73 〔〕．（15 ．516 、o17 ，521 、5 ／8，126 ．193 ，1

の と きに は
，
LM 検定の サ イ ズ の 歪み が 小 さ くな り， 検出力 も大 きい ．こ れ は AR パ ラ メ

ー

タが 正 し く推定で きて い る か らで は ない か と
．
考え られ る ．つ ま り，

モ デ ル が うま く特定化

出来 て い る か らで は な い か と考え る ． しか しな が ら，Lobato−Robinson 検定の 検出 力は落

ちて し ま っ て い る ． さ らに は LM 検定 を除 く検定は全体的に 検出力が 低 い ．こ の こ とは ノ

ン パ ラ メ トリ ッ ク な手法 で は 1 次 の 自己相関の 強 さ と長期記憶 の 区別が つ きに くい か らで

は な い だ ろ うか．特 に修正 R ／S 統計量 は実際に使 うに は難 しい ほ ど検 出力が小 さ くな っ て

い る ．

　表 5 の MA （1）（θ ＝ 0．8）を含 ん だ ケ
ー

ス で は Breitung −Hasslerの 検 定 は行 わず ，残 りの

5 種の 検定 を用 い る ． こ の ケ ース で は LM 検定で の サ イズの 歪 み が 大 き くな っ て しま っ て

い る ．こ れ は LM 検 定 で は MA （1）を推定 して い る た め ，その 推定 と関係 が あ る の で は な

い だ ろ うか ．一
方 ，

Lobato −Robinson 検定 は サ イズの 歪 み も小 さ く，検 出力 も他 の ノ ン パ

ラ メ トリ ッ ク検定よ りも大 き くな っ て い る ．
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表 3　ARFIMA （1，d，0）（φ ＝（，．．5）に お け る 長記憶性を検 出 す る検 定 の サ イ ズ と椥 1｝カ，

LMBII mR ／S KPSS V ！S L −R

9 LoBTQSBTQSBTQS
η ↓OP ε

η． 4

5％te誤

η
＝5α，

〔1．〔11 ，22 ．63 ．33 ．62 ．75 ．45 ．ラ 6，45 ．2 δ，7

 ，i8 ，319 ．18 ．35 、45 ．．512 ．712 ．812 ．7ll ．522 ．1

0．217 ．1530 、4ll ．77 、89 ．219 ，72 〔〕．220 ．  21、5 ：玉7．2

〔〕、322333 、71 〔〕．39 ．113 ．628 ，529 ．929 ．832 ，14L5

η 二100 

  ，〔， 2．44 ．74 ，u3 ．93 ．67 、06 ，46 ，04 ．71 〔〕．2

o．］ 19．929 ，212 ．59 ．910 ，715 、215 ．115 ．616 ．339 ．5

o．240 、848 ．323 ．5L6 ．321 ．124 、〔〕 26．527 ，53L562 ．8

〔〕．348 ，546 ．328 ．・122 ，636 ．63 ，5．640 ．64 〔，，947 ．874 ．2

1％te5t．

n ＝501〕

0．｛， U．1 〔1．呂 0．3 ｛L4   ．2L2LUo ．8D ．72 ，2

f〕．12 ．97 ．2 〔♪，9 ｛｝、70 ．23 ．〔〕 3．22 ．92 ．39 ．0

 ．26 ．516 ，81 、80 ．6 〔1．96 ．〔〕 695 ．56 ．117 ．7

〔〕．38 ．823 ．8 〔〕，5 〔〕．71 ．3 ⊥1．｛， 13．‘〕 8、81 〔1．620 ． 

η 二⊥000

〔〕．o0 ．7o ，6o ．4  ．3o 、4 ⊥．1 ｛｝，8  ．δ 〔1．32 ．4

0．19 ．41 ：3．63 ．81 ．72 ．74 ．85 ．93 ．84 ．618 ，9

  ．225 ．229 ．77 ，92 ．88 ．〔〕 9、912 ，：39 ．711 ．942 ．4

o．326 ．433 ．79 ．14 、315 ，417 、221 ．5 ⊥7．926 ．〔｝ 53 ．1

　以．．ヒの シ ミュ レーシ ョ ン 実験 で 観察 され た こ とを まとめ る と，以下 の こ とが 言 える で あろ

う． まず ，モ デ ル が特定化で きれ ばパ ラ メ トリ ッ ク な LM 検定 が
一

番 良い で あ ろ う．しか

しなが ら ， AR 項お よび MA 項の パ ラ メ
ー

タ の 値 に よ っ て は サ イズ の 歪 み が 生 じる こ とに 留

意す る必 要が ある ．Breitung−Ha ．ssler の †寅定は 1 次の 自己相関 が ある が 小 さい ケース に 使

えそ うで あ る．Lobato−Robinson 検定は MA （1）な ど使 える ケース は多 く， 検出力 も大 きい

が ， 場合 に よ っ て は サ イズ の 歪み が生 じて し まう．これ は φの 値 が小 さ い 時に顕著 で ある．

φ ＝ 0．2 で は LM 検定 で もサ イズが 過小 に な っ て お り
， φの 値 が 小 さい と φの 推定が難 し

くな る か ら と推測 され る． ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク な検定 は検出力 は必 ず しも高い わけ で はな

い ． しか し， デ
ー

タか ら自動的 に バ ン ド幅 q を決め て Bartlettカ ーネル ある い は Qlladratic
Spectralカ ー ネル を使 っ て推 定 した長 期 分散 （lo” g−run 　val

・iance）を用 い た KPSS 検定 と

V ／S 検定の 検定の サ イズ は 安定的で あ る こ とが利点 と して 考え られ る ．カ
ー

ネル に つ い て

は Bartlett よ りも Quadratic　spectralカ ー
ネ ル が幾分 良 く， KPss 検定 よ りも v ／s 検 定 の
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表 4　 ARFIMA （1，（1，〔1）（φ＝0，8）に お け る 長記憶性 を検出す る検定 の サ イ ズ と検出力．

L．MBII エ1・RIS KP 器 V ／S L−R

q LQB
幽
rQSB 「

「 QSBTQS7 几
θ μ

γ占 d

5％test

児 ＝500o

．o1 ．55 ．51 、01 ．81 ．87 ，67 ．26 、96 ．64 ，7

0．128 ．112 ．01 ，〔13 ，口 4，113 ．81 ・1．213 ．114 ．25 ．9

（L272 ，119 ，9 〔〕、14 ．77 ．82 〔〕．220 ．920 ．223 ．  亅0．2

o．398 ，234 ．5D ．o6 ．611 ．729 ．431 ．23 〔〕．734919 ．8

η ＝1000

α  3．65 ．63 ．23 ．73 ．77 ．47 ．76 ．96 ．76 」

0．139 ，31 ・i．14 ．87 ．29 ．716 ．016 ．6j5 ．418 ，212 ．5

0．291 ．929 ．03 ．012 ．820 ．223 ．327 、327 、032 ，029 ．9

o，399 ．949 ．1 〔〕、519 ．934 ．935 ．741 」 4L5 ・
生8、650 ．1

1尻．te5t

η ＝50〔10

．01 ．0 〔〕．90 ．0 〔〕．10 ．01 ．31 ．20 ．80 ．51 ．0

〔｝，1ll ．94 ．〔〕 0．D0 ．00 ．13 ．4352 ．33 ．5L3

  250 β 8．8O ，0  ，1 〔L46 ，57 ．64 ．86 ．422

0．391 ．415 ．00 ．00 ．0Ll11 ．614 ．08 ．112 ，04 」

π
一10000

．00 ，60 ．70 ．20 ．．40 ．11 、31 ．20 ．50 ，6   ．8

0．119 ，5 ・・1．2 〔〕．2 α51 ．84 ，86 ．63 ，35 ．33 ，8

0．279 ，310 ．6o ．吐） 1、36 ．59 ，813 ，08 ，715 ．312 ，3

O ．399 ．225 ．60 ．03 ．114 ．216 ．922 ．717 ，527 ．43   ，4

方が ほ ん の 少 しだ け検出力が 高 い よ うだ ．

3．5　 応用 例

　こ れ まで 説明 した検定を実際の デ ー タ に 応用す る．こ れ か ら取 り上 げ る 日経平均株価指

数は 日本の 株式市場 で 最 も典型 的 な株価指数で あ る．用 い る デ
ータは 日経平均の 実 現 ボ ラ

テ ィ リテ ィ
ー

（realized 　volatilit ｝うで あ る ．ボ ラ テ ィ リテ ィ
ー とは リ ター ン の 分散 で あ る

が
， 実現 ボ ラ テ ィ リ テ ィ ーは 高頻度デ

ータか ら計算され る ボ ラ テ ィ リテ ィ
ー

で あ る．渡部

（2〔〕〔｝7）にお い て 日経平均 の 実現 ボ ラ テ ィ リテ ィ
ーの 対数値 が強 い 長記憶 性 を持 っ て い る こ

とが 示 されて い る の で
，

こ こ で も日経平均の 実現 ボ ラ テ ィ リテ ィ
ーの 対数値 を対象 とす る

こ とにす る．

　本稿 で は 日経平均 の 5 分毎の デ
ー

タか ら実現ボ ラ テ ィ リテ ィ を計算 して
， その 対数値 に

対 して 長記憶性 の 検定 を行 う こ とを考える．まず ， 日次 実現 ボ ラ テ ィ リテ ィ．RV ， は 以下
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表 5　 ARFIMA 〔D．d，　O｛θ ＝〔〕．5）に お け る 長 記 憶 性 を 検 出 す る 検 定 の サ イ ズ と検 出 ノ丿．

LM II〕RIS KPSS v 〆s
　 ’

L−R

q Lり BTQSB
「
11QSBTQS 「

厂几 OP 亡

∫ユ d

5％test．

η ＝500o

、〔116 ．〔｝ 2，62 ，81 ，95 ．14 、54 ．84 ．：う 4．5

0．189 ．29 ．96 ．66 ⊥1 凵 ．呂 1ユ．112 ．・1ll ．322 ．6

0．299 ．916 ．99 ．210 ．819 、419 ．420 ．521 ．248 ．6

O，396 ，521 ．910 ，71 ・1．728 ．729 ，829 ，932 ．263 ．8

η ＝ loo〔｝

〔〕、017 ．⊥ 3．43 ，43 ，56 ．〔15 、64 ，44 ，14 ．6

〔〕、⊥ 98．1 ⊥4，51 〔〕．5lL315 ．〔114 ，915 ．2 ］6．438 ．〔i

0、21 〔｝〔｝，〔｝ 3｛〕．817 〆123 、32 ．1．026 、727 ．731 ．575 ．1

〔｝，398 ．1 ・11，⊥ 23，437 ．5 ：35、840 、441 、447 ．889 ，〔1

上％．tebし

  ＝500

〔1．〔19 ．8 可｝．4o ．3 〔〕、2 〔〕．70 ．4 〔，．7 ｛〕．5 〔1．7

〔1．185 ．4L7o ．7 〔｝．63 ．2322 ．72 ．4ll ．3

u、299 ．74 ．8o ．7L35 ．s6 ．95 ．46 ．42s 、生

O．396 ．55 ．30 ．81 ．810 、912 ．99 」 1〔L74 〔〕、7

η ＝10〔［〔1O

．011 ．5o ．3  、6 〔〕、30 ．δ 0．60 、6 〔〕．3o ．9

0．197 ．85 ．32 ．〔〕 3、04 ．8
一　　一乳｝．’ 3．94 ．820 ．1

0．21 ｛｝o．o ⊥2．63 ．．18 ．2 ⊥o．312 、41U ．0 レL455 ．｛1

0．398 」 19．45 ．515 ．917 ．52L518 ．226 ．276 ．6

の よ うに定義 され る も の で ある ．

　 　 　 　 　 　 アt，

RVt − ・ Σ ・も、

　 　 　 　 　 i＝1

　　　　　Σ1：1（Rt − R）
2

　 Ct　 ＝

　　　　　Σ⊃匹1Σ7．t　’r・装t

（3，25）

（3．26）

なお ，Rt は 凵次 リ タ
ーン で あ り，　 R は 日次 リタ ーン の 平均 で あ る．そ して ，　 r，，t は t 日に

お ける 5 分毎 の 対数収益率で あ り， c： は （3．26）で 定義 され る 調 整定数 で あ る ．　 e に よ っ て

H次 リ ターン の ボ ラ テ ィ リテ ィ
ー とサ イズが 同 じにな るよ うに調整 され るの で あ る．〔例 え

ば、Hansen　and 　Lu ・・de （2005），渡部 （20〔〕7）を参照 の こ と）．日経 平均 そ の もの は 1 分 毎に

算出 され て い る が
，

1 分毎の デ ー タ を用い る と渡部 （2007 ）な どで は マ イ ク ロ ス ト ラ クチ ャ

ー ・ノ イズが 含 まれ て しまうと報 告 され て い る た め ，渡部 （2007 ）に倣 い こ こで は 5 分 毎の

デ
ータ を用 い る．なお ， 本稿で 用 い る 日経 平均株価指数の デ

ー
タ は

，
デ ー タ の 期 間 は 2006
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年 7 月 3 日か ら 2008 年 6 月 30 日まで の 487 日分の デ
ー

タ で ある ．用 い た 調 整定数は c ＝

2，411 で あ る ．

　実現 ボ ラ テ ィ リ テ ィ
ー RV ， とそ の 対数変換 した 値 lug　RVt お よ び log　RVt の 自己相 関 を

図 1 に プ ロ ッ トして あ る ．log　RVI の 自己相 関の 減 少度合をみ る と非常 に ゆ っ くりなの で
，

iog　RVt に は長 記憶性が あ る と予想 され る だ ろ うi

　次に ，log　RVt の 要約統計量 を計算 した．表 6 に計算 され た log　RVt の 平均 ， 標本 分散 ， 標

準偏差
，

歪度
，

尖度 ，
Ljllllg−B 〔｝x 統計量 が載せ て あ る．　 Ljung −Box 統計量 は ラ グ 1〔〕で 計算

して あ る ．LB （10）＝ 1358，4 は非常 に大 きい の で 系列相関が な い との 帰無仮説は ほ とん ど

棄却され る． また，尖度を見る とほ ぼ 3 に な っ て い る の で 正規分布の 尖度に 近い と い える だ

ろ う．そ して ，log　RVt に つ い て シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン の 時 と同 じ LM 検定 ，

　 Breitung−Hassler

の 検定．修正 R ／S統計量 ，KPSS 検定，　V ／S 検定，　Lobato−Robinson 検定の 6 つ の 検定統計

量 を計算 した ．パ ラ メ トリ ッ ク な検定で は ARFIMA モ デ ル を特定化す る必 要が ある ．そ こ

で，LM 検定とBreitung−Hasslerの検定に つ い て はア ドホ ッ クで はあ るが AR （1）を付加 した

ARFIMA （ユ，d，
　O）モ デ ル を仮 定 して検定統計量 を計算 した ．検定統計量 の 値 は は 表 7 に掲載

して ある ．合わ せ て 有意水準 5％と 1％の 棄却域 の 臨界値 も載せ て ある ． Breitullg−Hassler

の 検定 ， 修正 R ／S 統計量 の 2 つ を除 い た検定統計量 の 値 は 有意水準 1％の 臨界値 よ り も大

きい ， こ の こ とよ り実現ボ ラ テ ィ リテ ィ
ー

の 対数値 log　RVt に 長記憶性が あ る こ と を示 し

て い る と判断で きる． Breitung −Hasslcr の 検定は モ デ ル の 特定化の 問題 の た め ，修正 R ／S
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表 6　実 現 ボ ラ テ ィ リ テ ィ
ー

の 対 数 fl占の 要 約統 言1
．
量 ＠ ＝487）．

平均 分 散 標準偏差 歪度 尖度 LB （1  ）

D、4且 2   ，4959 〔〕．7042 ｛〕．17393 ．0511358 ．1

表 7　実現 ボ ラ テ ィ リ テ ィ
ー

の 対 数 値 に 対 す る 検定 統 計 量 の 値 〔
’rt − 487 ）．

9LM

　 　　BH 　　　　　IuR ／S

L（，　　 BT 　　 QS

　　　KPSS

BT 　　　 QS

　　　VIS

BT 　 　 QSL

−R．

「
厂’己opf

2．938　　 1、1201 ．955 　　 1．672　　 1．787 ｛，．728　　 　 0．8310 ．316　 　 0．3605 ．395

59｛、

1％

L645 　　 1．645

2．326　　2．3261

．717　　 1．747　　 1747

2．〔」〔〕1　 　2∫｝Ol　　2，001

｛L46136 　　｛｝，46136

0，7・ユ346　　0，743460

．ユ869　 　0．1869

〔1．2684　　 D．2684L6452．326

統計量の 場合で は 短記憶部分の 自己柑 関の た め に，検出力が低 くな っ て い る と考 え られ る．

4 ．　 その 他の検定

　長記 憶 時系列 をめ ぐる 検定 の 話題 に おい て
， 近 年 ， 研 究 の 関心 を集めて い る の は，変化

点の 検定で あろ う．本節で は まず長記憶性 を もつ 時系列に お け る 変 化点の 検定に 関す る 研

究を紹介 し
， 次 い で ，変化点の 検定 と関連の ある 2 標本の 長記憶 パ ラ メ ー タ の 比 較 の 検定

に つ い て 解説 す る ．最後に こ れ ら の 検定 に対 し， シ ミュ レ
ー

シ ョ ン に よ っ て パ フ ォ
ーマ ン

ス を評価する こ ととす る ．

4．1　 変 化 点 の 検定

　長記憶 時系列に おけ る変化点の 検定 は Beran　and 　Terrin（1996）の 提案 した もの が最初で

ある．その 後 ， その 漸近 分布の 修正 を施 した Horvath　and 　Shao （1999），　Horvath （2〔〕01）の

研究 が あ る． こ れ らの 検定は 周波 数領域で 考えた ］
、VhiLtle推定 を用 い た もの で あ る．一

方，

Ling （2007）は時 間領域 の CSS （conditiollal 　sulll　of 　squares ）推定 を用 い る こ とで ，　 Horvath

（20（11）と同様の W ”ald 検定 を提 案 して い る． さら に Yamaguchi （2010）は Lillg（2007）の

CSS 推定 に 基づ い た検定に Bai （1997）の ア イデ ア を応用 す る こ と で 変 化点 の 推 定量 を提案

して い る ．

　以 卜
．
，

一
般化 に よ る煩 雑 さ を避 けて 議論の 構成 が 理 解で きる よ うに 説 明 して い く．そ こ

で
一
変量 時系列 ｛yt，

t ＝＝1，　2 ，
．．．

，
rz｝の 場合で 説 明す る ．こ の と きの 検定問題 は 時点 鳶 ＝

［Tlt］（0 ＜ t ＜ 1）で
，

パ ラ メ ータが 変 わ らない か，変化 す る か を検定す る 問 題で あ る ．帰無

仮 説は パ ラ メ ータは変 化 しない で あ り， 対立 仮 説はパ ラ メ ー
タが 変化す る で あ る．

　は じめ に
，
Horvanl 　and 　Slla（， （1999 ），

　Horvath （2001 ）に よる Wllittle推定を元 に した検定

を説明 す る． こ こ で の パ ラ メ ータは （σ
2
，τ）で あ り，パ ラ メ ータ空 間は 5 × T ⊂ （O．　i［xコ）× R 「

とす る．そ して
， ARFIMA （pl　d．　q）な ら r ＝ p ＋ q ＋ 1 で あ り，ARFIMA （Ld ，

1）な ら
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T ＝（d ，φ，
θ）

’
で あ る ．まず ，

Whittle 推定は ピ U オ ドグ ラ ム （3．22）式で 定義 され た ∬＠）と

ス ペ ク トル 密 度関 ifk　f（es　17）に対 して ，

　　　　　　　　　　　　　　　・ 一

串 睾） 　 　 （・・）

を最小 化 す る こ と で パ ラ メ ータ ァ の 推 定値 t を得 る もの で あ る． こ の と き，》7i（t 一
τ）は

漸近正 規性が 成 り立 ち，N （0 ，
4π W （T ）

一
りの 正規分布 に したが う．なお ，γレ（τ）は 7

’
× r の

行 列 で その   の 成 分 鰯 （丁）は

　　　　　　　　　　　蝋 ・ ）一 ル（・ 1・ ）
∂黠乃 ！（諾1。 ）d・

で 定義 される もの で あ る ．

　こ こ で 時点 k ＝ ［nt ］（0 〈 t 〈 1）で 変化 したか ど うか をみ る検定を考 え る ．まず ， 変化 前

の パ ラ メ ータ を推 定す る た め に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ［’it ］

　　　　　　　　　　　　　　Ll 一

鵡 課 ）

を最小化 して i
［nt ］，1 を得る ．　

一
方，変化後の パ ラ メ

ー
タ を推定する ため に

　　　　　　　　　　　　　　L2
一 蟲蕊1綜 ）

を最小化 して テ
［nL ］，2 を得る とする ．

　こ の と きの 統 計景 は
，

　　　　2n（’）一毒曲 （1 − ・ ｛（  ・，
1
− ・

・rtt ］・）
’

細 版 ・
一
蜘 ・）｝

’／2

と構 成 され る ．なお ， W （Tl，t）は k ＝ ［圃 と して

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．　　　 k　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 π
一ん

　　　　　　　　　　　 w （k）＝ − w （鉱 1）十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 w （ik・，2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 η、　 　　　　　　　　 　 7z

に よ っ て 推定 され た もの で あ る．こ の とき帰無仮 説の も とで

　　　　　　　　　　　　　　　　ZTi（り ⇒ M （t）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一．1− T
’
　 〔j）

　 〔）　　 〔）　　　　 （r ）

ある ．なお，推定す る パ ラ メ ータ が d 一
つ だけ な らば ，A／（t）； B （t）とな り

（4．2）

（4．3）

（4．4）

（4．5）

に 分 布収束 す る．なお ，M （t）は M （t）＝ （Σ］＜ ＜
B2 （t））

11L）
と定 義 され る もの で あ り，

（Bfl （t），　Bf2 （t），．．．，
B （t））は パ ラ メ ー

タ の tW　r 個 と同 じ数の 独立 な Browllian　bridgeで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，分布収束の

先 は Brownian　bridge　B （t）； B （t）
一　tB （1）に な る，なお こ の 収束 に は細 か い 仮定が必要

で あ る が，Elε，14＋ ρ，（ρ ＞ 0）と 4 次 以 Eの モ ーメ ン トの 存在が必 要で あ る こ とを述べ て お

く，また， こ の Browlliall　bridge　B （t）は N （O，
t（1 一の）の 正 規分布 に 従 うこ と に な る ．
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一

方，Ling （2007）に よっ て提案 され た CSS 推定に基づ く検定は以 下の よ うに なる 。平均

が 0 の ARFIMA （p，　d ，
　q）を考える と，すで に み た （2．7）式か ら εt

＝θ（B ＞
− 1

φ（B ）（1 ＿B ）
d
院

と表現 す る こ とが で きる．そ こ で ，yt の うち観 測期 間の 外 に あ る部分 は 0 とお い て 肋
＝ 0

（t ≦ 0）と して etを計算 して ，こ れ を利用 す るの で あ る，つ ま り，

　　　　　　　　　　　　　ε，
＝ θ（B ）

− 1
ψ（B ）（1

− B 陶 ，， 　 　 　 　 　 （4．6）

と し，た だ し，yt ； 0 （t ≦ 0）とす る ．こ の 時の Conditiona．I　Sum 　of 　Squaresは ，それ ぞ れ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k　 　　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 rl

　　　　　　　　　　　元1 − −1Σ ’1・ L・
一 一1　］S　・

’
t， 　 　 （… ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝⊥　　　　　　　　　　　　　　 t−−A・十 1

となる ．そ して 各 々 か ら推 定値 テ1 お よ び h を得 た とす る ． こ こ で 一εシ2 の 1 階の 微係数

と 2 階の 微 係 数か ら，

　　　　　　　　Dt （・）一 激÷か　P ・　（・ ）一 憐 （÷り・

を定義す る ．対立 仮説の 下 で 推定 され た テ1 お よび rL， を使 っ て ，微係数の 推定値 を Dt（テ1）．

D オ侮 ），Pt（テ1）．　Pt（f2）と求め る． こ れ らを使 っ て ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k　 　　　　　 　　　n

　　　　　　　　£ 調 一 Σ P・（テ1）＋ Σ 為（句
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t− 1　　　　　　　　 t＝A：十1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k　 　　　　　 　　　　　 　　　n

　　　　　　　　s
’
2

，，（k） 一 Σ 加 テ1）Dl（テ1）＋ Σ か絢 か拘
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t− l　　　　　　　　　　　　　　 t＝た 1］

を評価 す る ．そ こ で W ”a．ld検定統計量 を対立 仮説 の 1・
’
で の テ1 お よ び テ2 とそ れ ら に よ っ て

評価 され た Σn （k；）お よび Ω
，、（紛 を使 っ て

　　　　　　邸 ・）」 筆
鳶）

（・1
− f2）

’

［£ ・ （呱 （k）
− 1

立調 ］（テ1
− f2）　 （… ）

と評価 す る ，

　Lillg（20〔〕7）で は複合対 立 仮説 （T
’
＜ k ＜ TZ − r）に対す る検定 を考えて い る ．つ ま り， 変

化点が 未知 の 場合の 検 定を直接導 い て い る ．なお ，
・
1
・は未知パ ラ メ

ー
タ の 数で あ る ．そ こ

で 以下 の よ うに漂準化 され た Sllp タ イプの 統計量

　　　　　　　　　　　瞬 ）一
。膿

町

器
’n （「）

　 　 （・・9）

を定義す る．た だ し
，

α
，1．（r ）＝ 　 bn（r）／（2　log　log　

’n ），b． （r）＝ ［210g ］ogn ＋ （rlogloglogn ）／

2 − log　l「（r／2）］
2
／（2　log　log　n ）で r （・）を ガ ン マ 関 数 とす る ．こ の と き Ling （2〔〕07 、

　Tlleo−

rem 　2．1）は ｛ε‘｝に near 　epo 〔：h　depell（lellce（NED ）を仮定する こ とで Darling−Erd6s タ イ

プ の 以 下 の 極限定理 が成 り立 つ こ とを示 して い る ．

　　　　　　　　　 P 晦 （・）＜ ・r］一 ・XP （
− 2・

・” f2
）・as

’　’n −
・ ・。 ．　 　 　 （4．10）

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

170 日本統計学会誌　　第4 巻 第2弓．2011

Horvath　and 　Shao（1999 ）も Whittle推定か ら得 られ た tl と ら を使 っ て 導か れ た Zn （t）に

関 して
，

観 〔醐 ≦ k〈 nZ ，、（k／n ）に つ い て （4．10）と同様の 極限定理 を示 して い る ． これ ら の

sup タ イプの 検定 は変化点が未知の 場合の 検定 に な っ て い る ．

4．2　 2標本の 長記憶パ ラ メ
ータの 比較の検定

　Lavallcier　et　at ．（2010 ）は
，
3．2．3 節で 述 べ た Giraitis　et 　al．（2003 ）の rescaled 　variance

検定 （V ／S 検定）を用 い る こ とで
， 同 じ標本サ イズ の 2 つ の 標本間の 長記憶パ ラ メ

ー
タを比

較す る検定 を提案 した．3，2．3 節の V ／S 検定統計量 で は，

　　　　　　　　　v 一 書（
　k

Σ（
・
y・　

− y）
t＝＝1 ）

2

一吉（書書（・・　
一

・・U））
2

　 （4… ）

と長期分散の 推定量 ξlqよ り V ／S 検定統計量 Mn を （3．18）の 定義式か ら M
，、
＝ V／鱒と し

て い た ．

　そ こ で ，まず 2標
．
本 が独 立 の 場合 の 2 つ の 標本 間の 長 記憶 パ ラ メ ータ を比較す る検定 を

考える ．その 場合に は ． 1 番目の 標本の もの を Vi！9？，q ， 2 番目の もの を 巧 ／諾q
と して ， 検

定 統計 量 Tn．を

　　　　　　　　　　　　　　Tn 一 畿 ・ 瞭 　 　 　（412 ）

と定め る ．こ の とき Lavancier　et　al．（2010 ，
　Proposit・ion　2．6）か ら帰無仮説お よび対立仮説

で 以 下 が 成 り立 つ ． まず，帰無仮説 dl ＝ d2＝ d の と き，

　　　　　　　　　　　　　　Tn ⇒ T 一 絵・ 務　 　 　 （・・3）

となる ．た だ し U ］ と ひ2 は ，

　　　　　　　　　U・i 一ズ轍 ト （fu
’

轍 ）
2

−
一 ・

，
・・

と fractional　Brownian 　bridgeBT （t）に よ っ て 定義され る もの とす る ．こ の fractional　Brow −

niall 　bridge は 2 変量 fractioIlal　Brownian 　 motioll （Bdl （t），　Bd2 （切 か ら得 られ る もの で あ

る ．た だ し ，
こ こで は

，
2 標 本 は独 立 なの で こ の 場 合の Bdt （t）と Bd2 （t）の 相 関 は 0 に な る．

一
方 ， 対立 仮説 d1≠碗 の 下 で は

，

　　　　　　　　　　　　　　　　 Tn　　−一一’　　．ac ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．14）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

が成 り立 つ ． したが っ て ，検定の 一致性が あ る こ とに な る．

　さ らに，2 つ の 標本 に相関が ある 場合に も検定が構成で きる． その 場合に は標本 1｛Ylt｝

と標本 2｛Y2t｝の 間の 長期 共分散 （long−run 　covariance ）を 碍2
，q

とす る ．その と き相関を取

り除い た系列 を
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n2

　　　　　　　　　　　　　　　多1印 1，
一聖，・

μ、t，　 　 　 　 　 （4．15）
　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 S2 ，q
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と作成 し ， 痴 を （4，11）に 代入す るこ とで レ1 を求め る ， Vi に 用 い る 長期分散 に つ い て も

昇o
＝ 繰q

一弗．♂陽（J
と相関 を取 り除 い た 長期分散 を作成す る ．除 昇α

ル 磐 裾．tl を用 い

て ，検定 統 計量 T
，， を

　　　　　　　　　　　　　　九耀 ：
・牆 　 　 　幽

と構成す る ．1、avanciei
’
et　at ．（2010 ，　Proposition　2．7）よ り， 帰無仮 説 dl ＝ dL） の 場 合 に は

Tn の 極 限分布 は Tn．の 極限分 布 と1司じ よ うに （4．13）で 表わ され る ．対 立 仮説 の dl ＞ 碗 の

時は T
。．は 発 散す るが ，しか し，dl ＜ の の 時は T

，，
は定数 に確率収束 して し まう． した が っ

て ，実際に使 う場合に は，標本 1 と標本 2 を入れ換え た 宕 t も計算す る必要が あるで あろ う．

　こ の 検定で は帰無仮説の 下で の 分布が複雑で あ る の が 難点で あ る だ ろ う．そ こ で
，
La−

vallcier 　ct α！．（2010）で は ，モ ン テ カ ル ロ ・シ ミュ レー
シ ョ ン に よ っ て分布を求め て

， 5％点

に対 して は，以下 の 近 似式

　　　　　　　　　　　　　　tJEY
，
　re 　3．7d2 −十一8．6d 十 5．2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．17）

を提 案 して い る ．

　こ の 検定 の 留意点 と して は ，V ／S 検 定統計 量 を用 い て い る の で ，短 記憶 過程部分 に 対 し

て は
，

パ ラ メ トリ ッ クな ARMA モ デ ル を使 う必 要 は な く長期 分散 を推 定す れば良 い こ と

に な る． なお
，
Lavallcier　Ctt　aZ．（201（））で は 長期分散の 推定の 際に 必要 とな る バ ン ド幅 q の

選択 は
，
Abadir　et　al．（2009 ）の 方法 を用 い て い る ．こ の 点 は

，
　 ARFIMA モ デ ル に よ っ て

パ ラ メ トリ ッ ク に モ デ ル 化する必 要 の あ る Horvath （20〔〕1）お よび LiIlg（2007 ）と は 違 う点

で あ る． また，こ の 検定 は 2 標本 の サ イズ が 同 じで ある こ と を仮定する の で
，

こ の 検定 を

変化点の 検定 に応用 す る な らば， 2 標本の 大 きさが 同 じに なる よ うに 長い 方の デ
ー

タ の
一

部を切 り捨 て る な ど して 標本サ イ ズ を揃 える必 要が あ る だろ う．

4 ．3 　 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン

　 こ こ で は前節 まで に 取 り ヒげ た Whittle推定値 d お よ び CSS 推定値 〔／を使 っ た 変 化点

の 検定 と Lavallcier　et 　al ，（201 〔｝）に よ る 2 標本の 比較 の 検定 （LPS ）の 3 つ を シ ミ ュ レ ー

シ ョ ン に よ っ て 比較 して み る こ ととす る ．ARFIMA （O、d，
O）を仮定 して シ ミ ュ レーシ ョ ン

実験 を行 う．標本サ イズ は n ＝ 500 と n ＝ 1000 と し，t ＝ 0．5 で 変化が あるか ど うか を検

定 して み る こ と とす る ．変化 前と変化後は独立 な系列 と して 発生 させ る．Lavancier 　et　at．

（2010 ）の 検定で の 長期分散 の バ ン ド幅は ARFIMA （O，d、　O）を既知 と して q ； 0 を用 い た ．

dl ＝ 0．1 を固定 し，　 d2 を d2 ； 0．1 （帰無仮説） T 碗 ＝〔〕、2，0．3，0．4 （対立仮説） とす る ．繰

り
．
返 し数 は 1000 回で あ る．また ，

こ の ケ ース で は d だ けを推定す る．d の 最尤推 定量 の 漸

近分 散は π
2
／6 とパ ラ メ

ー
タ d に 依存 しな い こ とが 分か っ て い る の で

，
こ れ を用 い る こ と と

す る ．
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表 8　ARFIMA （O，d，　O）（dl＝〔〕．1）に お け る 変化点 の 検定の サ イ ズ と検出力．

π ＝5〔〕0 η ＝1000

d2WHCSSLPSWHCSSLPS

  ．17 ．76 ，14 ．57 ．16 ．03 ．2

0、232 ．031 ．79 ．052 ．853 ．91L4

〔〕．379 ．583 ，320 ，897 ．097 ，528 ，6

0，ユ 98．999 ．636 ，2100 ．0100 ，050 ，7

　表 4 に は検定の サ イ ズ と検出力が 掲 げて ある ．表 4 で は Whittle 推定値 d お よ び CSS 推

定値 d を使 っ た変化点の 検定 をそれ ぞ れ WH お よ び CSS と記 し ，
　 Lavancier　e彦α1，（201〔〕）

に よる 2 標本の 比較 の 検定 を LPS と記 して あ る ． こ の 結果 に よ る と
，

2 標本の 比 較の 検

定 （LPS ）の 検 出力は他の 2 つ に比べ て 低 い こ とが 分 か る ．　 Whittle推定 と CSS 推 定で は

ARFIMA （0，d ，
0）と モ デ ル が分か っ て い る パ ラ メ トリ ッ ク な検定で ある の で

，
ノ ン パ ラ メ ト

リ ッ クな検定で あ る 2 標本の 比較の 検定 （LPS ）は他の 2 つ よ り検出力が 低 くな るか ら と考え

られ る．表 8 の シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン で は一つ の 標本サ イズ が 250

，
5〔〕〔｝なの に対 し，Lavancier

et α1．（2010 ）の シ ミ ュ レ ー シ ョ ン で は ，
− t

つ の 標本サ イズが 1024 と 4096 とか な り大 きく

と っ て い る た め
，

2標本 の 比 較 の 検定 （LPS ）の 検出力が 高 くな い こ とは整合的で ある ．一

方 ，
Whittle推定値を使 っ た検定 よ りも ， CSS 推定値 を使 っ た検定の ほ うが微妙に検出力が

高い よ うに 見える ．こ れ は CSS 推定の 方がや や 精確に推定で きて い る か ら と考 え られ る．

な お
， 本節で は ARFIMA （0，d，　O）だ けで シ ミ ュ レーシ ョ ン実 験 を行 っ た．3．4 節の よ うな

AR 項 ある い は MA 項 を付加 した場 合 の 変化 点 の 検定 は
，　 Ling （2007）お よび Yamaguchi

（2〔〕10）で もシ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン は行わ れ て い ない ．ARMA モ デ ル の よ うな短記憶過程が 含ま

れ て い る場合 に どうな る か は ，長期分散 を使 うだ けで 済 む ノ ン パ ラ メ トリ ッ クな Lavancier

et αt．（2010）の 検定 と も合わせ
， 興味深 い 今後の 研究課題 と考えられ る．

5．　 結 語

　本稿で は，短記憶定常時系列 1（0）を帰無仮説 と し， 対立仮説 を定常長 記憶 時系列 1（d）（0 〈

d 〈 1／2）とす る長記憶性 を検 出す る検定 と して
，

パ ラ メ トリ ッ クな検 定 と修正 R ／S 統計

量 ，
KPSS 検定 ，

　 V ／S 検定の 3 つ の ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク検定， そ して ，　 Lobato−Robinson

検定 を説明 した ．こ れ ら の 検定 を シ ミ ュ レ ーシ ョ ン で 比 較 した と こ ろ ，ARFIMA （O ，
d，　O）

の 時系列 で あれ ば
， 検出力 の 大 きい 順 に ，

パ ラ メ トリ ッ クな LM 検定 〉 セ ミパ ラ メ トリ ッ

ク な LobatQ−Robinson 検定 〉修正 R ／S 統計量 ，
　 KPSS 検定 ，

　 V ／S 検定の 3 つ の ノ ン パ ラ

メ トリ ッ ク検定 とな っ た ．こ の こ とは
， Shao　aIld 　Wl1 （2007 ）の 結 果 と整 合 的で あ る だろ

う． しか しなが ら
，
1（d）過程 に短記憶定常過 程 も含 まれ た 時 系列で あ れば ， 少 し問題 は複
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雑に なる ．LM 検定お よ び Lobato−Robillsol1検定 にサ イズ の 歪 み が 牛 じる場合が ある か ら

で あ る．そ こ で ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク な検定に も有利 な点が 出て くる． と りわけ，KPSS 検

定 と V ／S 検定は検定の サ イズが 安定的 で あ る と い う点で 有用 で あ る と考 え ら れ る ．実現ボ

ラ テ ィ リテ ィ
ーの 対数値 に対 し て検定を行 っ た際 に ，こ の 利点が 活か され た ．さ ら に ，パ

ラ メ トリ ッ ク な検定は モ デ ル を特定化す る必要が あ るが ，セ ミパ ラ メ トリ ッ ク ・ノ ン パ ラ

メ トリ ッ ク の 検 定 で は モ デ ル の 特 定化 が必要 な い の も利点 と言 え よ う．また ，こ れ らの 検

定を実現ボ ラ テ ィ リテ ィ
ーの 対数値 に応 用 した と こ ろ 長 記憶性 を持 っ て い る と判断 され た．

　さ らに ， 本 稿で は 変 化点 の 検 定 と 2 標本 の 長記憶 パ ラ メ ー タ の 比較 の 検定 を説 明 した ．

変化点の 検定は Whittle 推定 を使 っ た検定 と CSS 推定 を使 っ たパ ラ メ トリ ッ ク な検定で

あ る．
一

方 ，2 標本の 長 記憶 パ ラ メ ー タ の 比 較の 検定 は V ／S 検定 を応用 した ノ ン パ ラ メ ト

リ ッ ク な検定で あ る， こ の Lavancier　et α1．（2010）の ノ ン パ ラ メ トリ ッ クな検 定は ， 2 標本

の 大 きさが 同 じと い う制約 を もつ もの の
， 長 期分 散を推定すれ ば良 い 点 ， また

， 2 つ の 系

列 に 相 関が あ る場 合 に も使 える と い う利 点が あ る ． これ ら の 検 定 を簡単 な変化 点 の 検 定 に

応用 しシ ミ ュ レ ーシ ョ ン 実験 を行 っ た ． 2 標本 の 長記憶 パ ラ メ
ー

タ の 比較 の 検定 を 変化 点

の 検定 に応用す る と検出力は 他 の 2 検定 よ りもや や 低か っ た．そ れ は こ の 検定が ノ ン パ ラ

メ トリ ッ ク な検定で あ る ため と考 え られ た．変化点の 検定 に つ い て は最近 も研究論文 が 出

て い る と こ ろ で あ り ，
こ うした分 野 に つ い て は今後 も研 究の 進展 の 可能性が ある と期待 さ

れ る ．
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