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非対称性の ある多変量確 率的ボ ラテ ィ リテ ィ 変動モ デル の

ベ イズ分析 ： 東証業種別株価指数 へ の 応用
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＊ ・大森　裕浩 †

Bayesian　Analysis　of 　Asymmetric 　Multivariate　Stochastic　Volatili七y

　　　　　 Models 　with 　Applications　to　TOPIX 　sector 　indices

Tsunehiro　Ishihara＊ aIld 　Yasuhiro　Omori†

　非 対 称 性 を 考 慮 した 多変量 確率的 ボ ラ テ ィ リ テ ィ 変動 モ デ ル の 2 つ の ク ラ ス を東京証 券取引所

の 業 種 別 種 別 株 価 指 数 収 益 率 に 応用 し，そ れ らの モ デ ル 比較 を行 う．第 1 の ク ラ ス は
一

変量 モ デ

ル の 直接 の 拡張 で あ り，収益率間の 交差非対称性を考慮 した モ デル で あ る．第 2 の ク ラ ス は 多変

量 の 因子 を 用 い た モ デ ル で，各系 列 ・各 因 子 が 非 対 称性 を持つ
一一

変量モ デル に 従 うモ デル で ある．

まず こ れ らの モ デル の た め の ．効率的な マ ル コ フ 連 鎖モ ン テ カ ル ロ 法 を川 い た ベ イズ推定法 を 説

明 し，次 に 効 率 的 な粒 f フ ィ ル タ を用 い た 尤度関数 の 推定法も提案 す る，そ して 実証 分 析 で は情

報量 基 準 DIC を用 い た モ デ ル 比 較 を行 う，その 結果，因子を用 い ない 定式化 の 方が よい とい う結

果を得た．また 正 規分布 よ りも裾 の 厚 い 分 布 を仮 定 し， 非対 称性 の 存在 を仮定 して い る モ デル が

DIC の 意味で 総 じて よい とい う結 果が 得 られ た．

　
「
11wo　classes 　of 　multivariat ・e　stc）ehast ，ic　volatility 　models 　wit ］1 、

・01 淋 ili†y　asyInlllctly 　aro 　co11 −

sidered ｝md 　tlleiI・Inodel 　comparis 〔m 　is　coIldllcted 　using エcturn 　scrics 　of 　TOPIX （Toky （，　Stuck

Exchange 　St（）ck 　Pri〔：e　In（lex）Sector　indices．　The　rnodels 　of 　the　firsむclass 　al
・
e ：　traight　forward

cxtellsions 　 of 　the 　 univariate 　 Inodel 　 with 　 cJ
’
osl　 asymmetric 　 effects ．　 Those 　 of 　the　 tec ：oi ］d　 class

are 　bascd　on 　factor　specificatioIls 　where 　each 　factor　ancl 　distllrl）allce 　series 　正b！low　stocllastic

vQIE しility　nlodcls 　wit ，h　asymmetry ，　Computationally　eIlicicnt 氏larkov 　chain 　Monte 　Carlo　aユgo−

rithms 　are 　described，　and 　cf丑cient 　partic
・le　filtering　methods 　a」 e　also 　proposcd 　t〔｝ ebthn 拭te　t．he

likeLihood ．　 In　the 　empirical 　study ，　the　 rnodel 　comparison 　is　c 〔，ndllcted 　based　oIl　the 　devia．nce

in正brmation 　criterion ，
「L’he　m （）dels （，f　the 　fil・st　 class 　are 　found　to　out ，perforIrL　those 　of 　the　sec −

ond 　class ．　 Moreover ，　those　models 　with 　heavy−tailed　distribution　or 　asymmctric 　vola ．tility　are

shown 　to　outperfurln 　other 　simple 　models 　in　terms　of　DIC 　in　genelaユ．

キ
ー

ワ
ード：

多 変 量 確 率 的 ボ ラ テ ィ リテ イ，因 1一モ デ ル ，裾の 厚 い 分 布．非対称性，ベ イ ズ推測，マ

　　　　　　ル コ フ連鎖 モ ン テ カ ル ロ 法
，
ブ ロ ッ ク ・サ ン プ ラ

ー．株 価 収 益 率、補助粒了
一
フ ィ ル タ，

　 　 　 　 　 　DIC ．

1．　 は じめに

危 険資産の 収益率時系列の モ デル と して
， 確率的 ボ ラ テ ィ リテ ィ変動 モ デル （Stochastic

Vblatility　m ・ del）は 広 く使用 され て い る．
一変量 モ デル に お い て は，他の GARCH （gen一
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eralized 　autoregressive 　conditional 　hetcroschedasticity）モ デル など と比較 して データへ の

当て は ま りが よ い こ とが 知 られて い る （詳 し くは 渡部 （2000），
Shephard （2005 ）な どを参照

され た い ）．そ の 結果に 基づ き多変量 に 拡張され たモ デル に 関 して も近年で は 多 くの 研究

が な され て お り，数多 くの モ デ ル が 提案 され て い る （詳 し くは 多変量 GARCH に関 し て は

Bauwens 　et 　al ．（2006），　Silveiineillen　and 　Terrasvirt，a （2007）， 多変量確率的ボ ラテ ィ リテ ィ

変動 モ デル に関 して は Asai　et 　al ．（2006 ），
Cllib　et　ctl．（2009）らの サ

ー ベ イ とその 参考文献

を参照 された い ）．

　特に 株価や株価指数 の 収益 率系列に は レ バ レ ッ ジ効果 （leverage　effect ）， も し くは よ り広

い 概念 と して ，ボ ラテ ィ リテ ィ の 非対 称性 （asynlmetry ）と呼ばれ る性質の 存在が 知 られて

い る．これ は ，株価の シ ョ ッ クが 上側 か 下側か，つ ま り収益率 へ の シ ョ ッ クが 正か 負か に

よ っ て 次 の 日の ボ ラ テ ィ リテ ィ の 変動が 異な る と い うもの で
， 株価収益率の モ デル 化 に お

い て 重 要 な性質 で あ る ．多 くの 研究で は特 に株価 の 下が っ た 次 の 日の ボ ラ テ ィ リテ ィ が 大

き くな る とい う結 果が得 られて い る ．

　実証分析で しば しば扱 われ る対数線形型 の 変 量非対称確 率的ボ ラ テ ィ リテ ィ 変動 モ デ

ル は
， 以下の よ うに定 式化 され る．時点 t・・＝ 1，＿ ，

’n，で の 資産収益率を yt とす る と
，

yt　t

α t十 1

α 1

＝　exp （α t／2）εt　t ＝ 1， ．

＝
　　φα 亡 十 η亡　 オ＝ 2，．．．

〜 MO ・σ訊 1 一
φ
2
）），

（εt， 7］t）
t

　 〜 　i．i．d．ノV2（0，Σ）．

・7n ，

7n
− 1

，

　 　 φ ＜ 1、

・ 一（
　　 2
　σE　　 ρσ

ε
σ

・1

　　 　 　 　 　 　　 2
ρσ

・
σ

η 　 σ
η ）

ただ しくら（μ ，
Σ）は 平均 μ．分散共分散行列 Σ の p 次元止規 分布で あ り， p ＝ 1 の ときは p

を省 略 す る．推定 法 に よっ て は at ＝ ht　一　lt， μ
＝ log（σ わ と記述す る場合 も多い ，確率変

tw　at は ボ ラテ ィ リテ ィ の 変動をあ らわ す潜在変数で あ り，
こ こ で は定 常な 自己回帰過 程に

従 うと仮定 して い る．相 関係 数 ρ は 非対称性を表 し ， 多 くの 研究で は ρ く 0 と推 定 されて

い る． つ ま り株価に 対す る予 期 され な い シ ョ ッ ク et が 負の ときに t ＋ 1 時点の ボ ラ テ ィ リ

テ ィ eXp （α 亡＋1／2）σ ，
が 大 き くな る こ とが 知 られて い る．

　確率的ボ ラテ ィ リテ ィ変動モ デル を多変量 に拡張す る場合 に は様 々 なモ デル が 提案 され

て い る．直接的 な拡張 として は 次元 p の 収益率の ベ ク トル を yt ＝ （Ylt，
＿

，Ypt）
’

とした と

きに 自己回帰 過程 を ベ ク トル 自己回帰過程に 拡張 し，

yt − vl12ε，，

α t＋ 1
＝ Φ ort　＋　nt，

（1．1）

（1．2）

の よ うに拡張す る こ とで ある． こ こ で Vt − diag（exp （α lt），
．

，
exp （orpt ））

t

，
α ； （α 1t ，

＿
，
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α
ρ∂

’

で あ りΦ の 最大固有値の 絶対値が 1 よ り小 さい と仮定 す る．収益率の 相関係数 は 時

間 を通 じて
…

定 で あ るが ，高次 元 の 場合 に は計算上 の 都合で さ らに 各パ ラ メ ータ の 行列 に

何 らか の 制約 を置 くこ とが 実際に は 多 い ．非対称性の あ る ケ
ー

ス に お い て の 制約 に 関 して

は，例 えば Asai　et　al，（2006 ）で サ ーベ イが行 わ れて い る．

　
一

方で 計算負荷の 問題 か ら，高次 元 の デ ータを扱 う場合 に 因子 構造 を導入 した モ デ ル も

数多く提案されて い る．特に Pitt　arld 　Shephard （1999）は 収益 率の 式を

yt ＝ Bft 十 ω t， （1．3）

とし ， q 次元 の 因子 ベ ク トル ftと p 次元 の 誤 差項 ベ ク トル Wt の それ ぞれ に独立 な
・
変量

の 確率的ボ ラ テ ィ リテ ィ 変動モ デ ル を仮定 し て 収益 率の 相関の 時 問を通 じた変 動 を導入 し

た． こ こ で B は p × （1 次元 の 因子負 荷行 列で あ る． こ の モ デル は ， Chib εt　al ．（2〔〕〔〕6）らに

よ り裾 の 厚 い 分 布の 場 合 に 拡 張 され
，
大森 （2〔〕07）に よ っ て 非対称性 を持 つ 場合 に拡張され

た．特 に Chib　et 　at ．（2006 ）で は 40 次元以 上 の デー
タで の推定 が 行われて お り，高次 元 の

収益率 の デ
ー

タ解析 を行 う上 で 非常 に重要 なモ デル とな っ て お り， そ の拡 張 に 関 す る研究

も盛 ん で ある ．

　他 に も Wishart 分 布を用 い た定式化 （Philipov　and 　Glickman（2006 ），
　Gourieroux　et　aZ．

（2009）），行 列値 Levy 過程 を用 い た モ デル 化 （Pigorsch 　alld　Stclzer（2009 ））など様々 な確率

的ボ ラテ ィ リテ ィ変動の 定式化が ある もの の ，現状で は 上記の 対数線形型の モ デ ル に 関す

る実証研究が 多い ． また相関
一

定の 多変量 GARCH
，
因子 ARCH モ デル の 非対称性 へ の 拡

張は Kroner　and 　Ng （1998）で 提案され て い る． しか しなが ら
， 前者 の 多変量確率的ボ ラ

テ ィ リテ ィ変動 モ デル で は相関が
一

定で ある と い う仮定が 制約的で ある可能性が あ る
・
方，

因了構 造の 仮定 も強す ぎる可能性が ある． よ り簡便なモ デル で は 狛 1alld 　Meyer （20〔X｝
’
）が

DIC （Deviance 　Information 　Griterion、　Spiegelhalter　et α1．（2002））を用 い て 比較 を行 っ て

い るが ， そ の 後の 研究 に よ り得 られた，非対称 性 を考慮 した
一

般的 なモ デ ル に 関す るモ デ

ル 比較 の 研究 は 行わ範て い ない ．そ こ で 本研究で は
， 現在提案 さ れ て い る 中で ，最 も 般

的な相 関
一

定 の モ デル で ある，交差非対称性， も し くは 交差 レ バ レ ッ ジ効果を考慮 した多

変量非対称確率的ボ ラテ ィ リテ ィ変動モ デル （lshihara　and 　Omori （2011））と， 非 対称性 を

を因子モ デル に導 入 した 多変量 非対称 因子確 率的 ボ ラ テ ィ リテ ィ 変動モ デ ル （大森 （2007 ））

とその 特 殊 な場 合 で あ るい くっ か の モ デル を用 い て モ デル 比較 を 行 う． こ こで 交差 非対称

性 とは
， あ る系列の 収益率が 負に な っ た次 の 日に別 の 系列の ボ ラテ ィ リテ ィ が ヒが る （も し

くは下が る）とい う性質 を意味 して お り，Tanizaki　alld 　Hamori （2009）が 日経平均，ダウ ・

ジ ョ
ー

ン ズ工 業平均 ， FTSE100 種総合 株価 指数の 問に，谷崎 （2010 ）が 囗本の 株価，国債

金利，為替の 3 系列で 同様 の 変動 を推定 して い る，

　確 率的 ボ ラテ ィ リテ ィ 変動モ デル は 多 くの 潜在変数を持つ た め ，尤度 の 計算 に は 多重積
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分が 必 要に なる．そ こ で 推定に は マ ル コ フ連鎖モ ン テ カル ロ （Markov 　chain 　Monte 　Carlo
，

MCMC ）法を用 い た ベ イズ 推定が行 わ れ るこ とが 多い ． しか しなが ら MCMC 法 を用 い た

ベ イズ推定 を行 う場合 に， ボ ラテ ィ リテ ィ を表す潜在変数の 自己相関パ ラ メ ータが 高 い た

め ，その サ ン プ リン グが 非効率 に な る場合が ある．最初 に
一

変量確率的ボ ラテ ィ リテ ィ 変

動モ デル の MCMC 法 を用い た ベ イ ズ推定 を行 っ た Jacquier　et　al ．（1994）で は，他の 潜在

変数 を固定 して
， あ る潜在 変数 をサ ン プ リン グ しよ う とす る，い わ ゆ る シ ン グル ム ーブサ

ン プラー
（single 　move 　sampler ）が提 案 され た ． しか し，

シ ン グル ム ーブサ ン プ ラ
ー

で は

MCMC 標本の 自己相関の 減衰が 遅い こ とが 知 られて お り， 実行は 簡単で あ る もの の ，計

算時間等の面で 問題が あ る．その た め ，隣 り合 っ た 複数 の潜 在変数 を
一

度 に
， さ らに 潜在

変数その もの で は な く，誤差項 をサ ン プ リン グす るア ル ゴ リズム の 研 究が さかん に行 われ

て きた．
一変 量 モ デ ル に お い て は ，Kim 　et α1．（1998 ）らに よ り提案さ れ た 混合サ ン プ ラー

（mixture 　sampler ）とい う既知 の 混合分布 を用 い た正規線型近似モ デ ル を使 い 事後標本を得

て
， それ を修正す る方法 が も っ とも効率が 良い サ ン プ リン グ手法 の

・
つ で あ る こ とが 知 ら

れて い る． この 手法 は レ バ レ ッ ジの あ る場合 に Omori　et　at．（2007）に よ り拡張 された もの

の ，
一

般の 多変量モ デ ル に は使 うこ とが で きな い ．確率的 ボ ラテ ィ リテ ィ 変動 モ デル が属

す るよ り
一

般の ク ラス で ある非線形非ガ ウス の 観測 方程式を持 つ 状 態空間モ デル に 対 して

は ， ブ ロ ッ クに 分 けた潜在 変数 の 誤差項 の 事後分布か らの サ ン プ リ ン グ を行 うマ ル チ ム ー

ブサ ン プ ラー
（multi −lnovc 　sampler ）も し くは ブ ロ ッ クサ ン プ ラ

ー
（block−sampler ）と呼ば

れ る ア ル ゴ リズム が Shephard　and 　Pitt（1997 ）に よ り提案 され て い る． こ の ア ル ゴ リズム

は シ ン グル ム
ー

ブサ ン プラー と比較 して 効率的で あるこ とが知 られて お り， 後に Watanabe

and 　Omori （2004）らに よ っ て 修正 され ， 状態変数の 事後分 布が 多峰形の 場合に So （2006 ）

に よ り， また 観測方 程式 と状態 方程式 の 誤差項 同士 に相関が あ り，
どち らも非線形非ガ ウ

ス で あ る最 も
一

般 的 な場 合 に Omori　and 　Watanabe （2008）に よ っ て 拡張 され て い る．多

変量非対称確率的ボ ラテ ィ リテ ィ 変動モ デル に 関 して は
， Ishihara　and 　Omori （2｛〕11）が ブ

ロ ッ クサ ン プ ラーを適用 して い る．
一

方で ，多変量因子 確率的 ボ ラテ ィ リテ ィ変 動モ デル

で は モ デル の 構造上 ，
一

変量モ デル で の 推定法 を用 い る こ とが で き る．Ghib　et α1．（2006）

で は 混合サ ン プラ ーを提案 して い る もの の
，

サ ン プ リ ン グ後 の 再重みづ け （reweigting ）の

手 法が 未だ確立 して い な い ． そ こで 本研究 で は，両モ デル の 推定 に は ブ ロ ッ クサ ン プ ラー

を用 い た ベ イズ推定 を用 い る．

　以下第 2 節で は 交差非対 称性の あ る多変量非対 称確率 的ボ ラテ ィ リテ ィ 変 動モ デル
， 第

3 節で は 多変量非対称因子確率的ボ ラ テ ィ リテ ィ 変動モ デル を導入 し
， それ ぞれ推定の た

め の MCMC の アル ゴ リズム を紹介す る．第 4節で は モ デル選択基準 DIC とその 計算 に用

い る粒子 フ ィ ル タ に 関 して 議論す る．特に 多変量 因子確率的ボ ラテ ィ リテ ィ変動モ デ ル に

対 して は 新 た に効率的 な手法 を提 案 す る ．第 5 節 で は株価指 数 を用 い た実証分析 を行 い ，
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2． 交差非対称性のあ る多変量確率的ボラテ ィ リチ ィ変動モ デル

　本節 で は
， Ishihara　and 　Omori （2011 ）で 提案 され た交差非対称性 の あ る多変量非対称確

率的 ボ ラテ ィ リテ ィ 変動 モ デ ル と大森 （2007 ）で 提案 され た レ バ レ ッ ジ効果の ある多変 量因

了確率的ボラテ ィ リテ ィ 変動モ デル を若T’su純化 したモ デル に 関 して その詳 細 と推定法 を

紹介す る．

2．1　 モ デル の定式化

　Ishihara　and 　Omori （2011）で 提案された 多変量非対称確率的ボラテ ィ リテ ィ 変動モ デル

は モ デル （1．1）， （1．2）に Φ ＝ diag（φ1 ，
．．．，φp）を仮定 した もの で ある．　 p 次元収益率ベ ク ト

ル yt ＝ （Ylt，
＿

， ypc）
r
，　p 次元 潜在 変数 ベ ク トル at ＝ （α 1孟， ＿ ，　apt ）

t
を用 い て ，

　　　　　　　　　　　　yt 一 λF
’／2V

；
／2

εt，　 t − 1
，
＿

，
n

， 　 　 　 　 （2．1）

　　　　　　　　　　　α オ＋ 1　 ＝ 　Φ α
‘ 十 ηt ，　 t ＝ 1

，
＿ ln

− 1
，　　　　　　　　　　（2．2）

　　　　　　　　　　　 α 1 〜 邸 （O ，
Σ ・）， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2・3）

とす る， こ こ で

　　　　　　　　　 Vt 　＝　diag（exp （α lt），
．．．．exp （（lpt ）），　　　　　　　　　　 （2・4）

　　　　　　　　　　Φ　　＝　　diag（φ1 ，
．．．

， φP），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・5）

　　　　　　　（1：）一 ・ 1・・… M・，（O ，
・），

一 ・ 一 儲 1），  

　　　　　　　　　　λt　〜　　i．i．d，9（レ／2 ，
　v／2），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．7）

で あ る，た だ し 9（α ，
b）は平均 a！b で 分散 α／b2の ガ ン マ 分布 を意味 す る．潜 在 変数 λ ＝

（λ1，，．，，λn ）は ｛Ct ｝匙1 ，｛ηt｝1塩1
と独立で 多変量 Student　t分 布を混 合分布 に よ り表す た め

の 潜 在 変数 で あ る．初期値の 分散 Σ 〔， は そ の ＠の 要素が Σ
ηη

の ＠の 要素を 1 一
φ鵡 で

割 っ た もの で ，Σ o ＝ Φ ΣoΦ ＋ Σ
ηη

を満 た す ， 定常分布 の 分散で あ る．

　尤度 関数 は φ ＝（φ1，＿ ， φp アと して

　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　ノ（α 11φ，Σ）ll　f（yt ，
α t＋ 1 α 影， φ・Σ ，

レ
，
λ∂∫（λtlu ）f（Y ・ 1an．・　ip，Σ ・u

，
　An）f（λ・ lv）

　 　 　 　 　 　 　 　 tニユ

　　　　・ … ｛か
一1・ 1・・

1
… 1努（・

，＋ 1　
一…

t＝1　　 　　　　　 　　　　　 　　　 t＝1

）
t
・ 弱（（・Mt

＋ 1
− ・ … ）｝

　　　　　　・ 1・ ・1
＝
・1Σ

一
甼 恥

一

儡 ｝
見

典・搾 … ｛−ep・− Av

｝・ （・ ・）
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と書 くこ とがで きる．た だ し こ こで

　　　　　　　　　1・　 ＝ ・・ ns ・
− 1・多・ t　一　ll　（yt 一

μ∂
・

Σr
・

（yt 一
μ・），

　　　　　　　　μ、
− vl12m

，，
Σ t

− vl ／2S
、vl

／2
，

　　　　　　　　mt 一 ぺ ！2
Σ

。．
Σ昂1（α t＋ 一 Φα ∂∫（t 〈 n），

　　　　　　　　 St 一 λrL（Σ 。 。

一Σ
。η

Σ 昂｝Σ η。
1（t ＜ n ）），

（29 ）

（2，10）

（2．1ユ）

（2．12）

と して い る．関lk　1（一）は指示 関数で ある．本稿で は モ デル 比較 に お い て ，
い くつ か の 特殊

ケース に つ い て も考慮 す るが ， 各モ デル を 以下の よ うに 呼称 す る．

　　 MASVt ： 非対称性 を考 慮 した t 分 布を誤差項 に持 っ モ デル 。

　　 MASVn ： MASVt モ デル で 誤 差項が正 規 分布 の （λt ≡ 1
，
　t ＝ 1

，
．．．

，
n と した ）モ

　　 デ ル ，

　　 MSVt ： MASVt モ デ ル で 非 対称性 を考 えない （Σ 。η
≡ 0 と した ）モ デル ．

　　 MSVn ： MSVt モ デル で 誤差項が 正 規分布 の （λt ≡ 1
，
　t ＝ 1

，
．．．

，
．
・n と した ）モ デル．

また ， 以 上の モ デル を合 わせ て MSV モ デル と総称す る．

22 　 MCMC を用い たベ イズ推定

　MASVt モ デ ル で は，パ ラメ
ー

タ に 関す る事前分布を以下 の ように仮定 す る．

　　　
φゴ

ξ
1

− B （・、，
b、）， ゴ ー 1

，
…

，・，
Σ 一 職 。，R 、い 一・（隅 訂，鍔 ）．

こ こ で B（αコ ， 6の と ZW （n 〔〕，
Ro ）は それ ぞれ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一1　 　 　 　 　 　 〜丿 一ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．14）

の 確率密 度関数 を持 つ ベ ータ分布 と逆 Wishart 分布で あ る． また ， 特 に MSVt ．　MSVn モ

　　　　　　　 π（φゴ）　○（　（1
一
トqS．i）

a ・’i
　　（1 一φゴ）

」

　　，　　ゴ； 1
，
2

，
．．Slp．

　　　　　　　　・ （恥 1Σ
一梺

⊥

exp ｛
−1・・ （R ・

1
Σ
一1
）｝，

デ ル に 関 して は Σ 。η
一 〇 とす る ため に

　　　　　　　　　 Σ
εε

〜 ZンV（nnE　，
　R8 ），　Σ

ηη
〜 Zンソ（nei，

R 召），

とお く． α ＝ （α 1，
＿

，
α r

，、）
t
とお き Yn．； ｛yt｝推1 とする と

， 事後確率密度関数 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n
− 1

π （φ，
Σ

，
λ

，
Vl　a 　Yn）　⊂x

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t二l

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　　　 ・ H ・ （φゴ）・ （Σ）・ （u ），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」
＝1

f（α 1 φ，
Σ）H 砌 亡，

α オ＋ 1 α t，φ，
Σ

，
λ∂！（Y 。 1an， φ，

Σ
，
λ

。 ）ノ（λ の

（2．15）
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一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 多変量確率的 ボ ラ テ ィ リテ ィ 変動 モ デ ル 　　　　　　　　　　　　　129

とな る．事後分布 か らの マ ル コ フ連鎖モ ン テ カ ル ロ 法を用 い た サ ン プ リ ン グ方法は，効率的

な方 法が Ishihara　and 　Omori （2011 ）で提案さ れ て い る ため ，詳細は こ こ で は省略 して補論

に の せ る． マ ル コ フ 連鎖 モ ン テ カ ル ロ 法 の ベ イズ統 計学 ・ペ イ ズ計 量経 済学 へ の 応用 に 関

して は Chib （2〔〕Ol），
大森 （2001），

伊 庭他 （2005 ），和 合 （20〔〕5）， 中妻 （20〔〕7）， 小西他 （20〔エ8），

古澄 （2〔〕〔〕9）な ど を参照 された い ．

3．　 多変量非対称性 因子確率的ボ ラ テ ィ リテ ィ 変 動モ デル

3．1　 モ デル の 定式 化

　大森 （2〔〕07）で 提案 され た モ デル は （1．3）の 収益率の 方程式 に ジャ ン プ項 と誤差項 t 分布 を

仮定 した Chib　et　at．（2006 ）の モ デル を拡張 して い る が
，

こ こ で は
，
ジ ャ ン プ項の ない 若干単純

化 した以下 の モ デ ル を考 え る．観 測 され る収 益率の p 次元の ベ ク トル を yt ＝ （Ylt，
＿

，Y ，t）
t

と しその 変動 が を q 次 元の 因子 ftに よ り駆 動 されて い る と仮定す る．収益率 と因子 の ボ ラ

テ ィ リテ ィ の 変動を表す p ＋ q 次元 の 潜在変数 を at − （α 1亡，．．．，α
p ＋ q．∂

’
とす る と

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一⊥　 　 ⊥

　 yt ＝ B ／t 十 λt　
2
　Vi ε lt ，

　 　 　 　 　

　ノ‘
＝ V ぎ孟

ε 2亡，

α
奸 1 一 Φ crt ＋ ηt ，

　　α ．ノ1 〜 ノV
’
（0，

σ3ε ／（1
一

φ1）），　ゴ＝ 1
，
・…　P ＋ q，

　λt 〜G（y ／2，
u ／2），

（3．1）

（3．2）

（3．3）

（3．4）

（3．5）

こ こ で et ＝ （εlt， εlt）’ ＝ （（ε lt，＿ εpt），（εP ＋lt，．．．εP ＋ 1
，
t））

’

．　Vt ＝ diag（Vlt ，
V2t．）で あ り，

　　Vu 　＝ 　4加 9（exp （αht ），＿ ，exp （cupt）），　V2t ＝ dia．q（exp （α P ＋1，t）．… ，
exp （α P −q，t）），

　　　Φ ＝ d・ia．q（φ1，
＿ ，φP＋ ｛1），

（；：）一 ・ ・ d 軸 晒 ・ Σ《購 1）… ・ 一

とす る．多 変 量因子確率 的 ボ ラ テ ィ リテ ィ 変動モ デ ル で は 因子 と誤差が 独 立 な
一
変 最確率

的 ボ ラテ ィ リテ ィ 変動 モ デル に 従 うように分散共分散行列 Σ に，

　　　　　　 Σ
。ε

一 吻 （・1。 、
… ，・  。 ），

Σ
ηゾ 吻 （σ1．，、… 履 ．，、η）

　　　　　　 Σ
。 ，“

− diag（ρ1σ 1。
ff1・

。　i　・　・　・　一　Pp，　qσP ＋q，E σp＋ q，op）・

と い う制約を お く．さ ら に因子負荷行列 B に っ い て は Chib　et　 al．（2006 ）に従 い
， 識別性

の た め に

　　　　　　　　　　　　　 砺　
＝
　o・　ゴく あ

’i ≦ q、

　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 biz　 ＝ 　 1
，　 i ≦ q ，
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』
1 ≒3・20H

と い う制約 を置 き，残 りの 自由に 動 け る パ ラ メ
ータを縦 に並 べ た γ

・
； q（q − 1）／2 ＋ （p −

q）ql（p ＞ q）次元ベ ク ト ル を β とす る。 さ らに βゴ を行 列 B の 第 ゴ行 の 自由に 動 け る パ

ラ メ
ー タ と し，β2

一 β21 ， β，
； 　（β31 、

　632）t ，
＿

， βq
；　（，3q1，βq2 ，

＿ ，βq ，g＿1）
・

， βq＋ 1
＝

（廟一1
，
1，βq＋ 1．2 ，

＿
，βq＋ 1，q）

’

，
＿

， βp
＝ （βp1 ， βp2 ，

＿
，βpq ）

’
とす る． こ こ で ， β3

の 次 元 を

rj とす る．

　収益率の モ デ ル の 誤差項が従 う分布は 混合分布で 表現 した 多変量 t分布で あ り，
モ デ ル

の パ ラメー タは β， φ＝ （φ1 ，
．．．

， φp ＋q）
t
，

　　　　　　　易 一 （
　 　 　 2
　　丐。 　 ρj　aj ・

σ
」η

ρ、
σ

、 。
σ

、η 　 σ3。 ）， ・
− 1

， ，・ ＋ ・，

と u で あ る． こ の とき尤 度関数 は

　 　 　 　 　 　 　 　 n − エ

　　　！（α 11φ，
Σ）H ノ（yt，ft，α t＋ 1 β， φ，

Σ
，
α 孟，

λ∂プ俵 の
　 　 　 　 　 　 　 　 t＝1

朕 exp 　−1｛tLl（i 一嚇 駈・ 書（讐
　 P キq

・ H （1 一
φ1）1Σηη1

’SlΣ ε ε 1
− SIΣ

一甼

　 j ＝1

か）
甼 司

　
Σ
箏 ・｝・ （　 exp ｛

一

《∴ 〕，
一 ・一・・

，

… c鰹∵〕，

Pn − c穏甥ぎ：）・

→・ vl （… P2）
一・

v ， ｝岡

｛舗ゲ

．
， n − 1， … （

Yn

fn）・

t ＝ 1
，
．．

，
n − 1

，

（3．7）

と書 くこ とが で きる，前節 と同様 に 以下の よ うな い くつ か の 特殊モ デル を考慮 す る．

　　 FASVt −q ；非対称性 を考慮 した 多変量 t分布 を誤差 項 に 持 つ q 次元因 子の モ デ ル ．

　　 FASVn −q ： FASVt −q モ デル で 誤 差項 が正規分布の （為 ≡ 1
，
　t ＝ 1

，
．．．

，
n と した ）モ

　　 デル ．

　　 FSVt −q ： FASVt −q モ デル で 非対称性 を考 えな い （Σ。η
≡ 0 と した ）モ デ ル ．
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一Eleotronlo 　Llbrary 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

　　 　　　　　　 　　　　　 多変景確率的ボラ テ ィ リテ ィ 変動 モ デル 　　　　　　　　　　　　　131

　　 FSVn −q ： FSVt −q モ デル で 誤差 項が IE規 分布の （λ老 ≡ 1
，
　t ＝ 1

，
＿ ，n と した）モ

　　 デル ．

また以上 の モ デ ル を合 わせ て FSV モ デル と総称す る ．

3．2　 MCMC を用い たベ イ ズ推定

　事 前分 布 に は ，

　　　　　　　 βゴ　 〜 　A今
、 （βej ，

r 〔）．y），　 u 〜 ⊆7（7厂み＆5の

　　　　　　砺＋ 1
　　　　　　　　　　〜　β（αj ，

bj），　 Σ
」
〜 T ンV（nOj 　，　ROj ），　ゴ； 1

，
…

，P 十 q ，

　 　 　 　 　 　 　 2

を置 き ， 事 前確 率密度関数 を そ れ ぞれ π （β）， π （の ，
π （砺），

π （Σ j）とす る 。 また FSVt −q，

FSVn −q モ デ ル に おい て は Σ
」

の 事前分布 を ゴ ＝ 1
，
＿

，p ＋ q に つ い て
，

　　　　　　　　　　　　　　考，

〜 zg ＠1／2，R δゴ／2），

　　　　　　　　　　　　　 ・夛。
〜 Z9 （端／2，鴫 ／2），

とお き，防
＝ 0 とす る．f ＝ げ1，

＿ ．濫）
’

，
α ＝ （α 1，．．．

る と事後確率密度関数は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　　 π （β， φ，
Σ 1 λ，

μ ，∫，
α Yn）　ec　IIノ（跳 ， ∫ホ，

α 什 ⊥1β， φ・Σ ，
α か λ∂

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 tニ1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ×！（Yn ，
　f，、 β，φ，

Σ
，
α

η ，λπ ）f（λ1　iV）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 × ！（α llφ，Σ）π （β）IIπ （φゴ）π （Σ ゴ）π （の ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 丿
；1

で あ り， 事後分 布か らの サ ン プ リ ン グを以下の よ うに 考 え る．

，　ar、、）
f
とお き，〕賜 ＝ ｛yt｝1Llとす

（3．8）

【アル ゴ リズム L1 以下 の条 件 付事 後分 布 か らサ ン プ リン グを繰 り返 し，稼働検査期間

（burn−in　period）分 を捨 て た後 保存す る．

　 L β1φ，
Σ

，f，
α

，
λ．　Yn を生成 す る．

　 2．ノβ， φ，
Σ

，
α

，
λ、Y ，、 を生成す る．

　3，α β， φ，
Σ

，f，
λ

，玲 を生成す る．

　4．Σ 1β，φ， ∫，
α

，
λ

，
　Yn を生成す る．

　5．φβ，
Σ

，f，
α ，λ，y ，、 を生 成す る．

　 6．λ β，φ，Σ ，f ，
α

，
　Yn を生成 す る．
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　 7．vl λ を生 成す る．

ただ し，誤差項が 正規分 布で あ る FASVn ．　FSVn モ デル の 場合 に は ス テ ッ プ 6
，
7 は 省略

す る．

　ス テ ッ プ 1で は βを ギブス サ ン プラーを用 い て サ ン プ リ ン グを行 う．βゴ，ゴ＝ 1
，
，．．

，p の

条件付事後分布 は正 規分布 とな り，

　　　　　・（βゴ1φ，
Σ

，
α

， ∫，
｝碗）迫   （−1（fi」 一

蝿 瞬 ））・

と書 くこ とが で き る， こ こ で

　　　　　・ ・
一 Σ

・ ｛（書軸
一
励 ・（・ ≦ q）））・叫

　　　　　・・
一 （書噺 ＋ rが

で あ り， た だ し

　　　　　　　　　　　Xjt − （flt，　f2t， … ， ん i。 （ゴ
ー1．の、∂

’

σ舜
1

，

お よ び

　　　　　　μゴ，
一 ぺ

／’
exp （α jt／2）ρ、

　q 」。／a ．i，（・ ゴ，，＋ 一 卿 ”）1（t 〈 n ），

　　　　　　弓 一 λ厂
’
exp （d・j・）・1。 ｛1 一

ρ1∫（t 〈 n ）｝，

で あ る． よ っ て 鳥 は

　　　　　　　　　 防 〜ノ丶塩、in（」
− 1．9）（μ βゴ

，Σβ丿 ），　ゴ； 1
，
… iP ，

の ようにサ ン プ リン グす る．Chib　eオα1．（2006）， 大森 （2007 ）な どで は ∫を積分 した周辺 分

布か らの サ ン プ リ ン グを提案 して い るが ， βの 次元は通常大 きい た め ， そ の条件付事後分

布の モ ー ドの 探索や平均，分散共分散 行列 の 計 算量 が 大 き くな る こ とが 多 い ．そ こ で Pitt

and 　Shephard （1999）や So　and 　Choi（2009）で用 い られて い る ギブス サ ン プラーを本稿 で

は用 い て い る．

　ス テ ッ プ 2 で は ftの条件付 事後分布 は （3，6）か ら正規分 布 に な る の で ，

　　　　　　　　 f亡　〜　Nq（μ ノ ，
Σ

ノ），

　　　　　　　　μf − P 、、ΣPC
， （P ，，ΣPl

，）
− 1v

、t ，

　　　　　　　　Σ／
− P 、、Σpl

，
− P ，，Σ pl

、（pl ，Σ pC
，）
− 1P

、，Σpl
，，
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か らサ ン プ リン グす る。 こ こで

　　　　　　P ・t
− Cな鰭 、9＋ q ），

t − L ・・
，
n − L

… 一 （・ ，
VM2

，
・），

・ ・t
− （〃2， （・ ・＋ 1 ゆ ・ t）

J
）L　t − 　 1

，
… T　… 1 ・・一 匿 Vlζ

2
・

・ vS
，

2
，
・），

v ・n
− ・・

で あ ・・

　ス テ ッ プ 3， 4， 5 で は 一変量 モ デル の 手法を用 い る こ とが で き る．α
ゴ‘ を Bft の 第 j要

素 と して 協 を

　　　　　　　　協 一｛
λ1
翫

姻

、
。創：：

幽

：；． q

とす る と，（β，f ，
λ

，
y ）を条件 付 けた と き，

一
変量非対称確率的ボ ラテ ィ リテ ィ 変動 モ デル

　　　　　　　　　　　　　　　　醸 一 ・ xp （α j・）・．it．；

　　　　　　　　　　　　　　　α ．jt＋ 1　＝　　φ丿
α

丿f ＋
’
rl
ゴ
ー
　ts

　　　　　　　　　　　　　 （εゴ‘， ηゴ∂
’

　〜 　A危（O，
　Zj ），

の 形 に 変形 す るこ とが で き るた め，Omori　alld 　Watanabe （2008）で提案 され た サ ン プ リ ン

グ手法 を用 い れ ば よい （こ こ で は 詳細 は割愛す る）．

　ス テ ッ プ 6− 7 で は
， 〃酵 ＝ yt

− Bf ，，
α lt

＝ （α 1t，
＿

，
α

μ ）
ノ

， ηu ＝ （Ttlt ，＿ ， ηpc ）
t

，
Φ 1 ＝

diag（φ1，，．，， φp ），
とす る と （β， φ，

Σ
，f，

α ）を条件付 けた下 で

　　　　　蝣 一 ぺ
／2vi ！

2
ε 、t ，

　 t − ・1
，
＿

，
・

　　　　α ・，t＋ ・
＝ Φ 1α 1t ＋ η・t ， 　 t ＝ 1

，
…

，
Tt − 1

　　　（
εlt

η Lt）一　 … d．Ai：2p （O ，£
”

）・ ・
一

一 （ζ蕩：碁llり・

　　　　 Σ 1，。 ε
一 di・g（σ1， ，

…
，
σ碁。）．　 Σ 1．。，

− di・g（ρ・σ1。
σ 1，，，

…
， ρ、

σ
。・

σ
。η），

　　　　Σ 1，ηη
一 di・g（

　 2　 　　　　　 2
σ 1η

・… ， ％ η），

　　　　　　λt　〜　　i⊥ d．9（y ／2，
1ノ ／2），

の ように MSV モ デル の形 で 表現 で き る． した が っ て ，ア ル ゴ リズ ム A ．1 の ス テ ッ プ 4
，
5 と

同様 にサ ン プ リ ン グで きる．

4．　 モ デル比 較基 準

　ベ イ ズ統計分析 にお い て ，
モ デル 比較 で は ベ イズ 因数 （Bayes　factor）や 事後オ ッ ズ比が

用 い られ る こ とが 多 い ．第 2β 節で 提案 され たモ デ ル は ネ ス トして い な い た め ，そ れ らを
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求め る に は別々 に 周辺 尤度を 計算 す る こ とに な る．確率的ボ ラテ ィ リテ ィ 変 動 モ デ ル で は

尤度計算の た め の 粒子 フ ィ ル タの 計 算 回数が 1 回で 済 む Ghib　and 　Jeliazkov（2001）の 方

法が 標準的な周辺尤度の 計算 の 方 法で あ る． しか し， こ の 方法を実行 す る に は パ ラ メ
ータ

の条件付 き事後密度を評 価 す る ， 密度 の 高い 一点 を選ぶ 必要が あ り，パ ラメータ ・潜在 変

数が 高次元 ， か つ デー
タ数 も多 い 今回 の 分析 に お い て は ， それが 困難で あっ た （同様 の 問

題は Chib　et　al．（2006）で も報告 され て い る）． また
，
　 Geweke （1999 ）が 提案 した簡便な重

点密度 （inlportance　density）を使 い
， そ こか ら の 標本各点で 粒子 フ ィ ル タを用 い て 尤度 を

評価 した修正調和平均法 ・そ の 重点密度を使 っ た ブ リ ッ ジ サ ン プリン グ （Mellg　alld “ bng

（1996），
Frtiwirth−Schnatter（2004））な ども考え られ るが

， 今回は Σ の 正定値性を考慮す る

必要が あるた め
， Geweke （1999）の 重 点密度が その ま まで は使 うこ とが で きない ．

　そ こ で 多変量確率的 ボ ラ テ ィ リテ ィ変動 モ デル の モ デル 比較 に関 して はす で に よ り単純

なモ デル で Yu　and 　Meyer （2006）らに よ っ て DIC を用 い て 比較 を行われ て い る こ とか ら，

本稿 にお い て も DIC を用 い た モ デ ル 比 較行 っ た．　 DIC は

DIC ＝ E θlyn［D （θ）］十 PI），

で 定義 さ れ る． こ こ で

PD ＝ E θ1yn［・D（θ）］
− D （E θ1yn［θ］），　　D （θ）＝ − 210g　f（Yn θ）十 〇Yn ，

で あ り， θは 潜在変 数以外 の パ ラメ
ー

タ ， OYn は モ デ ル に依存 しない 定数 で あ る．モ デル 選

択 に は影響を 与 え な い の で
， 便宜上 CYn ＝ 0 とお く．D （θ）の 計算 に は 対数尤度の 計算が

必要 に なる．潜在変数 に 関 して拡 大 した尤 度関数 を用 い る方法 もあ るが ， 計算精度 を考慮

して ，潜在変数 α ， f ， λ を補助 粒子 フ ィ ル タ （auxiliary 　particle丘lter）を用 い て 積 分 す る．

補助 粒子 フ ィ ル タに 関 して は Pitt　and 　Shephard（1999），
　Johansell　and 　Doucet （2008 ）等

を参 照 され たい ．

　MSV モ デ ル に 関 して は Ishihara　and 　Omori （2011）で 議論 され て い るの で ，
こ こ で は

FSV モ デ ル を中心 に説 明す る．パ ラメ ータ とデ ータ （y，，
e）を条件づ けた と き の 潜在変数

（f‘ ，
at

，
λt）の 条件付密度を ！（∫t ，

α t ，矧 聾 ，
θ）とす る と

　　f（f‘． h 九 α ，＋ ・，
α t，

λ、＋ 1 ，
・A ，　I　Yt＋ 、，

θ）

・Cf （yt＋ iift ＋ 1，
α t＋・．λt＋ 1，θ）ノ（f‘＋ ・ α t＋ ・，

θ）！（α t＋ 1 跳 ，み α ，，θ）

　　x ノ（λt＋ilθ），f（ft， α t，
λ亡聾 ，

θ），

と書 くこ とが で き る． こ の 関係を用 い て f（ft， at
，　AtlYt， θ）を f（f‘＋ 1 ， 叫 ＋ 1 ，

入，＋ 11Yt ＋ 1、θ）に

更新す る補助粒子 フ ィ ル タを行 うこ とも可能で ある． しか し α 亡＋ 1 に 依存す る ∫‘＋ 1 に 関 し
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て 誤差が 大 き くな る こ とが あ るた め ， こ こ で は ，尤 度関数 （3．6）を解 析的 に 積 分 した

　　　　　　 ノ（at ＋ b α t ，
λt＋上，矧 y｝＋ 1．θ）

　　　　 。（ ／（y 亡＋ 11叫 ＋ 1 ，
λt＋ 、，

θ）ノ＠ ， ・ yt ，
α t ，

A，，θ）！（λ亡＋・1θ）， ／（cr　t　，
　A　t．　1　Yt．， θ），

を用 い て f（α t ，
λ亡斑 ，

θ）か ら fCcrt．←i ，
λt＋ 11Yt ＋ 1，θ）へ 更新す る補助粒子 フ ィ ル タを考 える．

こ こ で

　　細 ・ 嚇 θ・ 一 （・・ ）
一
・
… 1

− ・
・ xp ［

−1・i・刺 ・　 （1・1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P ＋g　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

／（α t＋ lyt ，
α t ，

λt ，
θ）　＝　（2π ）

−
2 Σ

α t α fl

−
i

　　　　　　　　　　　・ ・xp ［
−1（・ t＋ 一 ＋ 1）

’

・ 畆 、
（・ t＋ ・

一
μ一 ・）］・ （… ）

　　　　　 μ 。 ，・． ・
一 Φ α ・ ＋ Σ

轍
Σ纛 〃・ Σ

． ， 。 t
一 Σ

η，
一Σ

，1、Y，
Σ纛 Σ

、、，。

　　　　　　Σ
，，yt

一 λrlvl！
2
Σ 1

，
。 。 vl！

2
＋ Bvl ！

2
Σ 、，ε 。

vl ！
2B ’

，

　　　　　　Σ
齢

一 （λ厂
112V1

！
2
Σ 1，。，β vl！

2
Σ、，ε，），

　　　　　　Σ ・、ε。
− di・g（

　 2　　 　　 　　 　　 2
％ ＋ 1，・ ，

…
，
σ
P＋ q，・ ），

　　　　　　Σ2，ε rl　；　　diag（ρP＋ 1σ
P＿1．ε σ

P＋ 1，η ，
…　 ， ρP　fq σ

P＋ q，ε σ
P ＋q，η），　　　　　　　（4・3）

で あ る．f（ort ， 矧 yl
，
θ）を離 散的 に 近似 した確 率関 tw　f（at ，λオIY，，θ）を用 い て 重点関数 を

　　　　　　 9（α t＋1 ，
At＋1 ，

α 1，λll｝呈＋ 1，
θ）

　　　　 ・・ ／（yt＋ 1 ん ＋ 1 ，
λ1＋ b θ）f（α ・＋ 11Yt ・αf，

λ1， θ）f（λi＋11e ）f（α 2、λ餌 ，
θ）

　　　　 （X 　f（α t＋11yt ，α 1， λ1，
θ）f（λ1＋ 1 θ）9（α 1．， λ1．IY，＋1 ，

θ），

とす る．ただ し，

　　　　　　　　　　　　　　　 ∫（yt＋、1μ乱．用 ，λ1，θ）∫（α 1，λll｝モ，
θ）

　　　　
9（α 1，

“IIYt＋ 1 ，
θ） ＝

Σ廴1 ！ω，＋ 1 鴎 ，＋ 。
・1，

・）ノ（。 1，
・ll・，，

θ）
・

　　　　　　　　 μa，，＋ 、
一 Φα 2＋ Σち、。，

Σ切，
y ・，

　　　　　　　　　Σ 無 一 λ1
− ’Vll／

2
Σ 1．，ε

V ｛｝
／2

＋ BVsi ／’
Σ ・t。．

VSI／2Bt1

　　　　　　　　　Σt、η、
　 ・＝ （λ1

− 1／2畔
2
Σ ／

，
。。

BvSY2 Σ・、。 ，），

　　　　　　　　　 V ．it− V 嵐 ．α 1 ， ゴー・
，
2・　 　 　 　 　 （4・4）

で あ る． こ れ を用 い て 以下の ように粒子 フ ィ ル タ を行 う．

　［ア ル ゴ 1丿ズム 2．］

　 ス テ ッ プ 1．
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　　　（a）t ＝ 1 とし
，

α i〜A厂（0 ，
Σ 〔〕），

λ｛〜 g （u ／2，u ／2）， （i＝ 1
，
．．．

，
J）を発生す る．

　　 （b）
・
tVi ＝ ！（Y1 α ｛，λi，

θ）を計算 し，覇 ＝ ｝Σ廴μ t を保存 す る，

　　　（・ ）f（α い 甑 θ）一 ・｛一 …
、／Σ1。1卿 一 1

，
＿ 」）とす る．

　 ス テ ッ プ 2．

　 　 　 　 　 u ／
ii

　　　　　　　　　　　　　　　　　9（α 1＋ 1 ，
λ｛＋ 1，α 2，

λ｛1Yl，． ・，
θ）

　　　　　　　　　 f（y 、；、　lal＋ 1藩 ＋1，e）f（α 1，λ1珠 θ）

　　　　　　　　　　　　　 9（α い ll｝1＋1 ，
θ）　 　

’

　　　　 i ＝ L ＿ ，1 ， を計 算 し ， 画 一 Σみ⊥

・
M ・・i／1 を保存す る．

　　　（・）f（α 1． 。
λ1． 、

yt
・・，

θ）一 ・ 1． 1
一 圃 Σ1．1 啝 一 ・

，
．．．」）とす る．

　 ス テ ッ プ 3，亡← t＋ 1 と して ス テ ッ プ 2 へ 戻 る．

こ の とき
　 　 　 　 　 　 　 　 　 アt　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　　　　　　Σ 1・9π 洛 Σ 1・9 酬 聾一1，θ）， ・・ 1 →  
，

　 　 　 　 　 　 　 　 L＝＝l　 　 　　 　 　 　 t＝1

が 成．立 し ， 条件 付 対数 尤度 関数 の
一致 推定量 に な っ て い る．MASVt の ときに は

　　　　　f（y，1・・、，
At） 一 （2π）

−
P ／21Agivl ／2

Σ
．。
vl ／21− 1／2

　　　　　　　　　　　　× exp 侍 嫉
1／2

Σ・
・V 厂

’12
・小

　 f（α 、＋、Ly，，・c・，，
・A、，

・e） 一 （2π ）
一

”121
Σ 。 1

− 1／2

　　　　　　　　　　　　・ ・xp ｛
−1（・ t＋1

一
μ ・ ，1＋ ・）

・

Σ・
1
（・ ・＋・

− i・ ・ ，・＋ 1　）｝・

　　　　　　　μ呻 、
一 Φ α ， ＋ Σ

η。
Σ 憂

1V
厂

’／2
λ1／2Ψ，，

　　　　　　　　 Σ α 　＝ 　Σ
ηη

一Σ
ηε

Σ熏
1
Σ

εη，

　　　　　　　μ乱H
一 Φ ・ 1＋ Σ

，・
Σ島

’vl
− 1／2

λ：　
’12y

・，　 vl・・一　V ・1。 、
一。 ：1

と し て ア ル ゴ リズ ム 3 を行 えば よ い ．

（a）各 ゴに つ い て （α 1＋ 1、α 1，
λ1＋ 1 ，

λ1）を g（at ＋ 1 ，
α 1， 為＋ 1 ，

λll聾＋ 1，θ），＠ゴ＝ 1
，
＿

，
∫）

　 か ら以下 の よ うに発生 す る．

　 最初 に （α ／i，
λ1），

葱 ＝ 1，＿ ，」 を確 率 g（α1，λlly，＋ i，θ）， ゴ ＝ 1，．．．．∫ で リサ ン

　　プ リ ン グす る．そ の 後 （α 1＋ 1，λ1＋ 1）， ゴー 1
，
＿

，
1 を密 度関tw　f（α t＋ lyt ，α be）・

　 f（λ乏＿ilθ）に 従 う正規 分布 ・ガ ン マ 分布か ら発生 させ る．

（b）

　　　　 ＿ ／（〃t ． 1 α 1＋ 1 ，
λ1＋ i ，

e）f（α 1． 、ly，，
… 1，

λ1，
θ）f（λ1．、

θ）ノ（CMSA2iY ， ，
e）

（4．5）

（4．6）
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5． 実証研 究

　本節で は株価指数データ を用 い た 実証分析を行 う．最初 に デー
タ に つ い て 説明 し，

一変量

モ デル で の 推定 を行 う．次に DJC を用 い て 多変量 モ デル の 比較 を行 い ，最後に MSV
，
　FSV

それ ぞれの 中で 最 も良 い モ デル の パ ラ メ
ー

タ推定の 結果 を示 す．本研究 に お け る計算は全

て行 列言 語 Ox 　version 　6，0 （Doornik （2006 ））を川 い た ．

5．1　 デ ータ と一
変量モ デル の推定結果

　本稿で は東証業種別株価指数 33 業種の 中か ら銀行 ， 機械 ， 情 報通 信 ， 電気機 器 ， サ
ービ

ス の 5 業種の 冂次 系列 を用 い た．2003 年 1 月 6 日か ら 2010年 5 月 28 凵まで の 終 値か ら対

数 階差 の 100倍 で パ ーセ ン ト表示 の 収益率 を定義 した ．収益率の プ ロ ッ トを 図 1 に 示す ．

　また
， 表 1 に

一
変量 モ デル （MASVt モ デル で I」 − 1 と した もの ）で の 推定結果 を示す．

事前分布は

　　 　　 　　 　 φ＋ 1
　　　　　　　　　　　〜　　ぢ（20，1．5）．　　μ 〜 9（0，01，0．0／），
　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　　　　　　Σ 一 一 一 一（
　 1 　 − 0．1

− 0．1　　0．04 ）
を用 い た ．事 前分布で は φに つ い て は 平均 0．86，標準偏差 0．11 で あ り，〃 に つ い て は 平均

1
，
標 準偏差 10

，
Σ に つ い て は その 逆行列の 期待値が Σ

’

の 逆 行列 に等 し くな っ て い る．

　それ ぞれの 推定値に つ い て は ，ボ ラテ ィ リテ ィ の 持続性 を表す φ の値 が 高 く， 非 対称性

を示 す ρ は負 で ， あ る 凵の 収益 率が 負 の 時 に 次 の 日の ボ ラテ ィ リテ ィ が 大 き くな る と い う
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表 1　 t 分布 を誤 差 に 持っ
一一
変 量 非対称確率的ボ ラ テ ィ リテ ィ 変動 モ デ ル の 推定結果，事後平均 （MeaI1）， 事後標

準偏 差 （Stdev＞お よ び 95％ 信用区間 （95％ iIlterval）．

Series　　Mean 　　 Stdev　　　95％ illterv乱1 Serics　　　Lleaこrl　　 Stdev　　　　95％ interval

　 　 1　 　 　 0．984

　 　 2　 　 　 0．972

φ　 　 　3　 　 0．979

　 　 4　　　 0，985

　 　 5　 　 　 〔j．960

〔，．｛，050

．0060

．0070

．0040

、011

［〔〕．973，
0．993］

［0．959，0．983］

［0，964，  ．991］　　σ ε

［0，976，｛，．993］

［0．936，0．979］

1234rD 1．697　　　〔〕．184　　　　［L371 ，
2．096］

1612 　　　0104 　　　［1．426，1．833 ］

1，299　　　0．123　　　　［1．1    11 ．6〔，0］

1．504　　　0．1」7　　　　［124  ，1．865］

1，088 　　　〔〕．065　　　　［0．976，1．236 ］

　 　 　 1　　　　0，177　　　0．020　　　［0，140，0．219］

　 　 　 2　　　　　〔1．188 　　　0．020 　　　［0．151 ，0 ．230 ］

σ
η　　　3　　　 0．156　　0、  20　　［〔｝．119 ，0．200 ］

　　　 4　　　　　0．157　　　0．Ol7　　　［｛｝，127， 〔〕．193］

　 　 　 5　　　　　0．199　　　0、026　　　［0．153，〔〕．25司

ρ

1　　　　− 0．394　　　0．075　　　［− 0．533、− U235 ］

2　　　　
− 0．611　　 0 〔，58　　［− 0715

コ

ーU，489］

3　　　　
− 0，316　　　0，095　　［− 0．493，一｛〕．12〔〕］

4 − O，4970 ．075 ［
− 0．632．一〔〕．339］

5　　　　
− 〔｝．454　　　0．072　　［

− 0587 ．− 0，301］

　 　 1　 　 　 57．8

　 　 2　 　 　 1176

v 　 　 　 3　 　 　 J
「o．7

　 　 4　 　 　 82．9

　 　 5　　　 85．4

54．8　　　［16．0，
219．1］

97、1　　　［24．4，395．0］

42．6　　　［14，7，169．8］

57、9　　　［19，8，24〔〕．1］

86．0　　　［18，2，354．3］

結果 に な っ た ． これ らは 多 くの 先行研究 と同様 で あ る． また
， t分 布の 自由度 は 非 常に 大

き く， 確率的ボ ラ テ ィ リテ ィ を考慮 した も と で は， それ ほ ど裾 は厚 い 分 布で は ない こ とが

分か る．

　次 に 多変量モ デル に 関して の 分析を行 う．MSV モ デル で は ， 系列の順番は推測 に影響 し

な い が
，
FSV モ デル で は 系列の 順 番 が推定 の 結果 や その 解釈に影 響 を及 ぼす． この た め 理

想的に は，す べ て の 順 番 ・因 子数 に 関 して 周辺 尤度や DIC を計算 し ， 最良 の順 番 ・因子数

を選択す る方法や， リバ ー
シ ブル ジ ャ ン プ MCMC 法 な どを用 い て モ デル 自体 も MCMC

を用 い て 推定 して しま う方法な どが 考 え られ る （リバ ー
シ ブル ジ ャ ン プ MCMC に つ い て

は Green （1995），
フ ァ イ ナ ン ス モ デル へ の 応用は Vrontos　et 　al ．（2000 ）， 粕 谷 ・高川 （2005）、

多変量 時系列 の 順 序に 関 して の 効 率的 な ア ル ゴ リズ ム に 関 して は Nakajima 　and 　Watanabe

（2011 ）等を参照 され た い ．）． しか しなが ら ， 候補 とな る モ デル も発生 させ る パ ラ メ
ー

タ ・

潜在変数の 数 も非常に 多い た め ， どち らの 方法 も実行が 困難で ある．そ こで 今回は 以下の

よ うに して 因子数 と系列の 順番 を決定 した ． まず，5 系列に 対 して 通常の 因子 分析を行 い
，

ス ク リ
ープ ロ ッ トや AIG

，
　BIC を用い て 因子数 を選 ん だ．今 回の データで は どの 基 準を用

い て も因 子数 は 2 で 十 分で あ っ た． さ らに通 常の 因子分析の 因了負荷行列を 参考に 第 2 因

子 か らの 影響が 小 さい 系列 を第 1 系列
，
それ以外 で 第 2 因子 か らの 影響が あ る程度大 きい

系列を第 2 系列 として 1銀 行 ， 2機 械 ， 3 清報通信 ， 4 電気機器 5 サ
ービス の 順 と した．
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表 2　 DIC の 平均．標準誤差，最大 値
・
最小値，順 位．

Mc 】del　　　 DIC 　　　（s，e．）　 DICrn量Lx　　DICnun 　　rank

MASVt 　　 24997．4　　（1．8）　 2r）OO9．1

Dt・IASV11　　　25D〔〕6、｛，　　（U．9）　　25〔〕11．5

工L・fSVt 　　　　　25000　1　　（1　5）　　25008 ．5

MSVI1 　　　 25011．8　　（1．0）　 25〔〕2Lg

FASVt −］　　 25512，  　　　〔2．4）　　 25522．〔〕

F’ASVn −1　　25569，7　　　〔1．6）　　 25574，8

FASVt ，−2　　　25142，2　　　（1．7）　　25153，4

FASVIl −2　　25158、5　　（1．6）　　25167 ．3

FSVt −1　　　　25667，4　　（3．2）　　 25687．6

FS 、
71

卜 1　　　257082 　　（1．6）　　25720．4

FSVt −2　　　　25196，3　　　（27 ）　　 252   8．9

FSVn −2 　　 252094 　 （23 ）　 25219 ．1

24986．5　　　　1

25〔〕Ol．2　　　　3

24992．2　　　　2

250 〔〕4．04

255〔〕1．0　　　　9

25558、5　　　10

25135．9　　　　5

25150 ．0 　　　　6

25649．7　　　 11

25697．6　　　　12

25184 ．6　　　　7

25201 ，08

5．2　 モ デ ル比 較

　 まず モ デ ル 比 較 の 結果 を示す ．DIC の 計算 に は ，対数尤度関数 の 事後期待値 とパ ラ メ
ー

タ の 事後平均で 評価 した対数 尤度 関数 の 値 が 必要 に な る． MCMC を用 い た 推定に 関 して

の 設定 は，それ ぞれの モ デル に 関 して 次節 以降に 示 す．尤 度関数の 事後期待値 E θ］yrt［D （の］

は
， MCMC を用 い て 得 られた 標本 を M − 100 個 リサ ン プ リ ン グ した 値 θ〔m ）を用 い て

詣Σ隠1D （θ｛
m ）

）に よ り計算する．また数値的 に推定値の 誤差 を求 め るた め に
，

こ れ を 10

回繰 り返 す．同様 に パ ラ メ
ー タの 事後平均 で 評価 した尤度 関数 の 値 D （E θ1｝；，［θD に 関 して

も 10 回計算する．対数尤度 logノ（Yr、
θ）の 計算に は 第 4 節で 議論 した補助粒子 フ ィ ル タ を

用い ，粒子数 は ∬＝ 10，000 とした．

　表 2 は それ ぞれ の モ デル に 対 して 1〔〕回繰 り返 し計算 した DIC の 平均値，数値 的な標

準誤差 ， DIC の 推定値の 最大 値 と最小値，　 DIC の 平均値の 昇順で の 順 位を示 して い る．
一

般 に FSV モ デ ル よ りも MSV モ デ ル の ほ うが よ い こ とが わか る，　 MSV モ デル の 中で は ，

MASVt モ デ ル が 最 もよ く，誤差 項の 分布 に関 す る仮定が 同 じな らば非対称性 を考慮 した ほ

うが ， 非対 称性 に 関 す る仮定が 同 じな らば t分布の ほ うが よ い こ とが わ か る．
一

方で FSV

モ デル で は，FASVt −2 モ デル が 最 もよ く DIC の 改善 の 幅が 比較 的大 きい ． また 因子数 は 1

よ りも 2 の ほ うが よ く， 誤差項 の 分布 と非 対称性 の 仮 定 に 関 して は MSV モ デル と同様の

関係が あ っ た．

　また
， 順番 を入れ 替 え た 場合の 影響 をみ る た め に，並 べ 替 えた例 を あ げ る，表 3 で は

FASVt −2 モ デル で 最初の 二 つ を入れ替えた ケース （2，
1

，
3，4 ，

5 の 順 の 並 べ 替え）とt つ の フ ァ

ク ターか ら影響を 強 く受 けて い る もの を最初に した場合 （4，1，
2

，
3，5 の II頂の 並 べ 替 え）で 推 定

した DIC を示 した．因子 を二 つ 以上仮定す る場 合は ，因 S一の 数ほ どで はな い が 順序 も DIC
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表 3　 FASVt −2 モ デ ル ，データの 順 番 を入 れ 替 え た 場 合 の DIC の 平均， 標準誤差，最大値 ・最小値，

順 番　　　DIC 　　 （s．c 〕　 DICmux 　　DICmin

12345 　　25142 ，2　　〔1．7）　　25153 ．4　　25135．9

21345　　25184．1　　〔2．9）　　25193，3　　251 〔i2．8

41235　　25199．2　　〔2．5）　　25210．6　　25185 ，5

に影響す る こ とが 分か る．特 に表 3 に 示 した二 っ の ケー
ス の 場合，第 1

， 第 2 因子に両方

に強 く影響 さ れ て い る業種 が 第 1 系列 とな るため ， 2 つ 目の 因子の 変動が 小 さ くな りデ
ー

タの 変 動 を十分 に 説明で きな くな る こ と に よ る と解釈で きる．

　以下で は，それ ぞれ の モ デル の 中で最 も当て は ま りの 良か っ た MASVt モ デル と FASVt −2

モ デル に関 して の 推定結果 を示す．

5．3　 MASVt モデ ル の推定結果

　 こ の 項で は MASVt モ デ ル の 推定 に関す る設定 と結果 を示 す．　 MSV モ デ ル に 関 して，事

前 分布 に は

　　　　　　　 φ乞＋ 1
　　　　　　　　　　　 〜　　β（20、1．5），　　歪＝ 1，．．．．5，

　 　 　 　 　 　 　 　 　2

　　　　　　　　　 Σ 〜 f ンV （1〔〕， （10Σ
＊

）
− t

）， レ 〜9（0．Ol，
0．01），

を仮定 した． こ こ で

　　　　・
’

一 （聡 り
　　　　　　一（

1’22（°’31s＋ c叫 辺

 望（姦∵羸造1紛
で あ り E （Σ

一1
）＝Σ

＊
− 1

で あ る． また ， MSVt
，
　MSVn に 対 して は

Σ
ε ε

nJ 　TW （5， （5Σさε ）
− 1

），
Σ

ηη
〜 zw （5， （5Σ謬，）

一止

），

を仮定 した ．推定に は ，ア ル ゴ リズ ム A ，1 を用 い て 12万 個 サ ン プ リ ン グ して最初の 2 万

個 を稼働 検査 期 間 として 捨 て た ． ブ ロ ッ クサ ン プ ラー に つ い て は い くつ か の K を試 し ，

MCMC の 非効 率性 の 基準の
一

つ で あ る非効率性因子 （lneHicierlcy　factor）が その 中で 最 も

小 さ くな っ た ブ ロ ッ クva　K ＝ 90 と した．非効率性因子 は MCMC 標本の 自己相 関 を考慮

した 分散 と，仮想的に独 立 と仮定 した場 合 の分散 との 比 で あ り，独立標本を用 い た の と1司じ

精度の 推定量 を計算す るの に何倍の MCMC 標本 数が必要 か を示 して い る．詳 し くは Chib

（2001 ）， 小西他 （2008 ）， 占澄 （20〔〕9）等 を参照 され た い ．
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表 4　 MASVt モ デ ル ．廐 ，
σ i，a ε ，

ai ，ηη ，ρin η
．　u の 事 後 平均 （Mean ），事後標準偏差 （St，des，），95％ 信川区問 （95 ％

interval），非 効 率性 因 子 （lne缶 cieIlcy 〕，

i　　　　Mean 　　　　Sむdev　　　　　95警　iI且terval　　　　　Ine丗 cieIlcv

　 　 1　 　 0．976

　 　 2　　 0．971

φ・i．　　　 3　　　　0．977

　 　 4　　 　 0．98D

　 　 5　　 0．967

O．005　　　［O．965，0．985］

｛｝，〔［〔15　　 ［o．9  ，〔｝．1〕8D］

‘，．005　　　　［0．967、U，98〔j］

【〕．【〕〔〕4　　　　［0．971．U．987］

〔〕，006　　　　「0，954．U ．979］

96106891011D1

123

且亠

5

ぎε

じ
じσ

1．630　　〔〕，140　　　　［1．350．1．909］

1．501　　　0、085　　　　［1、345，］．680］
1．247　　　〔｝、〔〕91　　　　［正．〔｝77．1．440 〕

1，435　　〔）．104　　　　［L246 ，1．657］

1、075　　U．055 　　　［O．973，Ll93 ］

280190254292199

　 　 　 1　 　 0」84

　 　 　 2　　　 0．167

CTi．．・1・1 　 3 　 0．153

　 　 　 4　 　 0．150

　 　 　 5　 　 0．160

〔〕、018　　　　【0．151，0．221］

0．Ol6 　　　［0．138，
0．199］

U．〔〕15　　　　［U．126 ，
〔〕．183］

0．014　　　　［0．125、0，179］

｛〕．  15　　　［0．133，0．191］

154151137134166

12345

ηZρ

一〇．233　　　0．073　　　［− 0、373、− 0．086］
− 0．392　　〔〕．065　　：

− O、515、− 0．260］
− 0，191　　0．088　　　［− 0．354、− 0．Oll］
− O．297　　0，｛｝75　　　［一〔｝．440．一｛，．146］
− 0．330 　　　0．072 　　　［

− 0．465 ，− O．182 ］

6
「
JF

∂

17

24555

v 34，3　　　　10，9 ［2〔〕．8，6〔〕．6］ 167

　推定結果は 表 4
，
5 に ま と め て い るが ，特 に分散共分散行列 Σ に つ い て は そ の 要素 に つ

い て ，

の ，ε ε
≡ 　　V αr（ετの，　の ，ηη

≡ 　　▽
「
αr（77it），　ρi，じ η

≡ Oor・r（ε，i亡 ，
7？・i亡），

ρぞゴ，εε
≡ Oor ザ（ffit，εゴ孟），　　ρらゴ，ηη

≡ Oorr （nyit，
77．jt），　　ρiプ，E η

≡ （7θrr （ε・it，ηゴォ），

（
’i

，ゴ＝ 1
，
2

，
．．．

，
5

，， げ の を示 して い る．まず表 4 は
．
変 量モ デル に 対応す るパ ラメ ータの

推定 結 果で あ る．各系列 に 関 して 収益 率か ら ， そ の 系 列の ボ ラ テ ィ リテ ィ へ の 非対称性 を

表すパ ラ メ
ー

タ ρ死，。 η
は す べ て 95％ 信用 区間 に 0 を含 まない が

， 事 後平 均 は 個 別 系列 の み

を考 えて い る場合 よ りも絶対 値 の 意味 で 小 さ くな っ て い る．例 えば，系 列 2 の 機械産業 に

関 して は
一変量 モ デ ル で は ρ の 事後平均が 一〇．611 で あ っ た が 多変量 モ デ ル で は ρi．．。η

の 事

後平均 は 一〇．392 とな っ て い る． これ は ，交差 非対称性 と収益率 ・ボ ラテ ィ リテ ィ の 相関に

よ っ て 変動 が説 明 され て い る こ とに よる と考え られ る． また ， 多変 量 t 分布の 自由度は
一

変量 モ デ ル （50．7 〜 117．6）と比較 す る と小 さい が
， 34．3 とやや 大 きな値 とな っ て い る．
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表 5 　 MASVt モ デ ル ．Pij，eE ，ρ
．is．1ηn ，ρij，εn

interval＞，非 効 率 性 因子 （lnc丗 ciellcy ）．

の 事 後 平 均 （Mean ），事 後 標 準偏 差 （Stdev），95％ 信 用 区 間 （95％．

．
7
．
Z ）

．TeanSt ．dev95 ％ intervalIIlefHciency

ρゼゴ，ε ε

1234rO34

1112225455

334
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0 ．012
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〔〕．〔｝11
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［U．6〔〕4， 〔｝．663］

［｛〕，683、0，733］

［0．673，D．723］

［｛．）．62C｝，　O、676］

［D．845， 0、871］
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［0，677，0．727｝
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ρη，ηη
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殉
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ー
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55
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　表 5 で は ， 収益 率 の 相 関 ρ、j，ε 、 の 事後 平均 は 高い 値 （O．648　・w 　O．858）で 推定 され て い る．

こ れ は
， 分析 に用 い た 系列 が全て 同

一
市場 内に あ るた めで あ る と考 え られ る． また 多 くの

ρij，，nyの 95％ 信用 区間は ゼ ロ を 含まず負 に値 を と っ て お り， した が っ て 業種別株 価指 数 に

負の 交差 非対称性が あ る こ とが 示 され て い る．特に 事後平均で は ρj
’
2，，，、i ＜ ρ2弾 η

が j ≠ 2 に

対 して 成 立 して お り， 価 格 変化 の ほか の 産 業 へ の効 果 が非 対称 とな っ て い る． この こ とか

ら，標本 期 間 に お い て 機械産業の 収益 率系列 は他の 産業 の 指数 の ド落に 影響 を受 けや す い

が，その 逆 に 他 の 産業の 指数 は機 械産 業の 収益率系列 の ド落 に は それ ほ どは影響 を受 けな

い と解釈 す る こ とが で き る．

5．4　 FASVt −2 モ デル の 推定 結果

　次 に FASVt −2 モ デル の 推定結果 を示 す．事前分 布は

　　　　　　　βゴ　〜　A鼻
、（0 ，

101r
、
），　 u 〜9（0・Ol ，

O・Ol）・

　　　　　
φ

守
1

− ・（・・
，
・ ・）・ Σ

・・
一 　Z ）／V（・、 （・Σ｝广

1

）， ゴー 1・… ・・，

と した． こ こ で

　　　　　　　・
・；
一（

　 　 ＊2 　 　 　 　 　 ＊ 　 ￥

　 qiE　 ρ丿
σ

丿冴 川

　 　 ＊ 　 ＊ 　 　 　 　 ＊ 2
ρノσj・

σ
」η 　 σ

フη ）一（
1

諭
E （Σ71）； Σ｝

− 1
とした．

　表 6 は 因子 負荷行 列 の 要 素 の 推定 結果 で あ り， 図 2 は 推定 され た 因子 系列 の 事後平 均 と

TOPIX 全体 の 変動の プ ロ ッ トで ある．第 1 因子 に 関す るすべ て の 系列 へ の 因子 負荷 は正

の値 （0．726 〜 0．963）を とっ て 全 体に 影響 を与 えて お り， また図 2 よ り第 1 因子が 同時期

の TOPIX と近 い 変動 を して い る こ とか ら， 第 1 因 子 は マ
ーケ ッ トフ ァ クター と解釈 す る

こ とが で き る．

　
・
方で ，第 2 因子 に関す る 因子負荷 は機械 に つ い て の 1 に対 して 電気機器に つ い て は正

（0．923）， 情報通信業 ， サ
ービ ス 業に 対 して は 負 （

− 0．495
，

− 0．276）に な っ て い る．そ の た め

第 2 因 子 は 第 2 次産業 の フ ァ クターだ と解釈 で き る．第 2 因了 の ボ ラテ ィ リテ ィ は
， ア メ

リカで サ ブプライ ム住 宅 ロ
ーン 問題 が顕在化 し始 めた 2007 年以 降大 き くな り始 め ， 2008

年 9J］15 日に リー マ ン ブラザース に連邦破産法第 11 章が 適用 さ れ た 以 降，非常に 大 き く

な っ て い る． こ の こ とか ら， い わ ゆ る リ
ー

マ ン シ ョ ッ ク の 時期 にお い て ，第 2 次産業の 変

動 と他の 産業の 変動 と の 乖離が 大 き くな っ て い る こ とが わ か る． また ， 第 2 因子は ， MSV

モ デル に お い て 収益率の 相関係数 ρ24、。，
が ρ23，。， ， ρ25

，。，
と比べ て 高い こ と と対応 して い る．

　表 7 は そ れ ぞれ の 系列の パ ラメ
ー

タ の 推定結果を示 して い る．ボ ラテ ィ リテ ィ の 持続性

を表すパ ラメ
ー

タ φ、
は，因子 ・誤差項 ど ちらに つ い て も高 い 値 （0．964 〜 0．997）が 推定さ

れて い る． こ れは ， ボ ラテ ィ リテ ィ の 変動 は 共通 因子 だ けで は な く
，
系列 固有 の ボ ラテ ィ リ
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表 6　 FASVt −2 モ デル ，βり
、i ＝2．＿ ，5．ゴ＝L2 ．の 事後平 均 （Mean ＞，事 後 標 準 偏 差 （Stdev），95％ 信 用 区間

〔g5％ interi’dl ），非効率性因 子 〔lneMciene ＞
，），

乞ブ　　　N・lean　　　Sむdev　　　　95％ interval　　　Iエleficiencv

　 　 21

　 　 31

　 　 41

βり 　 51

　 　 32

　 　 42

　 　 52

〔〕．963　　0，025　　　［0．914，1，013］

0，771　　　0．022 　　　　［0．728，0 ，815］

O，96〔〕　　  ．024　　　［0．913 ，
1．007｝

0，726　　　  ．02n　　　　［〔L688
，
0．766：

− 0．495　　　0．1〔〕6　　　［− 0．721，− 0．304｝

O．923 　　0 ，106 　　　EO．728，1，148 ］
− O，276 　　〔〕．〔〕85 　　［− 0．462 ，一〔｝，125 ］

735

δ

6961107446173
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1〔〕

0

匝
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10
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0

2003〆1　　　2003110　　　2004！8　　　　2005／6　　　　2006〆5　　　2007ノ且　　　 2007／11　　　2  819　　　　2009／7　　　　201015

2，5

0，0

25200311

図 2

Factor　2

　 2003flO　　　2004f8　　　　200516　　　　2006／5　　　 2007〆1　　　 2007〆11　　　2008〆9　　　　200917　　　　2010！5

FMSVt −2 モ デ ル ．　1つ の フ ァ ク ターの 系列 の 事後 平 均 推 定 値 と TOPIX の 時 系 列，！ゴt （」＝1
，
2〕．

テ ィ に 関 して も高い 持続性が あ る とい うこ とを示 して い る．第 2 因子や 系列 2 の 自己相 関

の 高さ は
， 図 2 の 第 2 因子の よ うに時期に よ っ て大 き く異な る変動を反映 して い る と考 え ら

れ る．非対称性の 効果を 表す ρ・i は 第 1 因子 に の み強 く現れ （ρ6 の 事後平均が 一〇．594）， 他

の ρi に つ い て は （事後分布の 95％信用 区間が 0 を含ん で い る と い う意味で ）あま り強 くは

ない ，これ は ， 非対称性の効果が マ
ーケ ッ トフ ァ ク タ

ー
に の み 現れ ，系列固有の ボ ラ テ ィ リ

テ ィ に は 観測 され な い こ とを示 して い る． こ れ は 個別株に EGARCH 誤差 を持 つ マ
ー

ケ ッ

トモ デル を当て は め る こ とで 非 対称性が 観測 され な くな る竹 内 （野 木森 ）（2009）の 結果 と同

様で あ る． また 因子 の 項に 非対称性が あ る と い うこ とは 因子負荷 β を介 して 交差 非対称性

が 存在す る とい うこ とも意 味 して い る．誤差 項の 多変量 t 分布の 自由度 は ，MASVt モ デ
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表 7　 FM8Vt −2モ デ ル ．φ‘．σ tE ．σ iv ，pi の 事後平均 （Mean ），事後標準偏差 （Stdev），95抔 信用区1昌］（95％ iuterval＞，

非 効率性 因 子 （lneficiency）　i ＝6，7 は 2 つ の 因 子 に対 応 す る．

i　　 Mean 　　　Stdev　　　95％ interval　　　Inefficiency
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尸
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12345
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，
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76181

μ 21．3　 　 5．3 ［14，〔）．34，2］ 162

ル の もの よ り小 さい が
，

こ れ は 系列 固有の ボ ラ テ ィ リテ ィ の 変動 の 裾が 重 い こ とを示 唆 し

て い る．

6．　 おわ りに

　本稿で は
， 交差非対称性 の あ る多変量確率的ボ ラテ ィ リテ ィ 変動モ デル と交差非対称性

の あ る多変量 因 r一確率的ボ ラテ ィ リテ ィ変動モ デル を東京証券取引所 の 業種別株価指数収

益率 に応用 し、DIC を 用 い た比較 を行 っ た．そ の 結果，交差 非対称性の ある 多変量確率的
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ボ ラテ ィ リテ ィ 変動モ デ ル の 方 が DIC の 意味で デー タへ の 当て は ま りよ い 結果に な っ た ，

しか しなが ら， 計算 の 都合 上高次 元 で の モ デ ル の 適用 は 因子 を用 い た ほ うが パ ラメ
ータ数

を節約で き有利で ある場合 も考え られ る．今後は
， 因子 の あ るモ デル を よ り現実の データに

適合す るよ うに 改良す る研究 と と もに，因 子を用 い な い 多変量確率的ボラティ リテ ィ 変動

モ デル に つ い て は よ り高次元なデータに 対 して も適用 で きる よ うな計 算法 の 開発が必 要で

あ ろ う． また収益率の 相関構造の 時間を通 じた変動を 交差 非対称性の ある多変量確率的ボ

ラ テ ィ リテ ィ 変動モ デル に導入 す る こ とも重要で ある と考 え られ る， さ らに，今回 の 研究

で は収益率系列 へ の 分析を 行 っ た が ，個別株価や為替な どボ ラテ ィ リテ ィ 変動 の あ る様々

な金融 資産 を同時 に 多変 量モ デ リ ン グす る こ とも応用 上必 要 で あ ろう．そ の 場合は 非対 称

性の な い 系列や 系列特有 の 変動 もあ るた め
， よ り扱 い や す い モ デ ル を作 る こ とも重 要で あ

る と考 え られ る．

　 また，近 年で は高頻度取引デー
タ を用 い た ボ ラテ ィ リテ ィ の 推定量で あ る実現 ボ ラテ ィ リ

テ イ （Realized　volatility ，
　Andersen　et　al．（2001 ），

　Barndorff−Nielsen　and 　Shephard （2002 ））

の 研究 も盛 ん に行わ れて お り，
実現 カ ーネル （realized 　kernel）推定量 （Barndorff −Nielscn　et

αt．（2008））な どの様 々 な推定量 が提案 され ，
一

般 に実現測度 （realized 　measure ）と総称 さ

れ ， その予測 モ デル も提案 されて い る． さ らに GARCH モ デル
， 確率的ボ ラ テ ィ リテ ィ 変動

モ デル に 実現測度 を組み込 む こ と に よっ て 予測精度や デ ータへ の 当て は ま りの パ フ ォ
ー

マ

ン ス が よ くなる こ とが わ か っ て きて お り （EIIgle　and 　Gallo（2006 ），Takahashi 　et α1．（2009），

Shephard　and 　Sheppard （2010 ），
　Hansen　et　 al．（2010）な ど を参照 さ れ た い ），本稿で 推定

したモ デル に つ い て 実現 測度 を と りい れ た拡張 を行 うこ とも重要で あ り，今後 の課題 とし

た い ，
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A ． 補遺

A ．1MSV モデ ルの MCMC アル ゴ リズ厶

　本節 で は ， MSV モ デル の事 後 密度 （2．15）を もつ 事後分布か らの MCMC 法 を用 い たサ

ン プリ ン グを考 え る．

　［アル ゴリズム A ．1］以下の 条件付事後分布か らサ ン プリン グを繰 り返 し ， 稼働検査期問

（burn−ill　period）分捨 て た 後保 存す る．

　 1．α 1φ，Σ ，
λ

，
Yn を生成す る．

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 多変量確率的 ボ ラ テ ィ リテ ィ 変動 モ デ ル 　　　　　　　　　　　　　 147

　 2．Σ φ，
α ，λ，Y ，、 を生 成す る．

　 3．iP　l£ ，
α ．λ，Yn を生 成す る．

　 4．λ1φ， Σ ，
α ， λ1　Y ，、 を生成 す る，

　 5．レ λ を生成す る．

た だ し，誤差項が 正規分布で あ る MASVn ，
　MSVI1 モ デル の 場合 に は ス テ ッ プ 4，5 は 省略

す る．

　ス テ ッ プ 1 は ブ ロ ッ クサ ン プラーを用 い て 生成す る．最初に α ＝ （α i，
＿

，
α 1、）’

を K ＋ 1

個 の ブ ロ ッ ク （α 乱一1↓ 1 ，
＿

，
α 先，γ4 ＝ 1

，
．．．

，
K ＋ 1 に 分 け る ，

た だ し kn ＝ 0
， 板 ＋ 1

＝ nl

ki− ki＿【 ≧ 2で あ る． こ こ で は Shephard　and 　Pit，t・（1997）に したが い K 個の点 （kl，
．．．

， 板 ）

は （O，
　1）上 の 独立 な

一
様分布 に従 う Ui，

’i ＝ 1， ．．．，K を発生 させ

　　　　　　　　 k
，

＝ int・［n 　x （i一トU／
，
　）／（K 十 2）亅，　　i，＝ 1

，
．．．

，
A’

，

とす る． K は ブロ ッ クの 数 を調整 す るパ ラメータで あ り，標本の 自己相関が 小 さ くな る よ

うに 選べ ば よい ．

　i 番 目の ブ ロ ッ クが 砺一1 ＝ s
， 傷 ＝ s ＋ m で あ る とす る． こ こ で

，
CXt を直接サ ン プ リン

グす る と自己相関が高 くな る こ とが知 られ て い るの で， Xt ＝ R 厂
1
堕

＝ R 厂
1
（at ＋ 一 IPat）

の サ ン プリ ン グを考える ． こ こ で 行列 Rt は状態方程式の 分散共分散行列の コ レ ス キー分

解で あ り， t ＞ o に 関 して は Σ
ηη

； 　R ，Rl ，　 t ； o に 関 して は Σo ＝ RaR6 とす る．

　 こ の とき x の 対数 条件 付事後 密度 関数 は定 数部 分 を除 い て

　　　　　　1・ gf （・ 1・ ， ，
・

。＋
・
m ．、 ，・。 ，

．．．
、 ・。＋

’
rrv）一 一I

Str1

・ t，．・ ． ・ L
， 　 （・．1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t；．s

こ こ で

　 　 　 　 s＋ m ，

　　・ 一 Σ帰 叫 ・ ＋1
一Φ・

・
一

・ ）
・

Σ瞬（・ 針 …
一

Φ ・ s ＋ m ）・（s ＋ 7Tt く ・の，
　 　 　 　 t− 5

で あ る．提案密度 として ， L の 部分 を x の モ ー ド thの 周 りで テ
ー

ラ
ー展 開 を行い

， さ らに

ヘ ッ セ 行列 に 関 して は ，情報行列 で 置 き換 え る こ とで

　　　　　　　 1・9 ノ＠1α ，，α
。柳 ＋ 1 ，　Y 。 ，

．．．
， Y ，＋ m ）

　　　　　… ns ・．− i
str ’

・ 1・ ， ・ L
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 tt＝s

　　　　　　　・鑑［魂
一1（at − at）

’A ・ ・ （・ ・− 1
一

俳 1ア司＠ 一勾

　　　　　 ；　const ．十 log　f
’
（x ］crs ，

α s ＋ m ＋1 ， Ys ，
＿ 1YStm ），　　　　　　　　　　 （A ．2）
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と近似 して 得 られ る正規 密度 を用 い る ．MASVt モ デル で は
，

dt ＝ 肌 ／∂α ‘ 　 　 t − b
’
＋ 1

，
＿ ，s ＋

’
rrt

，

　　一 遷・P ・1｛di・g（・ ・）一・ΦΣ訊 ・（t ・ ・）｝・r1（・t
− mt ）

　　　　＋ Σ年夛Σ
，。 S詳1（Ze ．一 mt − 1）1（t ＞ 1）

　　　　＋ Φ Σ諒 α ・、1
一Φα ・即 一 ・ ＋ ”n ＜

’
・・），

At　＝

Bt 　 ＝

一E ［
　∂

2L

∂α 亡∂α 1］　 t − … ，
・・… ＋ 77t，

，

1｛・．
＋ ・・

’

・ （・t ・ 幅 ）｝・ ΦΣ瞬・ Tls ・rlΣ ． 。
Σ琢弓・・圃

一1（ΦΣ尉・’
，le ・［

・d… （m ∂・ … g（嚥
1
Σ

。
Σ訪・）・（t ＜ ・）

＋ Σ弱Σ
，。

s払 Σ
。 η

Σ届1¢ ＞ 1）＋ Φ剛 Φ玲 一 ・ 柳 く 71．），

一・ ［
　　∂

21t
− 1

∂α t∂α 2− 1］　 t − ・ ＋ ・
，
…

，
… n

l・弱・
，・ Sご、｛… g圃

一・Σ
，η

Σ尉・ ｝，

（A ．3）

（A ．4）

B
。＋ ⊥

− 0 とす る．dt
，
At

，　 Bt は そ れ ぞれ ，　 diか ら （3．9）を用 い て 計算 された d の 下で dt
，

At，　 Bt を評価 した値 で あ る．

　Omori 　and 　Watanabe （2008 ）は
， （A ．2）の 近 似で得 られ る正 規分 布が

，

　　　　　　　　　 1）t　＝　Ztα t 十 GtUt7 　 t ； s 十 1
，
＿

，
s 十 7n

，　　　　　　　 （A ．5）

　　　　　　　　 叫 ＋ 1　
＝

　Φα t 十 HtUt
，　t ＝ s 十 1

，
＿

，
s 十 rrL − 1，　　　　　 （A ．6）

　　　　　　　　　 Ut 　＝　　（ξ1，η1）t 〜 A亀P （O ，
12

ρ）

の 線型 ガ ウス 状態空 問表現で 得 られ る こ とを示 した．ただ し t），，
Z オ1

　Gt は 以下 の 漸化 式

　　　Dt − A 一 倉・D 訓画 ，
　 bt− ♂，

一盒、D 計1b 、− 11 タ、　 d ， ＋ 町
1盒1． 、d 、＋ 、，

t）e − ’i’t ＋ 町
1b

・，　 Z ，．− 1
。 ＋ 町

’BI
＋ 1Φ ，

　 Gt − ［Kl
− 1

，
Dr1 盒1、、

R ，］，
　 Ht − ［O ，

・R ，］，

t ； s ＋ 1
，
＿ ，s ＋ m を計算 して 得 られ る ． こ こ で bs ＝ O，　 Bs

＋ m ＋ 1
＝＝　O で あ り，また ，　 Kt

は Dl．− K ，Kl を満た す Dt の コ レ ス キー
分解で ある．

　モ ー ド記 を求め る に は
， 以下を 収束す る まで 繰 り返す．

［アル ゴ リズ 厶 A ．1−a］

　　i （3．9）を用 い て m ＝ thか ら d を 計算す る．

　 ii状態空 間モ デル （A ．5）と （A ．6）を計算す る．
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iii　I〈oopman （1993）の 誤 差項 平滑化 を （ii）の 状態空 間モ デル に 対 して 行 い ，事後モ
ー ド

　 血 を得 る ．

こ の 手続きは 条件付事後密度関数 （A ，1）に 対 す る ス コ ア リ ン グ法 を用 い た 最大化 を行 っ て

い る こ とに 等 しい ．thの 初期値 に は MCMC の サ ン プリン グに お け る現在の x の 値 を用 い

れ ば よ い ．実際 に計算す る と きに は ，事後分布の 近似分布 を得 られ れ ば良 い の で ， 上 の 操

作を 5 か ら 10 回程度繰 り返 せ ば よ い ．次 に モ ー ド diを用 い て 得 られ た 近似線 型 ガ ウ ス 状

態空 間モ デ ル （A ．5）と （A ．6）を用 い て 候補 x を発生 し，以 下の ARMH ア ル ゴ リズ ム を用

い て 発生 させ る，

　［アル ゴ リズ ム A ．1−b］

　1．候補 とな る点 x †を q（m
†
）（xmin （f（xt ），

cf
’

（m
†
））か ら AR ア ル ゴ リズム を用 い て 発

　　 生 させ る． こ こ で c は 近似 を した正規密度の 定数項 と L を使 っ て 計算で きる．

（a）x †〜 f’

を シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 平滑化 （de　Jong　and 　Shepllard（1995 ），
　Durbill　alld

　 Koopman （2002）な ど）を近 似線型 ガ ウ ス 状態 空間モ デル （A ．5）と （A ．6）に適 用

　　して 発 生 させ る．

（・）・
†軅 率 m … 儲留、

，
・｝・で 瓢 し・ 棄却 ・れ た ら （・ ）e・戻・・

2，現在 の 点 を m とす る．新 た な候 補点 ゴ を確 率

　　　　　　　　　　… i・・｛1，メ認謙 鶚留 ）｝・

　 で 採択す る．棄却 され た場合 は 現在 の 点 x をそ の ままに す る．

また
， 提 案 分布 の 正規 近似 が うま くい か ない ときに は ， AR ス テ ッ プが 抜 け られ な い 場合

が 起 こ りう る． そ うい っ た状況 が起 こ る場 合に は
， AR ス テ ッ プ を省略 した通 常の MH ア

ル ゴ リズ ム を用 い て 以下 の よ うに サ ン プ リン グす るこ ともで きる．

　［アル ゴ リズム A ．1−c］

　 1．候補 とな る 点 x † 〜 ！
＊

をシ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 平滑化 （de　Jong　and 　Shephard （1995 ）1

　　 Durbin　and 　Koopman （2002）な ど）を近似線 型 ガ ウス 状 態空 間モ デル （A ．5）と （A ．6）

　　 に 適用 して 発生 させ る．

2．現 在の 点 を x とす る．新 た な候補点 ct を確率

　　　　　　　　　　　　　min ｛1，鷦糊｝・

　 で 採 択す る．棄却 され た場 合は 現在の 点 m を その ままに す る．
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こ ち らを使 う場 合 に は ARMH を使 うよ りも若干標本の 自己相関は大 き くな る もの の 計算

時問の 意味で 短時間で 終わ る場合 もあ る．

　ス テ ッ プ 2 は Σ 。η
＝ 0 の 制約の 有無で 若］「異なる．MASVt ，　MASVn の 場 合 は ， 条 件

付事後分布

　　　　・（・ φμ ， 入 恥 1Σ
一 1

  ・xp ｛
−1・・ （Ri

’
Σ
一1
）｝・ ・（・），

　　　　・（・）一 Σ ・1
−1’・1・ ・ el

‘1・xp ｛−1（・ i・・
1
α ・嘱 V ・

1・・
Σ・

・V ・
1・・

の｝・

た だ し nl ＝ no ＋ n − 1
，
　Rr1 ＝ R 「

1
＋ Σltr，

1
　v ，vt

，

　　　　　　　　　　　　　v ・一 一 （
λi〆2V 厂

’／2yt

α t＋1
一Φα t ）・

で ある． したが っ て提案分布 Σ †〜 ZW ＠1，
R1 ）か らサ ン プリン グし， 採 択確 率 min ｛g （Σ †）／

g（Σ），1｝とす る独 立 Metropolis −Hastings（MH ）ア ル ゴ リズム を行 う．

　MSVt
，　MSVn の 場合 は，Σ

。 。 ，
Σ

ηη
の 条件 付 事後 分布が

　　　　　・ （… 1・，
・ ・凋 喉

」 ≠ ・xp ｛−1・・ 僻 亅
Σご）｝

　　　　　・ （Σ ・η1φμ ・
，
・

・ ）… 　1… n

一準
・xp ｛−1・・画

一’
Σ切｝… （・ ・m ），

　　　　　・・（・・
・… ）・一・1・・

一
・・x ・｛

−1（・ i・a’
α 1）｝T

た だ し n 〒・＝ 　n6 ＋ n
，
　Rl

− 1
＝ Ri

− 1
＋ Σた1 λ直V 『

1／  孟〃IV『
1！2

，　 n
’
7＝ 昭 ＋ η 一1

，
　R7

− 1
；

R ：
− 1

＋ Σ篇11（at ＋一 Φat ）（at ＋ 1
一Φ α t）

’

で あ る．

　よっ て Σ
。ε

に つ い て は Σ
εε

〜fW （nf ，
Rf ）か らギ ブス サ ン プラーを行い

，
Σ

ηη
に つ い て

は提案分 布か ら Σ砺〜τW ＠7，
R7 ）か ら発生 した 候補 Σあη

を確率 min ｛g（Σ
†
）／g（Σ），

1｝で

採択す る MH ア ル ゴ リ ズム を行 う．

　ス テ ッ プ 3 で は ， φの条件 付事後 分布 が

　　・ （・・ 1 ・
，
・

・ ）　 c（　 h（φ）・ ・xp ｛−1（φ一
μ ・）

’

・5
’

（φ
一

μ・）｝，

　　　　　　　h（・）
一 ・ ・1

一圭

意（1＋ 卿 一
吻）

・
− 1e

・p ｛
−1・副 ，

で あ る．た だ し μφ　＝　Σ φb ，
Σ6i　＝　Σ

22
  （Σ　；，

i
　at α 2）と し．　 b は 行 列

Σ1猫11｛鋳 λ1／2
〃IV計〆2

Σ
12

＋　at α 2＋ 1Σ
22
｝の 対角要素 を並べ た ベ ク トル で あ る． また Σ

ij

を Σ
一1

の 第 ＠の ブ ロ ッ ク の p × p 行列を意味 し， （⊃ は Hadamard 積 を意 味す る とす る．

そ こで 提案分布 と して は φ
† 〜　TNR （μφ ，

Σ
φ），　R ＝ ｛φ ：晦 く 1

，ゴ＝ 1
，
．，．

，p｝を もち い

て 確率 min ｛h（iP†）／h（φ），
1｝で 採択す る独立 MH ア ル ゴ リズ ム を行 う．
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　ス テ ッ プ 4 で は
， λt の 条件付事後分布が

　　　　　　　・ （・・1φ，
・

，
Vl ・ ，・Y ・ ） ・ ・ア

ー上

exp 　B ・・ ＋ d・
・V

’151・｝・

こ こ で Ct ＝ JV＋ 鋭Σだ肋 ，
　dt；巍Σ ガ規 で ある． そ こで 提案分布 境 〜9（（v ＋ p）／2，

Ct／2）

か ら候 補 を生成 し ， 採択確率

・… n ［1・… ｛dt（丙
一A ・）｝］・

で 採択す る MH ア ル ゴ リズ ム で サ ン プ リ ン グす る． ただ し t ＝ n に つ い て は d
，、

； O と な

るた め λn
〜g（（u ＋ p）／2 ，

Cn ／2）か ら の ギブ ス サ ン プ ラ ー とな る．

　最後に ス テ ッ プ 5 で は， u の 条件 付事後分布が

　　　T （・・1・・・ … A
，
・c・

，
・Y

・・）畑 鬧 魚ザ… ｛
一Σ二笋 ｝・ 圃

とな る。 こ こ で は u を がv
＝ log　u と変換 し，

　 MH ア ル ゴ リズ ム を用 い て 乱数生成 を行 う．

乱． を π （Ov φ，
Σ、λ，α ，玲 ）の モ

ー ドとす る．対数条件付事後密度の テ
ー

ラ
ー展開を θv の 周

りで 行い
， 近似 を した正 規分 布 蕩 〜 vV （μ． ，

σ診），
を提案分布 と して 用 い K候 補 を発生 させ

る． た だ し，

　　　　　　　　P・u
一 賦 「

∂109π （19，．ゆ，
Σ、λ，

α
，
｝Crt）

　　　　　　∂洗 　 　 　 ρ。一台、］・

　　　　　　　　一 一畑

鍔
鳳 ）

一∴

で あ る．そ の 採択確率は

　　　　　　　　　… 隠膿 謙 il銑1詈ii・・］・
とな る．た だ し fN（τ 1μ，

σ
2
）は平均 μ 分散 σ

2
の 正規 分 布 の 確率密度関数 を 点 m で 評価 し

た値で あ る．
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