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共和分分析 に基づ く予測 とそ の 応用

山本　拓
＊

Forecasting　Based　Upon 　Cointegration　Analysis　and 　I七s　Applications

Taku 　Yamamot げ

　80 年代 半ば よ り共 和 分 分 析は，経済 分 野 に お け る非 定常時 系 列 の 分 析手 法 と して 主 要 な役 割

を演 じて きた．本 稿 は 共和 分 過 程 の 予 測 に 関 わ る 問題，特 に 予 測 精度 の 問 題 に つ い て の レ ビ ュ
ー

を行う．また応 用 例 と して は，生 命表 に基 づ く寿命の 予 測 を取 り上 げ，共 和分 分析 に 基 づ く予 測

の 有用 性な らびに今後 の 課題を 示す．

　The 　 cointegration 　 analysis 　has　been　 a　 major 　topic　in　time 　 series 　 analysis 　in　the　ficld　 Qf

economics 　sincc 　thc　mid −1980s ．　This 　paper 　gives　a 　brief　review てm 　issues　assQciated 　with 　fore−

casting 　ir上 acointegmted 　process ，　in　particular，　 wi しh　forecasting　accuracy ．　 As　an 　applica しion，
it　conccrlls 　with 　forecasting　of　mortality 　rate 　based　upon 　the　life　table ．　It　discusses　merits 　and

probiems　associated 　with 丘brecasting　based　upon 　cointegration 　analysis ．
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1．　 は じめに

　経済分野 に おけ る時系列分析 に お い て は
， 1970年代 に データの非定常性 を考慮 に 入れ る

必要性が 強 く認識され るよ うにな っ た ．それ は，Box 　and 　Jenkins（1970）の 著作に お ける 1

変量 ARIMA （autoregressive 　in七egrated 　moving 　average ）モ デル の予測力 の 高さが ， デー

タの 階差 を取る こ とに よ っ て ，非定常性を簡単に処理 で き る こ とを 多 くの 実証例で 示 した

影響 だ と思 われ る．同時 に 1973年の石油 シ ョ ッ クに よる大規模な構造変化に よっ て ，従来

の マ ク ロ 計量経済モ デル が無力 に な っ て しまっ た とい う事情 も， 時系列モ デル の 有用性が

経済学の 分野で 認め られ る こ とに影響 した．階差を とるこ とに よ り定常化す るこ とがで き

る非定常性は和分 （in七egra 七ion） とも呼ばれ る，非定常性に関 して は
， データの 階差 を取

る べ きか否かが重要 な問題 とな っ たが，70 年代後半に Fuller（1976）や Dickey　and 　Fuller

（1979）が実用性 の 高い 検定法 （すなわち ， 単位根検定法）を提案 して ，実証へ の 道 を開い
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た。そ して多 くの 経済デ
ー

タ が，単位根を有 して い る，す なわち非定常なデータで あ るこ

とが 確認 され た。

　 しか し VAR （vector 　auroregressive ）モ デル の よ うに，多変量の 時系列デ ータを同時に

扱 う場合 に は ， それ ぞれの データの階差 を取 っ て か ら分析すれ ぼ良い と い う方法で は非定

常性 は処理 で きない ．その 方法で は，各 データは やがて発散 す るこ とを前提 として い るこ

とに な るた め で あ る．経済データは各変数 は非定常で あ る （単位根 を持つ ）が ， 変数 同志

は密接に 関係付 け られて い る と い う特性 を持 っ て い る． こ の ような特 性を記述 す る共和分

（cointegration ）とい う概念が ，　 Granger （1981）さ らには Ellgle　and 　Granger（1987）に よ っ

て紹介 され た．共和分 とは い くつ か の 変数が 共通 の和分過程に従 う性質を意味する （別の

見方 をす る と， 変数 の線型結合が 定常過程 に な る こ とを意味す る）， こ の概念の 誕生 は経済

の 時系列データ分析に とっ て 極 めて大 きな影響 を与 え ， その後 20年 くらい は経済時 系列

の 研究の 大部分 は
， 共和分分析 に 関す る こ とで あ っ た と言 っ て も過言で は ない ．そ こ で は ，

共和分の ラ ン ク の 検定 ，
さ ら に は 共和分過程 に お け る Grallgerの 因果性の 検定な ど の 統計

的推論 に 関心 が 寄せ られ，様々 な方向で の
一

般化 ・精緻化が 試み られた
1）． しか しなが ら

私の 知 る限 り，共和分過程 に つ い て の 予測 に 関す る研究 ， 特 に 共和分過 程 に お け る様々 な

予 測方法の 予測精度 に っ い て の 比較研究 は，極め て 限られ て い る
2〕．

　 そ こ で本稿で は ， 共和分過程にお ける予測に つ い て の サ
ー

ヴェ イ を行 う．特に 予測精度

の 評価 を主た る論点 とす る．共和分過程 を含 む非定常の 時系列 データの 予 測で は，定常な

時系列 の 場 合 と異な り長期 予測 は過程の 平均 に 速や かに 収束 す る こ とはない の で ，長期予

測 が重要な意味を持 つ こ に なるこ とが大 きな特徴で ある．本稿 で も長期予測 に つ い て の 特

徴 に 主眼が おかれ る
3）．特 に （1）予測 に共和分の 制約 を課 す る こ とが 予測精度 の 向上 に 有効

か 否か ，（2）ト レ ン ドが 存在 す る共和分過程 の 予測 に おい て
， どの ような意味で トレ ン ド項

が重要な働きを持つ か ，（3）共和分過程の 次元が 高 く
， 標本期間が 短 い 時に

，
共和分の ラ ン

クを求 め るに は実用的に は どの よ うに処理 すれば よ い か ， とい うような論点 を取 り上 げて

い く。

　木稿の 構成は以下の 通 りで あ る．第 2 節 に お い て
， 共和 分過 程 に お け る基本的 モ デル ，

な らび に それ に基づ く予測，そ して本稿で 用い られ る予測精度の 尺度を紹介する．第 3節

に おい て は，共和分分析に基づ く予測 に関す る こ れ まで の 主要 な研 究結果 を整理 す る．第

4 節 で は ，応用 として生命表 に基 づ く寿命 の予測 を紹 介す る。そ こ で は 高次元 の 共 和分過

1〕 こ れ らに つ い て の ，2005 年 こ ろ まで の 経済分 野 に お け る 時系列分析の 展 望 は，山本 （2006）を参 照 され た い ．

　 共 和分 分 析 に つ い て の 丁 寧 な理 論的解説 は，Johansen（1995 ）を 参照 さ れ た い．
2｝ 予 測精度の 比 較 は 行わ れ て い な い が ，非定 常過 程 に お け る予 測 量 の 特 徼 を扱 っ た重要 な論文 として Phillips

　 （1998 ）と Elliott〔2006）を あげて お く．
：1〕 近年 の 研究 に つ い て の サーヴ ェ イ は，筆者が この 数年東北大学の 千木良弘朗氏 と進め て い る研究に 基づ い て

　 い る．
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程の 予測をどの よ うに扱 うか に っ い て の 実用的試みが示 され る．第 5 節で は，ま とめ を述

べ る．

2．　 モ デル ， 予測 ， 予測精度 の基 準

　本節で は， まず共和分 モ デル ，その モ デル に基 づ く予測 ， そ して 予測精度の 基準を紹介

する．

2．1　 共和分モ デル

　最 も一般的な m 変量の 共和分モ デル は以下 の ような無限次元の ベ ク トル移動平均モ デル

（vec 七〇r　moving −average ： VMA ）モ デル と して与 え られ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　（1 − L）yt 一

μ ＋ 0 の ・t
一

μ ＋Σ　C ・E ・− i　　　　 （2・1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝0

こ こ で ，L は ラ グ ・オペ レ ータ ー，　 yt − ［Ylt， Y2t，
＿

， 〃肌 オ］
’

， μ は定数項ベ ク トル ，　 Ci．は

m × rn 係数行列で ，｛sC 。 ｝撃o は絶対和可能で ある とす る．εt は （m × 1）iid（o，
Σ）で 有限

の 4 次 モ ーメン トが 存在する攪乱項で あ る．共和分 ラ ン クは r で ある とす る．す なわち ，

βを m × r の 共和分行列 とす る と， β
’0（1）＝ 0 が 成立す る （こ れが ， ｛yt｝の 確率的部分

が 共和分制約を満たす こ との 数学的表現の
一
つ で あ る）．なお上記 の 階差モ デル に お け る定

数項 μ は ドリフ ト項 とも呼ぼれ ，モ デル を レ ベ ル で 表記する際に は線型 ト レ ン ドの 係数 ベ

ク トル となる． トレ ン ドとい う表現の 方が
一
　
−rwに な じみが あるの で ，本稿で は これ以降 ， μ

を （
一

部を除い て ）
“

トレ ン ド項
”

と呼ぶ こ とに す る．

　共和分 を持 つ データの 具体例 と して は ， 図 1 に 示 され て い る日本人男性 の 死亡 率の 対数

値 を参照され た い ． こ れ は 1947 年 か ら 2009 年 まで の ，0 歳か ら 109歳 まで に つ い て の 生

命表か らの データをプ ロ ッ トした もの で あ り，各線は各年齢 にお ける死 亡率 （対数値）の

変化を示 して い る （データは
，

Mortality　Data　Base よ り得た）． こ の 図よ り明 らか な よう

に
， 各年齢の 死亡 率は下方の トレ ン ドを持ち ， 似 た よ うな変動を して い る． この 似た よう

な変動は共和分を表わ して い る と考 え る こ とが で きる．以下の 第 4 節で は
，

こ の データの

一
部 に つ い て の 共和分分 析に基づ く予測を応用 として とりあげる．

2．2　 h 期先予測につ いて の基本的結果

　こ こ で は
， 共和分モ デル に基づ く予測 の 基本的結果 を紹介 する．T 期まで の 観測値が与

え られた と した 時，
h 期先，すなわち T ＋ h 期の ？JT＋h の モ デル は以下の ように表す こ と

がで きる．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h　 h− t　　　　　　　　　　　　　　 T 　　h

　　　　　　　 脚 厂 んμ ＋ Σ Σ咋 恥 旬 ・ ＋ ΣΣ OT − t＋ jEt　　　 （2・2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝1 ゴ

＝O　　　　　　　　　　　　 t＝1 ゴ＝1
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　 　　　　　　 図 1　 凵本人 男性 の 死亡 率 の 対 数値 （0 歳 か ら 109 歳）

こ こ で，上記の右辺の 第 2項は，時点 丁 にお い て は未知で あ る将来 の誤差 の みか ら成 り立 っ

て い る． したが っ て ， モ デル に基づ い た最適予測 また は最小 2 乗予 測は
， 上記 の モ デル よ

り第 2 項 を除い て 以下の よ うに 与 え られ る． こ の 予測 は モ デル に つ い て の 情報 を全て 用 い

て い ると い う意味で ， 以下で は これ を 「シ ス テ ム 予測 」 と呼び，1ijl　lhgと表す こ とに す る．

なお本節の 議論で は， モ デル の トレ ン ド項や係数 パ ラ メ
ーター

はす べ て既知で あ る と想定

と して い る．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 u ’　 h

　　　　　　　　　　　　鑑 だ一 んμ 寸 ＋ΣΣ CT − t＋tiet　 　 　 　 （2・3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 6＝1 フ

＝1

シス テ ム予測の予測誤差 厚覇 は，対応 して モ デル （2．2）の 右辺 の 第 2 項で 与 え られ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 it　 h − t

　　　　　　　　　　　∂舞 一

Ψ・ 11」 饗 一ΣΣ C
，
・u・＋ ・ 　 　 　 （2・4）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝1 ゴ＝e

こ の予測誤差が ，本論文で の 予測評価 の 基準 とな る．eS￥£ の 平均
’

ド方誤差 （Mean 　Squared

Error： MSE ）の トレ ース は 予測期間 h が 大 き くなる に したが っ て ， 予測期間 h のオ
ーダー

で 発散す るこ とが 知 られて い る．すな わち ，

　　　　　　　　　　t・MSE （
s^y3eT

十h）≡ t・（E （尋￥彦ε蟹
’

））− 0 （h）　 　 　 （2．5）
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こ れ は，非定常なモ デル に基づ い た 予測の
一
般 的な性質で あり，定常なモ デル か らの 予測

とは 対照的な結果で あ る （定 常の 場合 は，予測誤差 の MSE は予測期 間が長 くな る と一定

の値 に収束する こ とは良 く知 られて い る）．

　 しか しなが ら， 共和分 モ デル の係数行列 に つ い て は ， 以下の興味深い 結果が知 られて い る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T 十 h− t

　　　　　　　　　　　　　　　盤 Σ q − ・（・）， 　 　 　 　 （・・6）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 フ

＝0

こ の 性質 よ り， 長期の シ ス テ ム 予測 に つ い て は 共和分制約が 満た され る こ ととな り， 以下

が成立する （Engle　and 　Yeo （1987）参照）
4），

　　　　　　　　　　　　　認 β
’

｛’tiXhS一伽 ＋ YT ）｝一・ 　 　 　 （・・7）

上記 （2，7）の 結果 より， 非定常過程で あっ て も共和分モ デル か らの シ ス テ ム 予測の 場合は
，

β殍鷺 は定常 とな り， したが っ て β
’

尋鷺 の MSE の ト レ
ー

ス は，長期予測で も発散 しな

い こ とに なる．

　　　　　　　　　　　　鮎 ・・ MS 聯 響 ）一 砌 θ…

こ こ で
， C？は対応す る定数行列で あ る． こ の 結果 は

， 共和分制約を満 た した予測 が長期 に お

い て優れ た性質 をもた らすの で は ない か，とい う期待ある い は想像を与 えた． こ の 期待が 次

節で 明 らか に され る ように
， 初 期の 研究 に ミ ス リーデ ィ ン グな影響 を与 える こ ととな っ た．

2．3　 予測精度比較の 基準につ い て

　予測誤 差を評価 す る に あた っ て は様 々 な基準が あるが5），本論文で は最 も広 く用い られて

い る MSE 行列の トレ ース で 予測精度 を評価 す る．すなわち ， 予測法 A に基づ く予測 gg． ，

の 予測誤差 を δ
A

＝ YT＋h
一齢杭

とする と，予測誤差の MSE 行列の トレ
ー

ス は 以下で 定義

され る，

　　　　　　　　　　　　　t・ MSE （の 一 t・ （E （鑑 、嬬 ∂）

2 つ の 予測法を比較する場合は，以下の ような
“tr　MSE 比

”

で 行 う．

　　　　　　　　　　　　　　　　　t・ MSE （
AAeT

十 h）

　　　　　　　　　　　　　　　　　trMSE （aEw 、）

こ こ で
， 揚梧

は予測法 B に よる予測誤差で ある．

3．　 過去の主要な結果

　本節で は
， 共和分過程か らの 予 測 （特に長 期予 測）の 予測精度の 比較研究 に つ い て の簡

単なサーヴ ェ イを行 う．

の な お こ こ で は，トレ ン ド項 に 関 して は 必 ず し も共和分制約 は 満た さ れ て い な い と想定 して い る．す な わ ち，

　 β
’

μ ≠ 0 で ある．
5） 種 々 の 予 測基 準 に つ い て は，例 え ば，Christofferscn　and 　DiebQld （1998 ）を 参照 さ れ た い ．
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3．1　長期予測に関す る実験的結果

　こ こ で は
，

こ の 分野で の 最初の 研究で ある，Engle　and 　Yoo （1987）の 実験結果を簡単に

説明す る．彼 らは共和分モ デ ル （2．1）の 特殊例 と して，2 変量 の 簡単な VEC （vector 　error

correction ）モ デ ル を考えた．

　　　　　　　　　　　　　　 △’
YL＝ a ／X3

！

tyt＿1 ＋ m ＋ εt　　　　　　　　　　　 （3．1）

こ こ で
，

α は 2 × 1 の 調整ベ ク トル
， m は 2x1 の定数項ベ ク トル で ある．　 VEC モ デル は

，

多変量共和分の 現実的な （す なわち ， 推定可能な）モ デル で あ り， 共和分制約を満た して い

る。 この モ デル は，以下の よ うに，VAR モ デル として書 き直す こ とが で きる． こ の VAR

モ デル は
， 共和 分制約 は 満た して い ない ．

yt＝ Ayt− 1 十 m 十 ε t

こ こ で ， A ＝ J2＋ α β
ノ

で あ る．

　上 記 2 種の モ デル に つ い て ，Engle　and 　Yoo （1987）は
，　 VEC モ デル に つ い て は Engle

and 　Granger （1987）の 2段 階法 で推定 し （こ の 方法 に基づ く予測 は シ ス テム 予測 とな る），

VAR モ デル に っ い て は無制約で 推定 し， 実験的に 20 期先 まで の 予測期間に つ い て予 測精

度を比較 した．そ して ，予測期問が h，が 長 くな るに したが っ て，七rMSE 比

　　　　　　　　　　　　　　　　 trMSE （岔y’誤）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．2）
　　　　　　　　　　　　　　　　 trMSE （巨￥耳）

が， 1 を超 え て どん どん 増大 して い くこ とを確認 した． こ れ よ り， Engle　and 　Yoo （1987）

は長 期の 予測 に お い て
， 共和分制約は予測精度の 向上 に 有効で あ る， との 結論 を導 い た．

こ の 結果 は ，Lin　alld 　Tsay （1996）などの実験的結果に よ っ て も支持 された．

3．2　長期予測につ い て の理論的および実験的結果

　しか し， 上 記の 結論は Christ。ffersen　and 　Diebold（1998）に よ っ て 理論的 に 否定 され る

こ とに な る。彼 らは VEC モ デル を想定 し ，
シ ス テ ム 予測 と 1 変量 ARIMA 予測の 比較を

行 っ た．α 番 口の 系列の 1 変量 ARIMA モ デル は 以下の よ うに表す こ とが で き る （例えば，

Granger　al／d　Morris（1976）参照 ）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　（1 − L）y。 ，t
一

μ。
＋ Σθ

。，μ 。
，
t− 、 ， 　 　 　 　 （33 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝o

こ こ で，｛u 。 ，t− i｝は 系列的 に相関の ない 攪乱項で あ り，
θ

。 ，i は対応する パ ラメ
ーター

で あ

る． この モ デル に基づ く各 系列 の ん期先の 予測 は以下で 与え られ る．

　　　　・騨 一 幅 恥 ・（射 璽 ・   一

　　　　　　　　 ＿ んμ。 ＋ 〃。 ，T ＋ θ。 （L ）u 。 ，T 　（a ＿ 1
，
2

，

．．．
，
M ）　 （と書 く）
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m 系列 を以下の よ うに ま とめて ，
ベ ク トル として表 す こ とが で きる．
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　　　　　　　　　　　　　9躍
醐 一んμ 匂 ・ ＋ θ（L）・T 　 　 　 　 　 （3・4）

こ の予測 は 和分制約 は満 た して い るが ，当然の こ となが ら共 和分制約 は満た して い ない ，

　1変量 ARIMA モ デル に基づ く予測 ρタ鰯
MA の 予測誤差ベ ク トル を

　　　　　　　　　　　　　 δ縦
MA −

〃。 ．h
− 9矧

MA
　 　 　 　 　 （3・5）

として表す と， Christoffersen　 and 　 Diebold （1998）は理 論的に以下の 結果を示 した．

　命題 3．1

　　　　　　　　　　　　　議
t

課繼鍔
）

− 1 　 　 （3・・）

　こ の 結果 よ り， 彼 らは長期予測の 精度に は，和分制約が重要で あ り共和分制約 は重要で

は ない
，

とい う結論を導い た ．これ は，モ デル の パ ラメ
ーターが既知 とした場合の 理論的

結果 で あ るが ， 彼 らは実験 （パ ラメ
ー

タ
ーを推定 した場合）に おい て も同様な結果を得て

い る．た だ し，彼 らの 論文で は， トレ ン ド項 は常に 既知 として 扱 っ て お り， トレ ン ド項の

存在が 予測に与える影響は全 く考 えて い な い ．次項 で は
， その 影響に つ い て考え る．

3．3　 トレ ン ド項の 長期予測 へ の 影響

　Chigira　and 　Yamamoto （2012）は
， 長期予測にお ける ト レ ン ド項の 影響を明示 的に 議論

した．

（a ）　モ デルのパ ラメ ータ
ーが既知の 場合

　 こ こ で は ，モ デル の 確率的 な定 式化 を完全 に無 視 した以下 の よ うな，定式化を誤 っ た

（rnisspecified ）モ デル に基づ く予測，　g灘
θ3

，を考え る．ただ し こ こで は， トレ ン ド項 μ は

正確 に 把握 されて い る と想定 して い る．

　　　　　　　　　　　　　　ρ響
5 一顔 ＋ YT ＋ 町 ． ，、 　 　 　 　 　 　 （鋤

こ こ で ，VT
＋h は m × 1 の確率的ペ ク トル で ，　 T 時点で の変数 に依存 して い る可能性 は あ

るが ，重要なこ とは trE ＠T＋ hvG・＋ h）＝ 0 （1）とい う性質を持 つ こ との みが想定されて い る

こ とで あ る．Ghigira　and 　Yamamoto （2012）は以下を示 した．

　命題 3．2

　　　　　　　　　　　　　　誕
t

牒 欝
）

− 1 　 　 （3・・）

　こ れは
， 上記の 命題 3．1 よ り，

さ らに強 い 結果を意味 して い る．すなわ ち ， トレ ン ドμん

が正確に把握 され て い るか ぎ り，長期予測 に関 して は ， 和分制約 も共和分制約 も予測精度
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の 向上 に 有用で は な い こ とを示 して い る． トレ ン ドさ え正 し く予測で きて い れ ば，確率的

な部分 は
， 適 当な予 測を行 っ て も長期的に は 全 く影響が ない とい うこ とで あ る． こ れ は，

先 に紹介 した Engle　and 　Yoo （1987）な どの 実験的結果か らもた らされ た共和分制約 の有用

性 に つ い て の 推測を完全 に否定す る もの で ， Cristoffersen　and 　Diebold （1998）よ りさ らに

強 い 理 論的結論で ある
6）．

（b）　 モ デル のパ ラメーターを推定す る場合

　実際の 予測 に お い て は，モ デル の パ ラ メーターが 既知 とい う状況 は 非現実的な の で ，こ れ

らを推定す る場合 の 予 測 へ の影響 を考え る必要が あ る． こ こ で ，ある推定法 A を用い た 時

の モ デ ル （2，1）の パ ラメ ーター
μ と Ol （ぽ＝ 0．1

，
＿ ）の 推定量を ρ

A
と （閉 （，／　＝ o，

1
， ＿ ）

とす る．こ の 時，グ は μ の
一
致推定量 で Var （DA）＝ 0 （1／T）で あ る とす る．

一
方 ， 推定

量 ∂’（i − O
，
　1

，
．．．）に つ い て は必 ず しも Cf．（i ＝ O，1，．．，）の

一致推定量で あ る必要は な い

が
， 亡rMSE ［∂’− q ＝ 0 （1）で ある とする．

　 こ れ らの 推定量 を用 い た h 期先の 予測量 は，以下の よ うに 与 えられ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T 　　 tb

　　　　　　　　　　　　ρム ーん〆 寸 ＋ ΣΣ硯 、一ゴ
・i

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝1 ゴ＝1

その 予測誤差 は
， 以 Fで与 え られ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h　 h−t　　　　　　　　 T 　　h

δ缶 一 YT＋h
一

ρ缶 一 （μ
一
μ

A
ソ・ΣΣ俸 ・ ．・ ΣΣ＠ ．t・ 厂 ∂ヂート ゴ）・ t

　　　　　　　　　　　　　 
一一’1−lj −O　　　　t− l 」−1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 　　−

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Q　 　　 　 　　 　　 　 　　 　 　 R

　　　　　　　　　　　　
＝
　　P 十 （？一トR 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）

標本期間 T を与 えられた もの として ， 予測 期間 h が 大 き くな る状況に お い て は，以下の 結

果が成立 す る．

　　　　　　　　　　　E ［ppt ］　＝　MSE ［μ
A
］h2 ＝ 0 （ん

2
），

　　　　　　　　　　　珂（2（2’

］　； 　E ［RR
’

］＝ 0 （h），　　そ して

　　　　　　　　　　　E ［PR
’

］　＝　o（h）

こ の よ うに，（3．9）にお い て 右辺の 第 1 項， P ＝ （μ 一〆 め，
の MSE が

，
　 h に 関 して最 も

高い オーダー
で あ る． した が っ て 予測期間 h が大 き くな ると，予測誤 差 尋械

の MSE の

トレ ース を ん
2
で 除 した もの は，P 以外の 項は無視で きる こ とにな り，以下の よ うに与え ら

れ る．

　　　　　　　　tr　MSE （eヂ＋ h）／h2 ≡ tr（E （δ参＋，
∂f4h．））／h2　，■　MSE ［pA亅

6） 長期予測に 関 して
，
Engle　 and ’Yoo （1987 ）の よ うな ミス リーデ ィ ン グな実 験 結 果が なぜ 生 じた か に つ い て の

　 解釈 は
， Chigira　and 　Ya，　m ユ amoto （2e12 ，　p ．358）を参照 され た い ，
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ゆえに
， 以下が 成 り立っ ，

　命題 3．3　aA とμ
B を推定法 A と推定法 B に基づ くトレ ン ド項 μ の

一
致推定量 とす る．

対応 して 揚械
と e？． h をそ れ ぞれ の h 期先 予測の 予測誤差 とす る と

， 以下 が 成立 す る．

　　　　　　　　　　lim
・・ MS 昭 ・ h）

．

・・ MSE ［μ
A
］

． 定数
　　　　　　　　　　h→ oo 　trMSE （

へBeT
十 h）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tr　MSE ［PB］

　 この命題は，長期予測 で は トレ ン ド項 の 推定量の精度の みが重要で あ り，モ デル推定 の

際に共和分制約や 和分制約が満たれて い るか どうか は全 く影響が ない
， とい うこ とを意 味

して い る．また 相対的な長期予測の 精度は ， 0 に 収束 した り発散 した りせ ずに ，定数 に収

束す る こ とにな る．
一致推定量が用 い られて い る場合 に は，予測精度 に 大 きな差 は 生 じな

い こ とにな る．

3．4　短期 ・ 中期予測 （実験的結果）

　こ こ で ， 短期 とは 1 期 か ら 5 期先程度 ， 中期 とは 6期 か ら 20 期先 程度の こ とを意味 し

て い る，こ れ らの 予測 に つ い て は，長期予測の よ うな理論的結果を導 くこ とは難 しい の で，

実験的結果に依存する しか な い ．

　Chigira　and 　Yamamoto （2012）等の 最近の 実験的な結果に よ る と，短期 ・中期の 予測に

おい て は
， 共和分制約を取 り入れた モ デル （例えぼ

， VEC モ デル ）か らの 予測が
， そ うで

ない モ デル か らの 予測 よ りも優れ て い るこ とが示 されて い る．実は こ の 評価 は
，
Engle　and

Yoo （1987）等の 初期の 実験結果 とは必ず しも整合的で はない ． これ は初期の 結果 は，共和

分の モ デル へ の 取 り入れ方が Ellgle　and 　Granger （1987）の 2 段階推定法 を用 い て い る の に

対 し， 最近 の 結果 は
， Johansen（1991）に よる VEC モ デル に つ い て の 最尤法 を用 い て い る

た めだ と思 われ る．すなわち ， 初期の 実験で は モ デル 推定の 精度が 悪か っ た た め，共和分

制約を取 り入 れ たモ デル の短期 ・中期的予測 が あま り良 い 精度を示 さなか っ たた めで あ る

と考え る こ とが で きる．

3．5　本節の まとめ

　共和分過程に つ い て の 予測 に関 して
， 現時点に おけ る評価 は以下の ように ま とめ られ る．

　（1）　 長期予測 に 関 して ，パ ラメ ーターが既知 の 場合 ， トレ ン ドさえ正 し く予測で きれ

ば ， 他 の要因 （モ デル の確率的要因の 正 しい 定式化，あ る い は共和分制約な ど）は予測 の 精

度には影響 しな い こ とが理論 的に示 され て い る．（こ こ で長期 とは，理論的に は 予測期間 h

を非常に大 き く （無限大 に ）した とい う極限的 な状況の こ とで あ る． また実験的 に お い て

は，予測期間を 30 期以上先に した 状況 を想定 して い る．）

　（2）　 長期予測 に関 して
，

パ ラメ ーターを推定す る場合 ， トレ ン ド項 の推定の精度に よっ

て ， 予測の 優 劣が決定 され る こ とが 理論的 に示 さ れて い る．（や は りモ デル の 確率的要因の
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正 しい 定式化 ，共和分制約な どは影響が ない ．）以上の 2 つ の 結果は，実験 に よっ て も検証

されて い る．

　（3）　短期予 測お よび中期予測 に関 して は ， 近年の 実験 に基づ く結果に よ る と， 共和分制

約等の 制約 を取 り込ん だ正 しい 定式化 に 基づ くモ デル が ， よ り優れて た 予測精度を もた ら

す こ とが示 されて い る．

4．　 共和分分析に基づ く予測の 応用

　本節で は
， 現在進行 中で あ る千 木良 ・山本 （2013）の 研究の

一
部を紹介 して

7｝
， 共和分分

析に基づ く予測 の 有用 性な らびに課題 を明 らか に す る．

4，1　 生命表に基づ く死亡率モ デル

　 こ こ で は
， 人口 統計学の 分野で 用い られて い る生命表に基づ く寿命の 予測に対する応用

を考え る．具体的に は ，先 に図 1 で 示 した よ うな生命表の データに つ い て の予 測を考えて

い る．同図か ら読 み取 れ る ように
， 各年 齢で の 対数死亡 率 は 右下 が りの トレ ン ドを持 ち ，

その 変動はか な り似通 っ て お り，共和分過 程を想定す る こ とは適当 と考え られ る． また寿

命の 予測は，年金や社会保障政策の観点か ら長期の 予測が 重要な問題 となっ て い る
8）．

　時系列 データが トレ ン ドを持ち ，
か つ 長期 の 予測が 重要 とい う意味で ，生命表に基づ く寿

命の 予測 は前節で 議論 した共和分 モ デル か らの 予 測の 重要なポイ ン トが 含 まれ て お り， 格

好 の分析対象 とな っ て い る．な お Bell（1997）や Darkiewicz　and 　Hocdemakers （2004）等

も共和分 モ デル が 生命表の 記述に適切 で あろ うとの 指摘を して い る
9〕．こ こ で は，まず高次

元の 共和分過程に お ける予測を行 うため の 実際的な方法を紹介 し
，

そ の 後 に生命表に基づ

くの 予測の ベ ン チ ・マ
ー

ク として 知 られ て い る Lee　and 　Carter（1992）法 との 比較を行 う．

　共 和分モ デ ル と し て は，基本的に モ デル （1）を 考え るわ けで あ るが ， 生命表にお ける t

年の α 歳の 人 の 死亡 率を w
。t　（α ＝ 1

，
2，＿ ，

m ，　t − 1
，
2

，
＿

，
T）とす る と， 実際 の分析 の際

に は その 対数 を と り，

’
Yat ； 　log（Wa ，t）に つ い て 考 え る こ と に な る．

η 千木良弘朗氏 に は，進行中の 共同研究の
一
部を こ こ で 取 り上げる こ とを許可 して い ただい た こ とに 対して，深

　 く感 謝す る．千 木良 ・山本 （2013〕で は ，本 稿 の 以 Fで 取 り上 げる Le。　and 　Carter（1992）法 を時系列理論の

　 枠組 みの 中で 厳密 に 評価 し，代替案 と して 以下で 紹介す る MTv 法 とその 修 正 案 を各種提 案 し，予測 精度の

　 比較 を行 っ て い る．

8〕 生命 表 に基 づ く統計 分 析の サーヴ ェ イ な らびに リス クの 評価 に つ い て は，例 えば，木暮 ・長谷 川 〔2008）を参

　 照 さ れ た い ．

9） 実際 Arl七 et α1．（2010）や Carter（2010）で は属 性 の 異 な る （例 え ば，男性 と 女性の ）死亡 率デ
ー

タ に 共 和

　 分を 想定 し予測の 向 上 を図 っ て い る，しか し，こ こ で 紹介 す る よ うな 高次元の 本格的な共和分過程を扱っ て

　 い るわ けで は な い ．
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4．2MTV 法

　こ こ で は
， 生命表に基づ くモ デル を考えるので ， π ｝がか な り大き い 高次元の モ デル を考える

こ とに なるの で
， 通常の VEC モ デル の 推定を考える こ とは，標本数に 比 して推定すべ き パ ラ

メーターの 数が大 き過ぎて不可能な場合もある．そ こで 以下で説明す る MTV （multivariate

time　series 　variance 　component ） 法の 適用 を考え る．　 MTV 法 は もと もと Kariya （1987）

に よ り提案され た方法で あるが
，

こ こで 説明 する方法 は Chigira　and 　YamamtQ （2009）が

共和分過程 に対応す るよ うに修正 した もので あ る．

　 それ は以下 の ス テ ッ プか ら成 り立 っ て い る．

  　まずデ
ータか ら定数項 と線型 トレ ン ドを除 く．

払 ＝ yt一
タ
ー

μt，， 。d　t

こ こ で タ と μt，。。d は OLS 推定値で ある．

（ii）　 ｛翫｝に 対 して特異値分 解を行い
， 固有ベ ク トル を以下の 2 グル ープに分割 す る．

β
（隅

．
り

一 ［b1　　．．．　　bm − r］B
ω

一 ［b＿ 。 ＋1 … うm ］

こ こで bユ ，
＿

，
bm は ， 固有値 π 1 ≧ … ≧ π

” 、
に対応 す る固有ベ ク トル で あ り， 主成分 に つ

い て 以下の 分割が可能 とな る．

　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　Blm＿r ）9t　RS　1（1）　 非定常な主成分
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．1）

　　　　　　　　　　　　B （r ）翫 Fe　1（0）　　　定常な主成分

こ の ように非定常な主成分 と定常な主成分 に分 け る こ とは，共和分の ラ ン クの 推定 を意味

す る．具体的な方法は
， 以下の 4．4 項を 参照された い ．

（iii）　第 1番目か ら （m
− r）番 目の主成分 B （m − r ）動 ＋h につ い て は，それぞれ ARIMA （p ，

1
，q）

モ デル を当て はめ て予測 を行 い
， その 予測 を B（m −

。汐丁 ＋h
とす る．

一方 ， 第 （m − r ＋ 1）番

目か ら m 番 日の 主成分 β1。）加 ＋ h．に つ い て は
， それぞれ ARMA （p ，q）モ デル を 当て は め て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −

予測 を行 い ，その 予測 を B（r ）YT＋h
とす る．

（iv）　上の 結果 に左か ら ［B 〔m
＿r ），

B
（。〕］を掛けて ， 加 植

に つ い て の 予測値を得 る．

（v）　最終的 に
， 定数項 と トレ ン ド項 を足 して ， YT ＋h つ い て の 予測値 を得 る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　

購   一（T ＋ h）μ・・e ・d ＋
Rt

・＋ B
（m

−
・ ）
B（m − rPT

． h
＋ B

（・〕Blr）ら．h
（4。2）

　MTV 法 の 長所は 以下の 2 点で あ る．（1）推定す べ きパ ラメーターの 数が ，モ デル の 次元

m に従 っ て 0 （m ）の オーダ
ー

で しか 増えない ． （通常の VEC モ デル の 場合は パ ラメータ
ー

数が 0 （m2 ）の オ ーダーで 増える． したが っ て ， 標本期間 T が 短い 時は
， 推定量の 精度が 著
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し く悪 くな る． また 場合 に よっ て は，自由度の 関係で 推定が不可能 とな る．） （2）MTV 法

に よ る予測 は，共和分制約 を満 た して い る．

　MTV 法 の 短所 は ， 以下の 点で ある．（1）以 ドで 説 明す る Lce−Carter法 に比べ る と，か

な り複雑で ある．（2）予測 の 信頼 区間 を求め る こ とは容易で は な い ．

4．3　 Lee −Carter 法

　Lee　and 　Carter（1992）（LC ）法は ，生命表に基づ く死 亡率の予測 に関 して は ベ ン チ ・
マ

ー

ク と見な され て ， 広 く用い られ て い る代表的な方法で あ る．

　こ の 方法 は以下 の ス テ ッ プか ら成 り立 っ て い る．

（i）　 データを平均周 りの 偏差 に加工 す る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
’
yt＝

腕
一y

こ こ で
， ：a　一　£ 7＝，

　yt！T で あ る．

（ii）　｛ilt｝に 特異値分解を行 い
， 第 1番 目の 固有ベ ク トル を fiとする．第 1 主成分を ｛Xlt ｝

とす る，

　　　　　　　　　　　　　 Xu ・＝fl・9，　　（t ＝ 1
，
2，．．，，

T）

MTV 法 とは異 な り， ｛1ilオ｝に は トレ ン ドが 残 っ て い る こ とが 特徴で あ る． したが っ て ｛靴 ｝

に も トレ ン ドが 残 っ て い る．

（iii）　 ｛x
’
lt｝に 対 して ， ドリフ ト付き の ラ ン ダム ウォ

ー
ク ・モ デル を想定 す る．

　　　　　　　　　　　　　　　・T 　lt ＝ α 十 Xl ，t− 1 十 Ut 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．3）

第 1主成分が，こ の ような ドリフ ト付 きラ ン ダム ウォ
ー

ク ・モ デル に従 うと い うこ とが
，
Lee

and 　Carter（1992）が生命表データに つ い て想定 したデータ発生 メカ ニ ズム （data　generation

process： DGP ）で あ る．

（iv）　 ドリ フ ト項は
， ｛Mlt ＝ ノ働 ｝の 階差平均で 推定す る．

　　　　　　　　　　　　 1　　
7
’
　　　　　 1　　

T

（v ）

　　　　　　・ −

T − 1 Σ
△ ・ lr

匹 、Σπ△雪・ 訓 △IY
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝2　　 　　 　　 　　　 　　 　t＝2

Xlt の ん期先 の 予測 は
， 以下で与 えられ る．

命1，T ＋ ん
＝ ＆ん 十 Xl ，T ＝ ∫1△yh 十 ノ19T

（vi ）　 tJtの h 期先予測は，上記 に第 1固有ベ ク トル fiを掛けて ベ ク トル に戻 し，さ らに
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平均を足 して 以下の よ うに求 め る．

L^CYT
＋h 　

＝ ノ1飢 τ 杭 ＋ す

∫1（ah ＋ Xl ，τ）＋ 歹

∫1げ1△’
yh ＋ f−igi・）＋ y

∫1∫両 ん＋ ’Yタ
σ

こ こ で ， 竚
σ ＝ゐ！1加 ＋ 歹は，LC 法の 予測の 出発値で あ る． （これが ， 時系列分析に も と

つ く出発値 Yt　T と異な る こ とが ， 以下で説明するよ うに こ の 方法の 大 きな問題点で ある．）

　LC 法の 長期予測の特徴 は，漸近 的に以下の よ うに与え られ る （千木 良 ・山本 （2013，命

題 2）参勵 ．

労乳　一　ノ1／1△yh ＋ 齢
σ

　　　・・ μん＋ yタ
σ

こ こ で
，

tL7tS ”

は T が大 きい ときの 漸近的 な成立 を意味する．すなわ ち ， ノ1∫｛五歹は ト レ

ン ド項 μ の
一

致推定量 とな っ て い る． したが っ て ， 前節 の結果 よ り，長期予測 に関 して は

それ な りの 精度を持つ と期待 され る．

　LC 法の 長所 は
， 以下 の 4点 で あ る．（1）ト レ ン ド項 μ に っ い て は

一
致推定量 を与 えて い

る．ゆえに， 長期予 測 に つ い て は ある程度の 望 ま しい 性質を持 っ て い る．（2）非常に 簡単

な方法で あ る．す なわち ， 推定す るパ ラメ
ーター

は，第 1主成分の ラ ン ダム ウォ
ー

ク ・モ

デ ル （4．3）の ドリフ ト （ト レ ン ド）項の みで あ り， 上記の ス テ ッ プ （iv）の よ うに 階差デ
ー

タの平均 として簡単 に 求め られ る。（3）も し第 1主成分の ラ ン ダム ウォ
ー

ク ・モ デル （4，3）

が 正 しい とす る と （こ の 想定 に つ い て は
， 時系列分析の 立場か らは疑 問が残 るが），予測の

信頼 区間 を簡単 に 求 め る こ とがで きる．

　LC 法 は第 1 主成 分 しか 用 い て い な い の で
，

か な りの 情報 ロ ス が生 じて い る こ とは 自明

で ある （Girosi　and 　King （2007）参照）．結果 として LC 法の 短所は
， 以下の よ うに ま とめ

られ る。 （1）予測の 出発値 孫
σ が

， 時系列分析が 示唆す る出発値 tJT か らズ レ て い る．さ

らに
， 標本期間 T が 増大す る と共に，出発値 の ズ レが増大 し，短期予測の 精度の 悪化 を招

くこ とに な る．通常の場合 は ， 標本期間が 増大す る と，推定 ・予測 の精度 は向上す るが，こ

れ は 1、G 法固有の 極めて特殊な弱点 で あ る。 （2）トレ ン ド項の 推定量は
，

一
致性を持つ が ，

必ず しも効率的で はな い （千木良 ・山本 （2013 ， 命題 3参照 ）．（3）予測は共和分制約を満

た さない ．（こ れ は
， LC 法 は，データ 厩 ｝か ら トレ ン ドを除かずに主成分分析を行 っ て

い るた め に，第 1 主成分 は トレ ン ドを取 り出す こ とに な っ て い るた め で あ る．）
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4 ．4　 Monte 　Carlo 実験

（a ）　実験の 概要

　以下の よ うな VEG （Vector　Error　Correction）モ デル を DGP （data　gellerating　proccss）

と考え る．

　　　　　　　　　　 △yt ＝ α β
！

写‘
一⊥ 十 μ 十 εt ，

εt 〜 N ∫D （07J．m ）　　　　　　　　　　　（4．4）

こ こ で ，α と βは 伽 × r）行列 ， μ は （m × ユ）ベ ク トル で ある．モ デル の次 元 は ， m ＝

30，真の 共和分 ラ ン クは
， r ＝ 27， 標本の 大き さ は，　 T ＝ 50，200，予測 期間 は

，
　 h ＝

1
，
2

，
＿

，
5

，
10

，
20

，
30

，
40

，
50， 実験 の 繰 り返 し回数は 5000 とす る

lo）．

（b）　共和分ラン クの 推定方法

　MTV 法 を進 めるに あた っ ては，その ス テ ッ プ （ii）の （4．1）に ある ように ，標本平均 と トレ

ン ドを除い た データ 擁 か ら計算され た 主成分に っ い て ， 第 1〜第 ’
rrt− r 主成分が 1（1）とな

り， 第 rn − ・r ＋ 1 〜第 mt ．成分が 」（0）とな るよ うに分 ける必要が あ る． と ころが ，通常用

い られ て い る Johansen （1991）の 共和分 ラ ン クの 検定法 は，共和分過程の 次元が Trb ＝ 10 ま

で で あ り，
こ こ で 考 え て い る よ うな高次元 の 過程に は 適用 で きな い ．そ こ で

，
Chigira　and

Yamamoto （2009）が提案 した各主成分 に逐次的に検定 を行 うとい う実用的 な方法 を適用 す

る， この 方法 を用 い れ ば ， 高い 次元 の 過 程に つ い て も共和分ラ ン クの 推定が 可能 となる．

　具体的 に は ， Kwiatkowski　et α1．（KPSS ）〔1992）の 定常性 の検定 を主成分 ｛bl廐｝（i ＝

1
，
2

，
．＿

，
m ）に逐次的に適用 して 共和分ラ ン クを推定する

ll）．実際 に は Kur。 zumi 　and 　Tallaka

（2010）の 改良版の 検定法を用 い る．すなわ ち ， 各主成分 b｛恥 ＿
， 殤飢 に対 し て ，以下の

よ うに定常性検定 を逐次 的に 適用 す る．

（ス テ ッ プ 1）　 第 1 主成分 b歓 に対 して

Hu ： b19tが 1（0）vs ．　H1 ： わ1班が f（1）⇔ Ho ： T
・＝ mvs ．　H1 ： r ≦ m − 1

なる定常性検定 を行 い
， Ho を採択 した ら r ＝ rn として逐次プ ロ セ ス を終了する．　 Ho を棄

却 した らス テ ッ プ 2 に進む ．

（ス テ ッ プ 2）　 第 2 主成分 う観 に 対 して

H 〔〕 ：　b自tl，カ91「（0）vs ．　Hl ：　b自蛍オカ
1
’
1（1）⇔ Hu ：　r ＝ m − 1vs ．正ll ： r ≦ Tr占一2

な る定常性検定 を行 い ，Ho を採択 した ら r ＝ 7
’
rt　一　1 と して 逐次プ ロ セ ス を終了す る．　 H 〔1

を棄却 した らス テ ッ プ 3 に 進 む．

1（〕） 千木良
・山本 （2013〕で は，m ；3，　 r ＝2 とい う小 さ なモ デ ル の 場 合 に つ い て の 実験 も行 われ て い る．

11） 共和分分析に MTV 法 を最 初に 導入 した Chigira　and 　Yamainoto （2009）で は。定常性の 検定 で は な く，Phi］！ips

　 and 　Perron （1988）の 単位 根 検定を 逐次的 に適 用 して い る．
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（ス テ ッ プ m − 1）　 第 m − 1 主成分 bin− 1tjt に対 して

　　　 正fo ： b翫一1夐tカ
st∫（0）v ・、H 、 ・ 臨一1t；tが J（1）＜＝＞ ffo： r ＝ 2vs ．　H1 ： r ≦ 1

な る定常性検定を行い ，Ho を採択 した ら r ＝ 2 と して逐次プ ロ セ ス を終了す る．　 Hu を棄

却 した ら ス テ ッ プ m に進 む．

（ス テ ッ プ m ）　 第 m 主成分 臨ρ士 に対 して

　　　　 U 。 ・ b協 が 1（0）vs ．　HI　I　 6短廐が 1（1）⇔ Ho ： r ＝ 1vs ，　Hl ： r ＝ 0

な る定常性検定を行い ，Ho を採択 した ら r ＝ 1 とす る．　 Ho を棄却 した ら r ＝ 0 とす る．

　以上の ようなプ ロ セ ス で 求め られた共和分 ラ ン クを F と表 す． 実 際に どの ような共和分

ラ ン クが選 ばれたか に つ い て ， その分布 は表 1 に示 されて い る．

表 1　 求め られ た 共和分 ラ ン ク （f）の 分布

（真 の ラ ン ク r ＝27）

（a ）　nt制約

T 》 2627282930

501 、624 ，548 ．713 ．112 ．1

100257 ．335 ．22 ．72 ．8

2000 ．989 、59 ，10 ．50

500 α 893 ，85 ．20 ．20

〔b）制約付 き （r ≦ 29）

7 》 262728293D

502 ，530 ．353 、413 ．80

1002 ．159 、1362 ．80

200D989 ．59 ユ 0．50

5000 ．893 ．8520 ．20

　 こ の 表よ り，標本の 大 きさ T が 小 さ い 時 は，推定 され る共和分ラ ン ク F は真の ラ ン ク 27

よ り高 くな りが ちで あ るが，T が大 き くなる に したが っ て ，　 F の分布 は真 の ラ ン クに収 束

して い く様子 を見 るこ とが で きる．

　なお こ こ で用 い られ て い る定常性の 検定は 1 変量時系列に対 して 開発 され た もの で，多

変量 時系列 か ら求め られた主成 分に適用す る こ とは必ず しも正 当化され て い るわ けで はな

い こ とに留意す る必要が あ る． しか しなが ら，現状 にお い て 漸近的に正 しい 方法 として 提

案 されて い る Breitung（2002）の ノ ン パ ラメ トリッ ク法は，その 小標本特性が 上記の 方法

に比べ て著 し く劣 る こ とが 明 らか とな っ た 12）．そ こ で， こ こ で は小標本で の よ い 特性 を持

つ 簡便 で実用 的な方法 として 上記の逐 次的方法 を採用 して い る． こ の主成分 に基づ く共 和

分 ラン クの 推定 に つ い て
， 漸近理論的 に 正当性が あ りか つ 小標本特性 に 優 れた方法 をみ つ

ける こ とは 今後の 重要な課題で ある．

12） 詳 し くは，千木良 ・山本 （2013）の付録 B を 参照 され た い ，
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表 2　　］｝ace 　MSE 比

T ＝50

ん 1 23451 〔｝ 20304050

rati ・ （MTV ） 1、040 ．99 〔〕，96 〔1、96 〔L960 ．981 ．oo1 ，021 ．｛〕41 ．05

rati ・ （Lc 〕 1．．821321 ，161 、11LO71 ．031 、0⊥ 1．011 ．Ol1 ．〔〕ユ

T ＝200

ん 1 234 51020304050

ra しio（MTV ） 0、920 ．880 、860 、860 、870920 、960 ．991 ．OO1 ．Ol

ra．tio （LC ） 4，152 ．592 ．081 ．861 ．70 ！．411 ．241 ，17L ユ41 ．12

（c ）　 実験結果

　こ こ で は，3種の予測法 を比較す る．すなわち ，
MTV 法 ，

　 LC 法 ，
お よび個別の ARIMA

法 で あ る．具体的 に は
， 以 ドの trace　MSE 比 を比較の 対象 とす る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t・ MSE （9タ9P　　　　　　　　　　　　t・ MSE ω嚮
！

）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ratio （LC ）；　　　　 ratio （MTV ）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　亡rMSE ω罫彰｛
MA

）　　　　　　　　　　　 trMSE （重券彰｛
MA

プ

個別 ARIMA モ デル に基づ く予測が ， 最 も簡単な予測法 として 比較の 基準となる． もし上

記 の比が 1 よ り小 さい 時 （大 きい 時）は
， 分 子の 予測 が個別 ARIMA 法よ り精度が 良い （悪

い ）こ とに な る．

　 こ の 表よ り，T 二 50 の 場合，　MTV 法 の 予測精度 は，全 般的に 個別 ARIMA 法 と殆 ど同等

で ある こ とが分か る．
一方，LC 法の予 測は，短期 お よび中期予測 に おい て ， 個別 ARJMA

法 に 劣 る．T ＝ 200 の 場合 は
，
　 MTV 法 の 予測精度は

，
短期お よび中期予測 に お い て ，個別

ARIMA 法よ り優れ て い る．
一

方，　 LC 法の 予測は，短期お よび中期予測 に お い て ，　 V
’＝ 50

の 場合に比 べ て個別 ARIMA 法 よ りさ らに悪 くな っ て い る． こ れ は LC 法の 短所 （1）に お

い て 述べ た ように ，出発値の ずれ が T と共に増大 す るた め の 結果で ある と思 われ る．

　長期の 予測に つ い て は，い ずれ の方法の場合も tr　MSE 比 は 1 に収束 して い る． こ れ は

い ずれの 方法 も トレ ン ド項の 推定量 は
一
致 性を持つ ので ， 命題 33 が示す よ うに 長期予測

に は大 きな差 がで ない ため と考 え られ る．

　結論 として は ， 短期 お よび中期 予測 に おい て
，

MTV 法 は LC 法 よ り明 白に優れ て い る

が
， 長期予測に お い て は 2 つ の 方法 は ほぼ同等で あ る こ とが分か っ た．

4．5　 死亡率データへ の応用

　こ こ で は，口本人 とス エ
ーデ ン の 男性の 死亡率 データ （生命表）へ の 応用 を取 り上 げる．

（a ）　 日本人男性の場合

　目本人男性の死亡率 （対数値 ）は ， すで に図 1 で示 され て い るが ，こ こ で は その
一

部に つ

い て分析 を行 う．すなわち 30歳か ら 59 歳まで の データを対象 とす る。す なわち ， 時系列
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表 3　 TL’ace 　MSE 比 （日本男性，30 歳 〜59 歳）

m ＝30
，
弁＝27

ん 1234 5

ratio （MTV ） 1．04D ．740 ．730 ．50025

ratio （LC ＞ 3．394 ．084 ．833 ．273 刀0

過程の 次元は m ＝ 30 で あ る．推定の 標本期間 は 1947 年か ら 2004年まで で あ り（T ＝ 58），

予測期間は 2005 年か ら 2009 年 まで の 5期間で ある
13）．

　こ の データに基づ く結果 は表 3 に示 されて い る．共和分 ラン クは F ； 27 とかな り高か っ

た． こ こで は標本の 大き さ の 制約か ら， 予測精度の 比較は短期の 予測 に 限定 され て い る．

結果は以下の よ うに まとめ られ る。 （1）MTV 法 は
， 第 1期を除い て ，

　 ARIMA 法 よ り顕著

に 良い ．（2）LC 法は ARIMA 法よ り極 め て 悪 い （trace　MSE 比が 3 を超 えて い る）． （3）

結果 として ， 短期の 予測期 間に お い て ，MTV 法 は LC 法 よ りは るか に良い （前項の 実験が

示唆す るよ りも改善の 効果 は大で ある），

（b ）　スエ ーデ ン 男性の場合

　次 に，最 も長期の データが 利用可能なス エ
ーデ ン を対象 とす る． データはや は りHuman

Mortality　Databaseよ り得た． こ れ らの データ （O歳か ら 109歳）は
， 図 2 に示 されて い る．

日本 人男性の 場合 と同様 に
，

こ こ で の 分析は ，30 歳か ら 59 歳ま で を対象 とす る （m ＝ 　 30）．

標本期間は， 1751 年か ら 1960 年 まで とし （T ＝210），予測期 間 は 1961年か ら 2010 年ま

で とす る （具体的 に は， h ＝ 1
，
2

，
．，，

，
10

，
20

，
30

，
40

，
50 とす る）

14）．

　予 測精度の 比較結果 は
， 表 4 に 与 え られて い る （この表の見方は，表 3 と同様で ある）．

共和分 ラン クは e ＝ 26で あ り， 日本の 場合 と同様に か な り高か っ た ． こ の 表か らは
， 日本

の 場合 と同じ く，概ね MTV 法が LC 法 よ り予測精 度が高い こ とが解 るが，そ の 優位性は

表 4 　Trace　MSE 比 （ス エ
ー

デ ン 男性，30歳 〜 59 歳）

（m ＝30，f＝26）
ん 123451020304050

・atig （M
「FV） 0．791 ．071 ．001 ．170 ．941 ．171 ．110 ．880980 ，97

ratio （LC ） 2．803 ．342 ．653 ．542 ．262 ．811 ．992 ．130 ，900 ．80

13） 千 木良 ・山本 （2013）で は，他の 年齢層 の 分析 （すなわ ち，0 歳か ら 110＋ 歳 の データ，0 歳 か ら 29 歳 の デー

　 タ，60 歳 か ら ／10＋歳の デ
ー

タ），さ らに 全年齢 を 5 歳 ご とに グル ープ化 した デー
タ に つ い て の 分 析 も行 わ れ

　 て い る．また女性の デ
ー

タに っ い て も分析が 行わ れ て い る．
14） 千木良 ・山本 （2013 ）に お い て は，口本の データの 場合 と同様 に，こ こ で 取り上げた 場 合以 外の，様々 な デー

　 タセ ッ トに 対 して の 分 析が行 われ て い る．
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　　　　 図 2　 ス エ
ーデ ン 男性の 死 亡 率 の 対数 〔D 歳 か ら 109歳）

日本の 場合 よ り低 い ，こ の 理由 として は図 2 よ りうか が え るよ うに，1900 年頃を 境に トレ

ン ドの 傾きに 構造変化が疑われ るこ と
， 第 1次 ・第 2 次世界大戦で 死亡率が大 き く上 が る

と い う外れ値が ある こ とが 考え られ る
15〕．こ れ を全期間共通 の線型 トレ ン ドで記述 して い

る現在の 方法 に は限界が あ る と思 われ る．また
，

Hllman 　Mortality　Database で 述 べ られ

て い るよ うに，ス ウ ェ
ー

デン は 1751 年 〜 1860 年の データの質 が悪 く， それが 影響 して い

る可能性 もあ る．LC 法に基づ く予測は短期予測 で は精度 がか な り悪い が ， 長期予 測で は

精度が 明白に 向上 して い る．

5．　 まとめ

　本稿で は ， 共和分分析に基づ く予測 に つ い て の 考察 を行 っ た ．まずは ， そ の 特徴 に 関す

る理論的 ・実験 的研究に つ い て の サ ーヴ ェ イ を行 っ た．共 和分過程 に つ い て の 予測 に お い

て は長 期予測の 性質か 大 きな焦点 とな るが ，共和分制約がその予測精 度の 向上 に貢献す る

か否かが重要 な論点 とな っ て きた ．長期予測 に お い て は
， 当初 の 期待 （な ら びに実験結果）

15） 本稿の 予測法 は い ずれ もトレ ン ドに構造 変化が 無 い こ とが 前提 とな っ て い る．ま た，今回の 分析で は 両世界

　 大 戦 時 の データ に 何 も処置をせ ずそ の ま ま使っ て い る．
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に反 して ， 近年の研究で は共和分制約 は予測精度に貢献 しな い とい うこ とが 明 らか にな っ

た．また トレ ン ドを持っ 共和分過程に お い て は， ト レ ン ド項の正確な扱い ，あ る い は トレ

ン ド項の 精度の 高い 推定が 長期予測に と っ て最 も重要で ある こ とが 明 らか にな っ た．短期

な らびに 中期 の 予測 に つ い て は
， 実験的結果で あるが ， 長期の 場合 と異な り， 共和分制約

が 予測精度の 向上 に有用で あ る こ とが 明 らかに な っ た．

　次 に応用例 として は ， 生命表 に基づ く寿命 の予測 を紹介 した．こ こ で は，共和分分析に

基づ くMTV 法 に よる予測が
， 寿命の 予測 として の 標準的 に用 い られて い る Lee−Carter法

よ り予測精度が か な り優れて い る こ とが 明 らか に された． しか し，MTV 法 に も改善すべ

き重要な課題が残 されて い る．第 1 は ， 高次元の 共和分過程に お け る共和分 ラ ン クの 推定

に つ い て の よ り進 んだ方法 （漸近理論的 に 正 しく， か つ 小標 本特性 の 優れ た方法 ）の 開発

で あ る．第 2 は ， トレ ン ドの扱 い で ある．ス エ ーデ ン の 例 で も明 らか に された よ うに，長

期の データが 利用可能な場合に は ト レ ン ドに構造変化が 生 じ て い る可能性 も高 く，全 期間

共通の 線型 ト レ ン ドを想 定するの は無理 な場合 もあ り，構造変化を織 り込 んだ トレ ン ドを

取 り入れ る必要が ある．
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