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確率微分方程式 の統計的モ デ リ ン グ

内田　雅之
＊

Statistical　Modeling　for　Stochastic　Differential　Equations

Masayuki　Uchida＊

　高頻度デ
ータに 基づ く確率微分方程式モ デル の モ デル 選択お よびパ ラメ

ー
タの適応的推定法 に

つ い て 述べ る。具体的に は，エ ル ゴ ード的拡散過 程 の モ デル 選 択の た め の 赤 池 型情報量 規準を構

成 し， そ の 数 学 的正 当性 を考 察す る，さ らに 情報 量規準 を一
般化す る た め に，弱い 条件の 下 で 漸

近 正 規 「生及 び モ ーメ ン ト収 束 性 を有す る 推定量 を導出 し，そ の 漸近 的性質を検証す る，

　We 　de副 with 　 model 　 selection 　problem 　 and 　 adaptive 　estimation 　of　s七〇chas 七ic　differential
equation 　based　QIユ higll　frequency　data．　Akaikc　type　information　criterion 　for　ergodic 　diff

’
usion

processes　is　proposed　and 　its　mathematical 　 va ユidity　is　 c   nsidered ．　 Furthermore，　in　 ordcr 　tQ

generalize　our 　information 　criterion 　under 　a 　weak 　condition ，　we 　obtain 　adaptive 　es ヒirrtaters　for

both　drift　and 　volatility 　parameter5 　with 　asymptotic 　norma ユity　and 　momeIl しconvergenee
，
　and

their　asymptotic 　proper 七ies　are 　investigatcd ．
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ード： 拡 散過 程，モ デ ル 選 択，情報 量規準，適応 的推定，高頻度デ

ー
タ

1．　 は じめ に

　確率過程は 時間 とともに ラ ン ダム に 変化する現象を 記述す るた め の 数学モ デ ル で あ り，

金融 保 険数 理 ， 生物学 ， 物理学 ，
工 学な ど様々 な分野に広 く応用 されて い る． こ の よ う

な ラン ダム な現象を解析す る際に は，未知パ ラメータの統計推測が必要 とな る場合が あ る。

特 に
， 金 融データな どに代表 され る高頻度デー

タ の 入 手が 容易 とな り， 連続時間確率過程

の 統計推測 が益 々 重要 にな っ て きて い る．本論文で は連続時間確率過程の主要な ク ラ ス で

ある確率微分方程式を統計モ デル と仮 定 して ， そ こか ら得 られ る高頻度データに基 づ くモ

デル 選択の ため の 情報量規準の 構成お よびパ ラメ
ー

タ の 適応型推定法 を紹介 す る．

　次 の確率微分方程式で 定義され る d次元拡散過程を考え る．

dX ・
＝ ・（−X ・ ，

θ2）dt＋ cb （X 、，
θ1）dWt，

　 E ∈ （0 ，
1】，

　 t∈ ［0，T ］，　 X 。
− Xo ． （1．1）
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こ こ で
，

？v は r 次元標準ウイ ナ
ー過程 ， α ：Rd × θ2 → Rd

，
　b ：Rd 　x θ1 → Rd 　8 　R 「

と し，

θ ＝ 〔θ1， θ2）∈ θ1x θ2
＝θ で ， θ 1 とθ2 は RPL と R9 ’

の 部分集合 とする．θ1 をボ ラテ ィ

リテ ィ パ ラ メ
ータ，θ2 を ドリフ トパ ラ メータ とよぶ ．統計モ デル が連続時間確率過程の場

合，次の 2 種類の データが考 えられ る．（i）連続観測データ XT ＝｛Xt ；t ∈ ［0 ，
Tl｝， （ii）離

散観測 データ X
。．　＝ ｛Xt ：

・
；i ＝ 0，　L ＿

，
n ｝，ただ し，際

＝論
。 ， 揖

； T
， 煽 は刻み幅で ，’

rt

はデータ数で ある．離散観測データに基づ くパ ラメ
ータ推定 に 関す る基本的な結果は次の

通 りで あ る．

　（1）観測区間 T が固定で，刻 み幅 h
，、
が小 さい場 合 〔T が 固定で ，h．n → o）．（i）∈ ＝ 1の統

計モ デル （1．1）で，Genon −Catalot　and 　Jacod （1993）が θ1 に対する漸近混合正規性を もつ

最尤型推定量 を導出した．Gobct （2001）は 尤 度の 局 所漸近混合正規性 （LAMN ）を証明 し

た．Uchida　and 　Yoshida （2013a ）は最尤型推定量 とベ イズ型 推定 量の 漸近混合正規性及び

モ ーメ ン ト収束 を示 した．（ii）∈ → 0 の とき （微小拡散過程 の場合），　 Sのrensen 　and 　Uchida

（2003）は hn と f の バ ラ ン ス 条件
ccV ］II／⊂ が 有界

”

の 下で ，θ⊥ と θ2 の 最尤型推定量 を導 出

した．Uchida （2008）はバ ラン ス 条件を仮定せ ず，近似 マ ル チ ン ゲール 推定関数を用 い て θ2

の 漸近 有効推定量 を求め た ．Gloter　and 　S¢ rensen （2009）は
‘c
あ る 1 ＞ 0 が 存在 して 磽／E

が 有界
”

と い うバ ラ ン ス 条件 の 下 で ， θ1 とθ2 の 最尤型推定量を導出 した ．

　（II）観測 区間 T が 大 き く，刻 み 幅 hn が固定 の 場合 （T → co で hn ＝△ が 固定）．　Bibby

and 　Sptrensen（1995）が マ ル チ ン ゲール 推定関数を導入 して，　 E ＝ 1 の統計モ デル （1．1）で
，

エ ル ゴ ー ド性の 下，θ1 と θ2 の M 推 定量 を提案 して ， その 漸近 止規性を示 した．

　（III）観 測区間 T が 大 き く，刻み 幅 煽 が小 さい 場合 （T → Oc で h．n → （））．　E ＝ 1 で エ ル

ゴ ー ド性を もつ 統計モ デル （1，／）に つ い て
，
Yoshida （1992）が θ1 と θ2 の 適応 的最尤型推定

量 を提案 し，
バ ラ ン ス 条件 n硯 → 0 の ド，漸近正規性 お よび漸近有効性 を示 した．Kessler

（1995，
1997）は

，

一
般の バ ラ ン ス 条件 π 槻 → 0 （p は 2以上の 整数 ）の 下，θ1 と θ2 の適応的

最尤型推定量 お よび同時最尤型推定量 を導出した ，Gobet （2002）は尤度の局所漸近正規性

（LAN ）を示 した．　 Yoshida（2005，
2011）は バ ラン ス 条件 π 嶋 → 0 の ド， θ1 とθ2 の最尤型推

定量 とベ イズ型 推定量 の漸近正規性 及びモ ーメ ン ト収束 を証明 した ．Uchida　and 　Yoshida

（2011）は ， 誤特定 された モ デル に対する θt と θ2 の 最尤型椎定量 の 漸近的性質に っ い て研

究 を行 っ た ．特 に，ボ ラテ ィ リテ ィ が誤特定 された場合 ， 推定量の 収束率が ］／vWt に な

る こ とを明 らか に した．Uchida　and 　Yoshida （2012 ，
2013b）は バ ラ ン ス 条件 π 鳩 → 0 の

下，θ1 と θ2 の 適応的最尤型推定量 と適応的 ベ イズ型推定量 の 漸近正規性及びモ ー
メ ン トの

収東を証明 した．

　離散観測 に 基づ く確率微分方程式 モ デル の統計推測 は ，多 くの研究者 に よ っ て 議論され

て きたが
，

モ デル選択の ため の情報 量規 準や予測問題に 関 して は
， あま り研究が な され て

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statlstloal 　SOOIety

確率微分方程式の 統計的モ デ リン グ 337

い なか っ た．独立 モ デル や時系列モ デル の 情報量規準に つ い て は
，
Akaike（1973 ，

1974）や

1〈onishi 　and 　Kitagawa （2008）な どを参照．局所漸近混合正規性 （LAMN ）を有する特定 の

確率微 分方程 式 に つ い て は
， Sei　and 　Kolnaki （2007），連続観測 にお け る確率微分方程式

の情報 量規準 に つ い て は
， Uchida・and ・Yoshida （2001 ，

2004
，
2006）を参照．離散観測 にお

ける確率微分方程式の 統計推測 にお い て ，尤度関数 の基盤 とな る推移密 度関数 が陽 に表現

で きな い た め に，尤度解析が直接的 に適用不可能で あ り，
これ が確率微 分方程 式の 統計的

モ デ リン グを難解に して い る
一

つ の要因 とな っ て い る． しか し ， 局所正 規近似 を用 い て 疑

似 尤度関数 を構成す るこ とで ，それ に基づ く疑似尤度解析が うま く機能する こ とが 上述の

研 究等で 広 く知 られ るこ と とな り，現在の 高頻度デ
ー

タ解析の 発展 に繋が っ て い る． とこ

ろが
，

モ デル 選択の た め の 情報量規準の 数学的正 当化に つ い て は ， 疑似尤度解析だ けで は

解決で きない ．情報量規準が （期待）平均対数尤度に対す る漸 近不偏推定量で あ るこ とを示

す ため に は ， 対数尤度 関数 の パ ラメータ微分 の モ ーメ ン ト評価 を行 う必要が あ り，推移密

度関数が 陽に 表現で きない 場合に は
， その 評価が 非常に 困難 とな る．Gobet （2001 ，

2002）

は，対数尤度関数の パ ラメータ に関する導関数を マ リア バ ン 微分の 随伴作用素 （Skorohod

integral）を用 い て条件付き期待値で 表現 して ， その 導関数 を マ リア バ ン解析を用 い て 巧み

に評価す る こ とで ， 局所漸 近 （混合）正規性を証明 した ．Uchida （2010）は マ リアバ ン解析

を用 い て ， 対数尤度 関数の 高次 の パ ラメータ微 分の モ
ー

メ ン ト評価を行 うこ とで ，バ ラン

ス 条件 π硫 → 0 の 下 ，
エ ル ゴー ド的拡散過程の 赤池型情報量規準の 構成お よび その 数学 的

正 当化 を行 っ た ．この 結果をバ ラ ン ス条件 η鳩 → 0 （p ≧ 2）の 場合 に
一

般化 す るた め に
，

漸近正 規性及びモ ー
メ ン ト収束性 を有す る ドリフ トおよびボ ラテ ィ リテ ィ推 定量 を導出す

る必要が ある．Uchida　and 　Yoshida（20／2）は，適応 的最尤型推定法 を提案 し，それ らの 漸

近的性質を証明 した．こ れ に より，

一般 の バ ラ ン ス 条件 π 鳩 → O （p ≧ 2）の 下で ， 赤池型

情報量規準を構成する こ とが可能とな っ た （Fujii　and 　Uchida （2013））．

　 本論文の 構成は次の 通 りで ある。2 節で ，
エ ル ゴー ド的拡散過程の モ デル 選択 の た め の 情

報量規準の 構成 お よびその 数学的正 当化 に つ い て 解説す る。3 節で は， ドリフ トパ ラメー

タ とボラテ ィ リティ パ ラメータの 適応的最尤型推定量を提案 し，そ の 漸近的性質を調べ る．

また，数値実験 を行 い ，適応 的最尤型推定量 の漸 近挙動を比較 す る．4節 で は
， 確 率微分

方程式 の統計 的モ デ リン グに関す る最近 の発 展 に つ い て述べ る．最後 に，5 節で確 率微分

方程式 の統計 に 関す る他の 話題に つ い て簡単 に説明 をす る．

2．　 モデル選 択問題

次 の 確率微分方程式で 定義 され る d 次元拡散過程を考え る．

dX 己
＝ A （X ∂〔lt十 B （X ∂du丿‘，

　t ∈ ［0 ，
T ］， 　XD ＝XU ． （2．1）
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こ こ で ，A は Rd 上で 定義 され た Rd 一値 関数
，
　B は Rd 上で 定義さ れた Rd   Rd 一値関数 ，

w は d 次元標準 ウ イ ナー過程 ， Xu は初期値 とす る．データは離散観測 Xn ＝ （Xt
’
Ct）o≦z ≦n ，

こ こ で ，考
＝ ih

，，，島、
は刻み幅で nhn ＝ T とす る．極限 は hn → 0 か つ nh ；→ 0 を考 え

る．さ らに
， あ る q， ∈ （O，

　1／2）が 存在 して ，大 きな n に対 して ，が ・

≦ n ん）tとす る．離散

観測 に基 づ い て ， 次の M 個の パ ラメ トリ ッ クモ デル か らモ デル 選択す る問題を取 り扱 う．

m ＝ 1
，
＿ ，M に 対 して ，

dX ・
＝ α m （x ・ ，

θm ，2）dt＋ bm（Xt、θm ，1）鶴 ，
オ∈ ［o ，

T］，
　x 〔〕

＝ x ・． （2．2）

こ こ で ， θm
＝（θm ，1 ，

　em，2）∈ （T）m ，1 × θ m ，2 ＝ θ’
rrL ，

（b，n ，1 と θ，了、，2 はそれぞれ，　 RP ’・t と Rq
・
・厂・

の 有界開集合 とす る．簡 単の ため，本論文 を通 じて，パ ラメ
ータ空間は局所 リプシ ッ ツ境界

（Adams 　and 　Follrnier（2003））を もつ こ とを仮定する．　 am は Rd 　×　e ． ，2 上で定義 された Rd 一

値関数 bm は Rd 　x 　e
． 、1 上で 定義され た Rd   Rd 一値関数

，
そ して

， ドリフ ト関数 α
，，、

とボ ラ

テ ィ リテ ィ関数 b
．

は それ ぞれ ，パ ラメータ θm ，2 と θm ，1 以外は既知 とする．すべ て の em に

対 して ， 拡散過程 X は エ ル ゴー ド的で あるこ とを仮定 し，その不変分布を μθ，T／とす る．拡散

過程の エ ル ゴ ー ド性 と不変分布 に つ い て は
， Kutoyallts（2004）を参照．また，すべ て の パ ラ

メ トリ ッ クモ デル （22 ）は真の モ デル （2．1）を含んで い るとする．すなわち ，

’
rn ＝ ユ，．、．，M に

対 して ， 砺 、O ＝（θrn ，1，0 ，
θ

，、、2，〔｝）∈ θ m が 存在 して ，すべ て の X に対 して ，α
瓶 ＠，

θm ，2p ）； 　A （X ）

か つ B
，n （X ，

θm ，i，O）＝ ［BBt ］Cm）．こ こ で ，　 B ，n （Xi θ，n ，1）＝ ［bη 、 b剤＠．θ． ，1）で ☆ は転置を意味

す る．

　m 番目の モ デル に対す る赤池情報量規準 AIC （Akaike （1973 ，
1974））は次 の 通 りで あ る．

AIO （X 。 ，
m ）一

一21m，n （X 。 ，
δ扮珊

〔Xn ））＋ 2dim （θの ． （2．3）

こ こ で ， lm，n （Xn ，
θm ）＝ ll］i＝1　logp． （hn ，

Xt
；一、

，
X 亡丁　θm ）は m 番目の モ デル の 対数尤度

関数
， Pm （t，

x
， 酬 e

． ）を m 番 目の モ デル の 推移密度 関数 とし， ∂躯
L ）
（X の は ’

rr
’
b 番 日の モ

デル の 未知パ ラメ ータに 対す る最尤推定量で あ る．あ る正則条件 の 下で ， 次が成 り立つ ．

・・ n ［A ・・（X ・ ，
m ）

一・・n ［（一・隔 ・
・ ，
∂黔 X

・ ））］］一 ・（1）・ （2．4）

こ こ で ， Zn は Xn と独 立な観測 ，　 Ez
。

は Zn の分布の 下で の 期待値を表す．

　離散観測 に基 づ く確 率微分 方程 式モ デル の AIC の数学 的 IE当化 （2．4）を行 う上で ， 次の

難題に 直面す る ．

　 
一般 に は ， 離散観測 に基づ く確率微分方程式の 推移密度関数 を明示的に表す こ とが で

きない た め ， 対数尤度関数 転 n （Xn ，θ． ）を求め る こ とが で きな い ．当然 最尤推定量 は導

出不可能で ある．
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　（ii）AIC の 数学的正 当化 （2．4）は漸 近不偏性に基づ い て い る の で ，　 AIC 統計 量 （推定量）

の 期待平均対数 尤度へ の モ ーメ ン ト収束を証明 する必要が あ る．

　なお ， （i）に つ い て は確率微分方程式モ デル に関す る固有な問題で あ るが
， （ii）に つ い て は，

一一
般 の 統計モ デル に共通する問題で ある．詳細は吉田 （2006）， Uchida　and 　Y 。shida （2001）

を参照。本節 で は，離散観測 に基づ く確率微分方程式モ デル の モ デル選択の ため の 情報量

規 準を導出す る．詳細に つ い て は Uchida （2010）を参照．

　本節で 用 い る記号 を定義 して お く．

1・∂E − ∂贈
… ∂毎 妣

一∂凱、1
… ∂  瓢，rt

・こ こ で ・ 転 一 ∂／∂・・， ∂・m ，、　
一 ∂／∂θm ，j で

，

n ；（n1 ，
．．．

，
nd ）と v ＝（〃1 ， ＿ ， UPm ＋q，n ．）は マ ル チイ ン デ ッ クス で あ り， in＝ nl ＋… ＋ nd

，

1vl＝ u1 ＋
…

＋ UPm
＋qm

で あ る．

2．0が（Rd × θ． ；
　Rd   Rd ）は次を満たす関tw　fの 空間で ある．（i）！＠，

θm ）は Rd × Om 上

で 定義された Rd   Rd 一値関数で ，
　x に関して k 回連続微分可能で あ り，

　 nl ＝ O
，
1

，
．．．誨 に 対

して ， ∂罫 ＠，
θm ）は θ

．
に 関 して ♂回連続微分可能．（ii）Lnl＝ 0

，
1

，
＿

，
k と レ ； O

，
1

，
．．．

，
1

に対 して 1SUPx ，em 　1∂臨∂尉 （m ，em）1く ac ．

3．09，
i
（Rd × θ m ；

　Rd ）は次の 条件 を満たす関数 f の空間で あ る．（i）f（x ，
θm ）は Rd × θ ．．

上 で 定義 され た Rd一値 関数で ，　 x に 関 して k 回連 続微 分 可能 で あ り ，
　 In ＝ O，1，．，．，k

に対 して ， ∂新 （x ，
θm ）は θm に 関 して 1回連続微 分 可能．（ii）Inl＝ 1

，
＿

，
k に対 し て ，

SUPx ，em 　］∂2ノ＠ 砺 ）1＜ oo ． （iii）lul＝ 1 に対 して
，
あ る定tw　C ＞ o が存在 して ， す べ

て の x に 対 して ，sup
θm

　l∂観∫＠，
θ

． ） ≦ C （1 ＋ x ）．　また ，　 uL ＝ 2
，
　3

，
＿

，
1 に 対

して ， SUPx ，em 　l∂廴！＠ θm ）1く oo ． （iv）ln ＝ 1
，
．．．

，
k と lvl＝ 1

，
＿

，
1 に 対 して

，

・up
晦 1轍 ∂罰 澱

，
θの く …

4．Po．と Po
。 、

は それ ぞれ ， 確率微分方程式 （2．1）と （2．2）に よ っ て定義され る拡散過程の分布

を表す，E θ
．と E 砺 は それ ぞれ，　 Pe．と馬 肌

の 下で の 期待値 を表す． こ こ で ，　 Pe，＝ Pe。、，u

と E θ
．＝ E θ，n 、u に注意す る．

5．サ イズが 同 じ行列 A と B に 対し て
，
A   2 ＝ A4 ’

，
　B ［A］＝ tr（BAt ）とす る．

6．Im （θm
，
o）は漸近 フ ィ ッ シ ャ

ー
情報行列で ，

欄 一 （
（1
「
b，rn （θm ，〔｝）

1
）一 ）P・n

（婦 、剛 ）∵ … ）
で あ る．こ こ で ，

Ib，rTi （θm ，o）琶ゴ

Ia，m （θm ，o）iゴ

一 1ん・・ ［（∂・Tn ，i，iBm ）Bfi1（∂・。，、，、，、　Bm ）軌 ・副 ］・・膕

一 ん（・一 ）
★

（嚇 ）・認（叫 1 ・囑 ・
・ （・ θ畷 ）・・調

次 を仮定 す る．
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［el］（i）・
， ，、

・（・ ，
・em，、）∈ Ol，5（Rd × θ． ，2；Rd ）．（ii）bm（・ ，

・em
，
i）∈ Ol，5

（Rd × θ ，，，，1 ；Rd ・X ・Rd ），

［e2］（i）ある定数 c 〔， ＞ 0 と K ＞ 0　が存在 して，任意の　（x ，
θ． 、2）∈ R 喉 θ 肌 ，2 に対 して，

ゴ α
観 ＠，

θ
凧 ，2）≦

− Colx ）
2
＋ K が成 り立 つ ．（ii）輪 ＠，

θm ，1）は対称で ， ある定数 Cl ≧ 1 が存

在 して
・ 任 意の （・ ，θ・r・，11λ）・ Rd × θ・ ，・ × R に 対 して・翻

2
≦ λ

“ bm （x ，
θm ，1）λ ≦ CllAi2

が 成 り立 っ ．

［ご3］fm （θm ，o）eま正貝［J．

［04］ほ とん どすべ て の x
’
（μθ．

、，、，。 a ．s．．T ）に対 して ，　 a，n 、（；τ ，
θ． ．2）； a．TT、（．T ，

　e． ，2，0）な らば，

θm ，2 ＝ θ
，n ，2，0 ．ほ とん どす べ て の a， に 対 して ，　B ，n （＝ ，

θ肌 ，1）＝B ” 卿 ，
θm ，1，〔〕）ならば ， θm 、1 ＝

θm ，1∫o・

　確率微分方程式モ デ ル の 情報量規準 を導出す るた め に
， 推移 密度関数 の 局所正規近似に

基づ く擬似尤度関数を用 い る．’
rn ∈ ｛／

，
2

，
＿

，
M ｝に対 して ，

y． ，． （・． ） 一 一響1・9（・・暢 立1・gd ・・（B 。 ・（X ・・，一・，　；
・

一 ．1））　 （… ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 を＝1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　
−

・嬬 ・・
1
（X ぢ

・一ビ
θm ，1）［（丿（ぢ・

− X
一
‘計 1

− hnα m （丿（‘1・ 1
，θm ，2））

醐
］

擬似最尤推定量 θm ，rt を次 の ように定義 する．　 g． ，． （θ． ，． ）＝ EUPe
．

　．qm ，n （θm ）．さらに ， 擬似

対数尤度関数 に基づ く情報量規準 10 （Xn ，
m ）と平均対数尤度 EL （X ，， ，

m ）を次の よ うに定

義する．

　 IC （X γi ，
m ）　＝　9m ，n （θm ．，n （Xn ））

一
　9TTI，Tl （θm 、o）十 Ez ，、 ［lrn7r、（Z・，t ，

　e・，n ，e）］− dirn（θ． ，），

EL （X ・ lm ） − E ・ n ［扁 ・
・ ，偏 期 ］・

また ，

　　　　　　　　　　　　　妬 一 （
謳 （θ． ，1，。

一θ川 ，〔〕）

、／砺 （θ叫 バ θ
鴫 。）〉

　　　　　　　　　・・…・… 〔・m ，・） 一 鰍 蹴 ））
とする．Yoshida （2005，

2011）の結果を援用 して ，擬似叢尤推定量の モ
ー

メ ン ト収束性 に

関す る次の補題 を示 す こ とが で きる．

　補題 2．1　m ∈ ｛1，2，＿ ，
M ｝とす る．［C1］［e4】を仮定す る． こ の と き，

（i）任意 の L ＞ 0 に対 して ，あ る定tw　CL ＞ o が存在 して，すべ て の n ∈ N と T
’
＞ o に 対

して ，

　　　　　　　　　　　　　　　P・
・［am ，。 1＞ r］≦籌
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が 成 り立 つ ．さ らに，すべ て の μ ＞ 0 に 対 して ，sup
η
　E ［larn，n 鬥 く Oo ．

（ii）任 意の 多項式増大な連続関数 ∫に 対 して
，　 r占硫 → 0 の 下 ，

　　　　　　　　　　　　　　Ee ・［！（
’ti　MtTt ）］→ E ［！（Gm ）］

が成 り立っ ． こ こで ，Cm は平均 0 で ， 共分散行列 垢
1
（θ，n ，o）とな る （Pm ＋ qm）次元正規

確率変数で ある．

（iii）
・fl，m ，n

＝ 砺
1
（θ．

，
〔〕）∂θ。。＠m

，
n （θm

，
o）十 Rm ，n ．こ こ で，任 意の Eo ∈ （0，　cl／2）と E1 ≧ 1 に

対 して ，

　　　　　　　　　　　　 Pe・［瞬脚 L1 ＞ nmE
［〕

］＝ o （1／nEi ）

が成 り立 つ ．

　次 に
， θ に 関す る対数尤度関数の 微分の モ ー

メ ン ト評価 に つ い て の 結果 を述べ る．θ
．

＝

（θm ，1，1，
＿

，
θm ，1，，Tr ／t， θ． ，2，b　・一

，
　em，・，，，n ）

☆
一 ・ （θ紬 …

，
　em

，pm ・、。，、）
★

，
∂m ，i

− ∂／∂e，n、，i，1

∂Zi，i，ゴ ＝ ∂M
，
i∂m 、ゴ，

∂鑑
，切 諏

＝∂m ，i∂m ，ゴ∂・n ，k と し・

　　　　　　　　　d
・ ・1・”

一｛藷1陽∴1  ． q．

とす る． さ らに ， d監，砿 π

＝ d，n
，
i

，
nd ，n ，ゴ，ni 　d監，脇 堯，n

− clm ，i，nd ・
m “

’
，ndm ，k ，n とす る．　 Gobet

（2001 ，
2002）と同様 に マ リア バ ン 解析 を用 い て

， 対数尤度関数の パ ラ メ
ータ微分 に関す る

モ ーメ ン ト評価 を行 うこ とに よっ て ， 次 を示 す こ とが で き る．

　補題 2．2　・rrL ∈ ｛1，
2

，
＿

，
M ｝とす る．［C1］

一
［C2］を仮定する．この とき，

（i）　i ； 1＿
，
　p，n　＋　qm に対 して ，

　　　　　　　　　　　　　　 E θ
・［∂m ，ilm 、n （θm ，o）］＝ 0・

（ii）切 ； 1．．．
，p ． 　＋　qm に 対 して，　hn → 0 か つ nhn → oO の下 ，

　　　　　　　　　　E θ
・［嶋，ゆ ρ録，ゴ転 π （θ，n ，o）］→ 一（lm （θ7ii ，o））i．i・

（iii）　i，ゴ，
　Z＝ 1．．．

，p。n．＋ q．
と し， 任意の μ ＞ 1 に対 して，　 hn → 0 か つ n 妬 → DQ の下 ，

　　　　　　　　　　E ・
・［・up 鵡脳 。

∂輪 ，、1皿 ，。 （θm

θTrt

）r］一 ・（1）・

　情報量規準 ∫0 （Xn ，
m ）の 漸近的結果は 次 の 通 りで あ る．

　定理 2 ．1　rn ∈ ｛1，
2

，
．＿

，
M ｝とす る．［Cl］

一
［C4］を仮定する． こ の とき，児 硯 → 0 の 下 ，

次が 成 り立 っ ．

　　　　　　　　　　　 E θ
・［」0 （Xn ，

m ）
− EL （Xn ，

πの］＝ o（1）．
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　定理 2．1 に よ っ て ，IC （Xn ，m ）は平均 対数尤 度 EL （Xn ，
m ）の 漸近不偏推定 量 で あ り，

AIC と同様の 議論に よ り， 競合す る モ デ ル の 中で 最適 なモ デル γバ は ， 情報量規準最小化法

1σ（Xn ，
　Tn

＊

）＝ maXm ＿1
，
＿，M 　10 （Xn ，

m ）に よ っ て 選 択され る． しか しなが ら ， ．qTr、．．TP （θm ，o）

と Ez ．［1，，、．n （Zn ，θ肌 、o）］は計算不可能 で あ るの で ，　 IC （Xn ，
m ）は実行可能な情報量規準で

はな い ．幸 い な こ とに
， 統 計モ デル は真の モ デル を含ん で い る こ と を仮定 し て い るの で

，

U ∈ ｛L ．．
，
M ｝に対 して ，9i．，n （θ，．U）＝ g卿 （θゴ、0）か つ li，n （ei，O）＝ Z

」
’
，。，（θコ，0）で あ る．こ う

して ， m 番日の モ デル に 対す る，擬似対数尤度関数 （コ ン トラ ス ト関数）に基づ く情報量

規準を

　　　　　　　　　OI（］（X η ，m ）＝ − 29m．n （θrn ．，r」．（X 。、））十 2dim（θm ）

と定義する．arg 　mill 凧 一1
，
＿、A．f　CJC （X η ジ肌 ）＝ arg 　maxm ＝且，．．．，M 　10 （Xn ，

m ）で ある の で ，競

合する モ デル の 中で ，最適なモ デ ル m
＊

は

　　　　　　　　　　　
CI σ （x ・ ・　

’
「「’・
’
）＝　

． tilp，、、　
cia （x ・ ，

　・n・）

に よっ て 選択 され る． また，Inagaki　and 　Ogata （1975）と同様 に して
， 真の モ デル を含 ま

な い 競合モ デル （誤特定 モ デル ）が存在 す る場合，そ の誤特定モ デル が CIC に よ っ て 選択

され る確率は η 硯 → 0 の とき に 0 に 収束す る．

　π 磧 → 0 の ドで ，情報量規準の構成 を行 っ たが ， データによ っ て は，rl と h’r、 の バ ラ ン

ス 条件 を弱め る必要が あ る。
一

般に，p ≧ 2 に 対 して
， η 鳩 → 0 の下 で の 情報量規準を構

成 す る際に重要 とな るの は
， 擬似 対数尤度関数お よび補題 2．1 の

一
般化で ある．次節で は

，

γし嬬 → 0 の 下で モ ーメ ン ト収束性 を有す る推定量の構成 を行 う．

3．　適応 的最尤型推定

　次 の確率微分方程式 に よっ て定義 され る d 次元 エ ル ゴ ー
ド的拡散過 程を考 える．

dX 亡
＝α（Xt ，

θ2）dt＋ わ（X オ，
θ1）d

・
ze・t，　X 〔，

＝
鞠 ． （3．1）

こ こ で ， w は r 次元標準ウ イ ナ
ー過程 ，

　 a ： Rd 　× θ2 → Rd ，　b ： Rd 　x θ1 → Rd   R 「

と

し，θ ＝ （θ1 ，
θ2）∈ Ol × θ2 ＝ θ で ，

　 el と e2 は それぞれ， コ ン パ ク トで 凸 な RP ’

と R α’

の 部分集合 とする．θ
＊ ＝ （θ｛，θ鋤 は θの 真値 とし ， θ

’

∈ Int（0 ）を仮定 す る．データは

Xn ； （XtP）〔〕≦z≦n ．ただ し，拶 ＝ ihn
， 魂 ＝ nh ，、

＝ Tn とす る．　p を 2 以上 の整数 とす る．

極限 は
， n → oo の とき，　hn → 0か つ η嬬 → 0で あ り，さ らに，ある定数 ∈o ∈ （O ， （p − 1）／p）

が 存在 して
， 卜分大 きな n に 対 して ， nEu ≦ nhn が成 り立 つ とす る．

　連続観測 に基づ くエ ル ゴー
ド的拡散過程の 統計的推測 は多 くの研究成果が あげられ て い

る．例えば，Kutoyants（2004）を参照．また ，離散観測に基づ く統計推測に つ い て も盛ん

に 研究 が 行 われ て い る。η礁 → 0 の 場合は ， Pra  …a　Rao （1983 ，
1988），

　Florens−Zmir。u
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（1989）．π礁 → 0 の 場合 は
， Yoshida（1992），

マ ル チ ン ゲール 推定関数 に つ い て は
，　 Bibby

and 　Serensen（1995），
π 嬬 → 0 の 場合は

，
　 Kessler （1995 ，

1997）を参照．

　 記号 を用意 して お く．

1．o軒
‘

（Rd × θ；Rd ）は，次 を満た す関数 ！の 空間で ある．（i）！（x
・
，
　O）は Rd × θ上 で 定義

された Rd 一値 関数 （ii）！＠，
θ）は x に関 して ，　 k 回連 続微分可 能で ，それ らの 導 関数 は θ

に つ い て
一

様に
， x に 関す る多項式増大 で あ る，（iii）n ＝0

，
1

，
tt．

，
k に対 して ，∂訝 ＠，

θ）

は θに関 して ， オ回連続微 分可能 ．さ らに
， 1〃1； L ．．，

，
1 と nl ＝ 0

，
1

，
，，．

，
k に対 して ，

∂8∂譯 ＠，
θ）は θに つ い て

一
様に，＝ に関する多項式増大で ある．

2．f ↑（Rd ）は Rd 上で 定義され た 多項式増大な実数値可測 関数 の 空間。

3，払 と ゑ は確率収束 と分布収束を表す．

4．L θ は拡散過 程 （3、1）の 生成作用 素 ， すな わち ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　　　　　 　　　　　　　　 　　 d

　　　　　　　　　ゐ・
一Σψ ，

θ・）転 ＋i　£ 　B ・j　（x ，　e1）∂論 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i≡1　　　　　　　　　　　　　　 i，ゴ＝1

5・　△Xi　
＝
　丿（亡1・

− X
号＿、

，　B （x ，
θ1）　

＝
　bb

★

（x ，
θ1），　 B ｛．−1（θ】）　

＝
　B （X ぢL1 ，

θ1）， αi− 1（θ2）　＝

α（X 準 1 ，
θ2）とす る． また

・ （θ1） 一 一YRd｛・・ ［B ・・ ，
θ1）

一’
・＠ ，

・・）
一・・］・ 1・g祟ll言1謝 ｝・・砌

Y（・・） 一 一1ん・岡 ）
− 1
［（・（・Tl ・・）

一
・圃 ））

6う2
］・・ （d・）

とす る．

　次を仮定す る．

［All （i）あ る定tw　K ＞ 0 が存在 して ，すべ て の x
，

’
y ∈ Rd に 対 して，

　　　　　　sup 　la（x ，
θ2）一α（y ，

θ2）　十　sup 　b（x ，
θ1）− b（y，

θ1）　≦ Kl ．x 一訓．
　 　 　 　 　 　 θ2 ∈θ 2 　　　　　　　　　　　　　　　　 θ1 ∈θ 1

（ii）infx，θl　det（B （m ，
θ1））＞ 0．

（iii）Xt の不変測度 μθ
．が 唯

一
存在 し， さ らに，　f． 、　［f（x ）μθ

．（dx）〈   を満た す任意の

！∈ f
↑（Rd ）に 対 して ，　 T → Oo の ときに，

　　　　　　　　　　　　歩f，
T

！（榊 砿ノ（恥 （d ・）

が 成 り立 っ ．

（iv）すべ て の M ＞ 0 に対 して
，
　 sup

‘
E ［X 己1M】＜ DG ．

（v ）fR、　g（x ）PSo．　（dx）＝ 0を満たす任意の g ∈ f ↑（Rd）に対 して ， ある関数 G （m）， 砿 G （x ）∈

f ↑（Rd ）（i＝ 1
，
＿

，
d）が 存在 して，すべ て の x に対 し て ，

L θ・G （x ）＝− 9（x ）．
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［A2］（k ，
1）・ ∈ ol ，4

（Rd × θ・；Rd ）・b ・ ol，
”

（Rd × θ・；R4   R つ・

レ13］あ る正定数 x が存在 して，す べ て の θ1 ∈ θ1 に対 して ，Y （θ1）≦ − x1θ，
一θf　2．

［A4 ］あ る正定数 Rが存在 して
， す べ て の θ2 ∈ θ2 に 対 して

，
　 Y （θ2）≦ 一

又θ2
一θ罪．

　ko − ［引 とする．　 Kessler（1997）と同様に して ，擬似対数尤度関数 Up，n （θ）を次 の よう

に 定義する．

u
・，

n （・）一 一1書｛・計｛毒・幽 ・）｝［断 細 囲 ・嵩・乳・！乱（・・｝
こ こ で ， （御 〃。 ， θ））m 一Σ1≧議 轍 （梅 1）轟 ω 一 ＝ m ・そ して

・MJえば
・
k・

，
1 − ・

，
…

，
d

に 対して
，

D ｛望1（θ）

D ！ヨ、（θ）

“
／！？t

）
＠，

θ）

Bご1（θ、）TE 鯉、（θ）− 1・gd ・t（B 、一、（θ1）），

一βご1（θ1h
〔2〕
（細 L　1，

θ）Bド1（θ⊥），　 E理1（θ）＝州 B昌（θ、h  
（XtP， 、

，
θ）］，

1｛L ・B ・1（・
・
，
　ei）

・書｛（∂。 ．，α 配＠，
θ2））恥 の ・ （触 傷 ・））恥 の ｝｝

とな る．擬似 対数 尤度 関eW〈　Up，n （θ）の 詳細 は Uchida　and 　Yoshida （2012）を参照．

　同時最尤型推定 量 θp ，n
＝（θ1，p，，“ 　02，p，n ）は次の よ うに定義され る．

　　　　　　　　　　　　Up．n （θ⊥、P ，n ，θ2，P ，n ）＝ SUP 　U
’
p，n （θ1 ，

θ2）．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 θ

Kcss！er （1997）はある正 則条件の 下で ， η埋 → 0 の ときに，

　　　　　（轟 （bi，P ，n 一θf），V砿 （b2，P ，。。

一θ葺））4 （Ci，C2）ev 　Np
、＋ q、 （O，

J
− 1

（θ
＊

））

が 成 り立 つ こ とを 示 した． こ こで ，

　　　　　　・（e
’

） 一 （
（職

評   （ゲ∴ 。 ），

　　　　　職 一 1ん・・ ［（…．・… ）・・
1
（… 、、 ・ ・ 離 ・芋）］・・砌

　　　　　噛 ゴ
ー ん（・・、・ ）

★

（x ，・1）・・
’

＠，・臥 嵎 ）・・蝴 ・

　しか しなが ら ， 2節の結果を η 嬬 → 0 の場合 に 拡張す るた め に は
， 多項式増大な連続関

数 ！に 対 して ， π 嬬 → 0 の 下で
，

　　　　　　　E 、
・［f（v伍（θ1，P，n

一θf），V
〆

砺 （O，，。，ゼ θ豸））］→ E ［f（C・，C・）］

N 工工
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を示す必 要が ある。 さ らに，数値解析の 観点か ら，パ ラ メ
ータ空間 θ の次元が 大 き くな る

と同時最尤型推定量 の 挙動は不安定に な る．

　本節で は
，

モ
ー

メ ン ト収束性 を有す る適応的最尤型推定 量を提案 し
，
そ の 漸近 的性質 を述

べ る．詳細に つ い て は ， uchida　and 　Yoshida（2012）を参 照．

3．1　 タイ プ 1 の 適応的最尤型推定

　最初 に θ1 の 初期最尤型推定量 δ甑を定義す る．σ£
1）
（礁）＝ sup

θ1∈eL σ傷
o｝
（θ1）．こ こ で ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
’n

　　　　　U£
u・
（θ1）一

一1Σ｛・再
1
・ご1（θ1）［脚

・r＋ 1・gd ・t（・・− 1（θ1））｝・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z＝1

　命題 3．1p ≧ 2 とす る．［Al亅， ［A2］（2，
2）， ［A3］を仮定する．こ の とき ， η嬬 → 0 に対 し

て ，次 が成 り立 つ ．すべ て の M ＞ 0 に対 して ，

　　　　　　　　　　　・v，・ ・小 （bS？み一・D［
M

＜ DG ・

　次に，適応的最尤型推定量 に つ い て考え る。ko　＝ ［引，
IO＝ ［

Efl
］とす る．タイ プ 1の 適

応的最尤型推定量 ∂難と ∂幽
）
は次の よ うに 定義され る．k ＝ 1

，
2

，
＿

， 編 に 対 して ，

　　　　　　　　　　砺，。 （δi  1）
，
δ蹴） ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・up ・ U

，，n （bil，」
1）

，
θ・），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 θ2∈θ2

　　　　　　　　　　　帳 臨 ∂蹴） 一 ・up 娠 （θ1，鞠 ．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 θ1∈θ 1

　例え ば p ＝ 4 （π 礁 → 0）の 場合 を考 え る．ko ＝ 2 か つ le＝ 1 で ある こ とに注意 して ，次

の よ うに導出され る．

St・p ・・ 翻％踟 一・・p，、∈θ1 融 θ1）を満たす欄 最尤型推定量 礁 を求 め る．

St・p　1・ U
，．n （礁 螺）一 ・・P、、∈θ、

・U
。，n （∂i？L，

θ・）を満たす θ・ の 1−・t・p 適応 的最尤型推定

量 螺 を求め る．さ らに ， U
，，n （Ol），

oS））− SUP 、1 ∈θ 1　
U

。，n （θ・ ，螺）を撒 す θ1 の ・−st・p

適応的最尤型推定量 6織を求め る． こ れに よ り， lo−．step 　ma応的最尤型推定量 θ鯉が 求めら

れ る．

St・p　2・ U
，，n （θ！

1
誘

2
丸）一 ・up 、，∈θ，

　U
。，n （礁 θ・）を満た す θ、 の 2−・t・p 適応的最尤型推定

量 ∂1絮を求め る． こ こで ，ko−step 適応 的最尤型推定量 ∂！匆が 求まる．

命題 3．2　k ∈ N
， p ≧ 2k ＋ 1 とす る．［Al ］， ［A2 ］（2ko ，

2ko ＋ 1）， ［A31 ， ［A41 を仮定す る．

こ の とき，すべ て の M ＞ 0 に対 して ，η 姥 → 0 の 下で
，

　　　　　　　　　・up ・小 婦 ・
隻1（∂llλ一θ」）IM＜ …

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 几
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　命題 3．3　k ∈ N ，p ≧ 2硫＋ 1）とす る．［A1］， ［A2 ］（2緬 ，
2ko＋ 1）， ［A3 ］1 ［A4 ］を仮定す る．

こ の とき
， すべ て の M ＞ 0 に 対して

，
η 嬬

一
＞ 0 の 下で ，

　　　　　　　　　　　・州 陟 i慨一・D「
M

＜ …

　命題 3．1 と命題 3．2 そ して 命題 3．3 を用 い て ， p ＝ 2k の とき ， す べ て の M ＞ 0 に 対

して ，

　　　　　　　・州 （礁
1L

・i），
・v；171：1（pilA一制

ル

1〈 DC ・

また
， p ＝ 2k ＋ 1 の とき

，
す べ て の M ＞ 0 に 対 して ，

　　　　　　　　・

乳
pE ・・ 1（th（襯 一θD・》砺 （θ卑一θ｛））

M

］・ 。・ ・

ゆ えに ， す べ て の M ＞ 0 に対 して ，

　　　　　　　　・

堤酬 （圃 一・i），
・v；171；ll（・鯉 一釧

M

1…

が成 り、Zつ 。

　定理 3．1p ≧ 2
，
　lo− ［午 ］，

ko ＝ ［劉 とす る．［Al ］， ［A2 ］（2ko ，
2柚 ＋ 1）， ［A3 ］， レ14亅を仮

定す る． こ の とき ， nh ＃→ O の 下で ，

　　　　　匝 酷 ！一θD ， 〜砺 i礁 〕一θ蒼））ユ 〔く、， く、）〜 八》1＋q1（O，
J
− ’

（θ
＊

））．

さ らに，すべ て の 多項式増大 な連続関数 f に対 して
，

　　　　　　　　E 副∫（而 （∂1製一θ：），．砿 （θ凱
）一θ5））］− E ［ノ（c、，c2）］

が 成 り立 つ ．

3．2　 タイ プ IIの適応的最尤型推定

　次 の 擬似対数尤度関数を定 義す る．

　　召S）（θ1）　＝　IJ
，tO）（θ1），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　〃軸 一
一1Σ ｛見々

1B
み

11
（θ1）［（△丿鴎

一1〜
η

αZ− 1（θ2））
・ 21

＋ 1・gd ・・（Bl− 1（θ1））｝・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 iニエ

召鰍 θ、，θ、） 一 σ扇 θ、， θ、）， （P ≧ 3）．

　砺 ∈ N とす る． タイプ II の 適応的最尤 型推定量 ，gilX°
− i｝

，
停難

゜）
，
61贊

＋ 1）
は次で 定義 さ

れ る．k ； 1
，
2

，
＿

，
ko に対 して ，

　　　　　　　　　 召r嘱 2
髭
一／〕

，卿 ） 一 ・up 召薪砌（鑑
一1）

，
θ，），　　　　　　　　　　　　　　　　　ウ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　 7

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ヨま む コ

　　　　　　　　　罅 刷 （Dil髭＋ 1）
，
　DS2£）） 一 ・up 雄

＋’）
（θ1 ，

δ黝 ．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　　　　　 ：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ひ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 θ1 ∈θ1
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ただ し∂ 鉱は U £
1）
（汐i2，）； sup

θ⊥∈e 、
　uS ）

（θ1）で定義 された θ1 の初期最尤型 推定量で ある．

　例 えば p ＝ 5 （nhl → 0）の とき
，
δ鯰，

汐獣は次の 手順で 求 め る こ とがで きる．

　　　　　　　　　　鍬 ・ U£
’）（鑑 ）− sup 　U £

’）
（θ1），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e ］Eむ l

　　　　　　　　　　鱧 ・ U£
2〕峨 ，鋤 一 ・up 砥

2）（鑑 ，
θ・），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 りま ゆ

　　　　　　　　　　汐鉱 ・ u £
3）
（礁 ，嫐 一 ・up 砥

3）
（θ、隙 ），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e ，cel

　　　　　　　　　　覲 ・ 磆 〉醴 ，鋤 一 ・up 砥
4）礁 ，

θ・）7
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e2Ee2

　　　　　　　　　　礁 ・ U£
5）礁 ，螺 ）一 ・up 磅

‘）
（θ1 ，嫐 ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 θ1∈e1

δ雛
〕と み難

＋1）
は それ ぞれ

， 擬似対数尤度eetu　uk2k）（θ）と 誘
2κ＋1）

（θ）を用 い て 定義さ れ

て い る．さ らに，汐難
＋2）と β監

＋3）
は それ ぞれ ，ア ッ プグレ ー ドされた 擬似対数尤度関数

u£
2
　
iC＋ 2）

（θ）と〃墜
＋3｝

（θ）か ら得 られて い るこ とが わか る．

　定理 3．2　p ≧ 2
，
lo＝ ［uii］，

ko ＝ ［引とする．［Al ］， ［A2］（2ko ，
2ko ＋ 1）， ［A3］， ［A4］とす

る．この とき ， π嬬 → 0 の 下で ，

　　　　　　　　　（th（撒
＋ 1L

θf）， 、砿 （BS？£
°｝一θ1））ユ （く1 ，く、）．

さ らに，任意の 多項式増大な連続関数 ∫に対 し て
，

　　　　　　 E θ
・［f（VE（dillk’＋ 1）一θ1）， V凧 （汐llil°〕− e豸））］→ ］E［f（ζi ，ζ2）］

が成 り立 っ ．

注 1 γ↓硯 → 0 （p ≧ 3）の 場合 ， タイプ IIの適応的最尤型 推定量 は初期最尤型推定量 6！犠
と擬似対数尤度関数 麟2）（θ1 ，

θ2），
U3，n 〔θ1 ，

θ2），
＿

，　Up，n （θ1，
θ2）を用 い て 導出 され る．大 まか

に言 っ て ， p ＝ 2m ＋ 1 （ko　一　m
，
　to；m ）の場合 は ， 次 の ように な る。

タイプ IIの適応 的最尤型推定量

覗 、

← u£
2）碑礼，

θ2）

鑼，

← 　u3，n （θ1 ，螺 ）

タイ プ 1の 適応的最尤
．
型推定量

螺 ← σ、m ． 、，n （礁，θ，）

礁 ← σ、帆 n （θ。 bS））

∂蜘
）

← の嗣 歌
一1）

，
θ、）

∂1  ＋ 1）
← 　U2m

＋ 1頭θ1 ，磯岸b
6雛

）
← σ，m ＋ 1

，
n （礁

一1）
，
θ、）

礁
）

← σ・帆 。 （θ1瑠 ）
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こ こ で
， 擬似対数尤度関数 鵡

2〕
（θ1，θ、），・CJ、，． （θ1，θ、），

t．．，σ、＿ （θ1 ，
θ，）は σ、m −1．1，n （θ1 ，

θ、）よ

りシ ン プルで ある こ とに注意す る． タイ プ 1の適応 的最尤型推定量 （襯 ，
δ鯉）と比較 して ，

タイ プ IIの 適応 的最尤型推定量 〔汐｝1鳧1＋1）
，∂斃

〔〕bは数値計算 ヒ， 効率 よ く導出 され る．

3．3　 タイプ IIIの 適応的最尤型推定

　Kessler（1995）の 結果 を応用 して ， タイ プ IIIの適応的最尤型推定 を提案す る．θ＝（θ1，θ2）

とす る．

　　　　　　v！i
］）
（θ1）　＝ 　u！l〕）（θ1），

　　　　V£
2・
（

　 　 　 　 　 　 　 　 n

θ・ の 一 一1Σん憂
’Bi （∂1）［断

一X ・、， 、

− hn・
。t− 1（・・））

・・

亅・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z＝1

そ して ， kl＝ 1、　 ，ko に 対 して ，

・鯉 （・ の 一
一

鎗｛鳴 （の ［（梅
一
細

即 一

シ叱 （の］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　… 一 ）｝，

ソ鯉 〕
（θ・ の 一 一1）螽塲

IB
昌1（θ1）

こ こ で ， 1
，
m ＝ 1

，
．

　　　　　　　D曾1（の…
一
孟
L汐扁 x

隼 1 ），

　タイプ IIIの 適応 的最尤型推定量 汐（2h°− 1｝ 撰
2甸 　B（2k°

’1．1） は次 の よ うに 定義 され る．

k ＝ 1
，
2，．．．，

kuに 対 して ，

　　　　　　　　　　　　　 ソ身）
礁 ） 一 ・up 　vS ）

（θ1），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　elEel

　　　　　曜 〕
（蠍

）1轍
一’）

，礁
’）
） 一 ・・p ソ乎

た）
（θ・ 1汐！l髭

一’）
，
み難

一2｝
），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　e2Ee2

　　　　ソ£
’k’＋ 1）（歌

1）
［礁

一1）
，襟

〕
） 一 ・・ P ソ駒

’｝
（θ・ 徽

一’〕
，醗 ）

）・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 θL ∈θ 1

こ こ で
， 礁 一〇 とする ．

　定 理 3．3　p ≧ 2 とす る．to ＝ ［
P
一亅

2 ］，
ko ＝ ［引 とす る ．［Al 】， ［A2 ］（2ko，

　2ko　＋　1）， ［A3］，

［A4 ］を仮定す る． この とき，氾嬬 → 0 の下 で ，

　　　　　　　　　（轟 礁
＋’）一θ亨）， V

／
万万夷「（〜ラ蟹髭

゜）一θ童））一三 　（くb ζ2）・

　 　 　 　 i＝1

・ ［（梅
一x ・・

t　
，

− h・nai − i　（eLt）一羃崛 孔（の）
¢ 2

］
．．，d に 対 して ，　 fi　（X ）− me

：
htm（m ）＝（X

− Xt　＃− 1）彦＠
− X

姫 P，，L ，

　　　　
1

　　　　魂・（
一　　 1
θ）t ＝

ア
L泌（丿（t：− 1）・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 1．几 　　　　，　　 21冗 　　，　　 1，n
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さらに
， 任意の 多項式増大な連続関数 ／に対 して ，

E ，
＊［f（th（礁

＋ 1＞− e：）， ，砿 （礁
の 一θ弸 → E［f（9i， く・）］

349

が成 り立 つ ．

3．4 　数値実験

　次 の 2 次元拡散過程を考え る。

晒 一（
一

α 1X ち1 十 α 2（sin 　Xt
，
2 十 2）

α 3（c・sX
ち1 ＋ 2）

− dV4Xt ，2）dt ・ （笠）呱

・・ 一 一 c？：） （3．2）

こ こ で ， θ1 ＝ （β1， β2）と θ2 ； （α 1 ，
α 2 ，

α 3 ，
α 4）は未知パ ラメ

ー
タで ，真値は 町 ＝ （价 ， βg）＝

（5，
4）， 劣 ＝（α 1， 蝿 ，

α 蠹，畷 ）＝（O．5，
30

，
15

，
0．3）で ある．

　数値実験に よ り，p ＝ 2 （ko ＝ 1
，
　lo＝ 0）及び p ＝ 3 （k｛〕

＝ 1
，
t〔〕 ＝ 1）の 場合 に つ い て ，

提案 した タイ プ IIIの 適 応的推定量の パ フ ォ
ー

マ ン ス を検証す る．　 hn ＝ 1／250 と し
， 各

丁 ＝ 5
，
10

，
15

，
20 に対 して ，Milsteinス キ

ー
ム に よ っ て ， 1000 本の サ ン プル パ ス を発生 さ

せ て ，各推定量 の 平均 と標準偏差 を算出した．R 言語を使用 し ， 最適化に は Nelder−Mead

法 に よる optimO を用 い た ，

　表 1 と表 2 は
， 初期値 （e2，。，θ1，0）＝ （0．3，40，20，0．4，6，3）と （θ2，0，θL，u）＝ （1，

100
，
100

，
1

，

10
，
10）を用 い た 同時最尤型推定量の シ ミュ レーシ ョ ン 結果で あり，表 3は初期値 （θ2，0 ，

θ1，0）＝

（1，
100

，
100

，
1

，
10

，
10）を用 い たタイ プ III適応 的最 尤型推 定量 の シ ミュ レ ーシ ョ ン 結果 で

あ る．真値 は （θ葺，
θi）＝（0．5，

30
，
15

，
0．3

，
5

，
4）なの で ， 初期値が真値 に近 い状況 で最 適化 を

行 っ た シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 結果 （表 1）は
， 多少の バ イア ス が ある もの の 比較的安定 して い る、

こ れ は 同時最尤型推定量の 漸近的な結果を 実証 して い る． と こ ろが実際に同時最尤型推定

量 を導出する場合 は
， 真値に 近 い初期値を選択で き る保障は ない の で ， 初期値が 真値 とか け

離れた場合 も検証 して み るこ とにす る．表 2 か らわ か る ように，p ＝ 2
，
3 の 同時最尤型推定

量 （∂鴇θ鑑）は ともに ， 不適 切な初期値を用 い る と最適化 に失敗 して ， 推定結果が非常に

不安定にな っ て い る．一方 ， 表 3か ら， p − 2 の タイプ III適応的最尤型推定量 （Sll義，鰐わ
は小 さい バ イ ア ス が あ るもの の ， 同時最尤型推定量 に 比 べ る と断然 よい パ フ ォ

ー
マ ン ス で

あ る と言 え る。p ＝ 3 の タイ プ III適応 的最 尤型推定量 （襯 ，蠍 ）に関 して は ， ドリフ ト

推定量 に小 さなバ イ ア ス が あるが ，ボラテ ィ リティ推定量は p ＝ 2 の 場合 よ り改善 して い

る こ とが わか る．適応 的最尤
．
型推定量 は ，

パ ラメ
ータ空間を ドリフ トパ ラ メ

ータ空間 とボ

ラ ティ リテ ィ パ ラメ
ー

タ空間に分離す るこ とに よ り， よ り効率的な最適化 お よび数値計算

が 行 え る こ とが わ か る．また ，タイ プ III適応 的最尤型推定量 は， タイ プ 1
，
　II と比 べ て 計
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表 1　 p ＝2，3 の 場合 の 同時最尤型推定量，た だ し，

（θ2，07θ1，0〕＝（O．3，
40

，
20

，
0．4

，
6

，
3），

真値は （ef，θf）；〔O．5，30，15，0．3，5，4）で あ り，初期値 は

T
一（2〕
α

1

一〔2〕
α 2

鼠2｝
α

：1

一〔2〕
α
4 β｛

2） 魂
2〕

50 ，532

（0．081）

31．77

（4．42）

16．48

（3．53）

0．329

〔0．069）

4．999

（0．100）

4，002

（0．082）

100 ．534

（0．071）

3L95

（4．oo〕

16．12

（3．21）

0，322

〔0．063）

5，〔〕04

〔0．076）

4．002

（0．060）

150 ．53．4

（o．067）

31．99

（3．87）

ユ5．87

（2．98）

D．317

（0．059）

5．005

〔0．066）

4．OD3

〔0．051）

200 、534

（〔〕、〔〕65〕

31．98

（3、s〔〕）

15 ．77

〔2．84）

〔
．
）．3工5

〔o．‘め7）

5．005

ω．｛159）

4．〔〕〔〕2

〔〔，．〔〕4碍）

．T
一（3）
α
1

．（3〕
α
2

一〔ヨ〕
α

3
一〔3〕
α
4 βP） β13〕

50 ．538

〔0．079）

32 ．096

（4．27）

16．76

（3．48＞

0．334

（O．069）

4．999

〔0．098）

3．999

〔D．081）

100 ．539

〔o．068）

32．24

〔3．87）

16．38

（3．08）

0．327

（o．D矼 ）

5．0027

（〔｝，D74）

4 ．0007

〔o．058）

150 ．539

（0，065）

32．29

（3，74）

16．22

（2，87）

O．324

（〔〕．057）

5．003

〔〔〕，D64｝

4．001

脚 51）

200 ．538

〔0．063）

32．24

〔3．64）

16．05

（2．76）

0．32／

（o．05ろ）

5．004

（0．057）

4、ODO4

〔0．045｝

表 2 　 p ＝2
，
3 の 場合の 同時最尤型 推定量．た だ し，

（θ2、D，θ1，0）；（1，
100，100，1，10，10）．

真値 は （傷，θ抄＝（0，5，
30

，
15

，
0．3，5，4）で あ り，初期値 は

T
一〔2〕
α
1

一〔2｝
α
2

一〔2）
α
3

ヨ2）
α
4 屠

2） β12）
50 ．920

（0．68）

53．54

〔37，90）

31．29

（28，07）

0．615

（α 55）

5．494

〔0．805）

4．344

（0．64）

100 ．905

（0．64）

53．41

（36．78）

31．049

（27．36）

0．616

（0．54）

5．481

（0．79）

4．335

（0．62）

150 ．9152

（o．64）

54．37

（37．32）

29．80

（26．20）

0，595

〔0．524）

5．5ユ5

〔0．8〔〕7）

4，317

（〔1．〔玉〔〕8）

200 ．927

〔0．64）

55．17

（37．43）

29．28

（25．41）

0、585

ω．51）

5526

（o．82）

4．313

（o、599）

T
一〔3）
α
1

一〔：め
α

2

一〔3〕
α 2

一〔3〕
α
4 βP） 謬〕

50 ．936

（0．690〕

54．34

（37，82）

30．75

（27．02）

o．605

（0．530）

5．509

（0．822）

4、314

（0．619 ）

100 ，909

（0．645）

53．61

（36．78）

31，32

（27．33 ）

0．62ユ

〔0．543）

5．493

（0，801〕

4，336

（0、633）

150 ．922

（0．645）

54，70

（37，24）

30．38

（26，42）

α 60窪

（0．527）

5．518

（0．815）

4．327

（0、614）

2〔〕 0．940

（0．646）

55．85

（37，57）

29，75

（25．42）

0．594

（0．509）

5．521

（0．834）

4．310

（0．593）
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表 3　 p ＝2
，
3 の 場 合 の タ イ プ IIIの 適 応的最尤 型 推定量，た だ し，真値 は 〔el，θD ≡（0．5，

3e
，
1，5

，
0．3

，
5，4）で

あ り，初期値 は （θ2、o，
θ1，の 二 （1，

100
，
10e

，
1

，
10

，
10）、

T
．（2）
α 1

一〔2）
α 2

・（2｝
α 3

・〔2）
α 4 β！

’）
β1’〕 β13＞ ∂！

3〕

50 ．496

（0．056）

29．75

〔3．00）

14．77

〔2．35）

0．296

（0．048）

5．188

（D．097）

4．072

（0．077）

4，993

〔0．092）

3，997

〔0．076）

100 ．495

（o．〔〕38）

29，68

（2．ll）

14．74

（1．67）

0，295

（0，034）

5．18

〔0．0694

，070

（0．053）

4996

（0．066）

3．998

（0，053）

150 ．494

（0，04ユ）

29．65

（2．35）

14．74

（L47 ）

0295

〔0、030）

5．185

（〔〕．〔〕56）

4．07

（〔〕，044）

4996

（0，108）

4、  00

（0，110）

200 ，≦94

（D．033）

29．61

（1．81）

／473

（1．32）

0295

〔0027 ）

5，185

（0049 ）

4、069

（0、038）

4．997

（0．070）

3999

（0，077）

算速度が 速 くな るこ とが 確認さ れた ．こ れ は ， タ イ プ IIIの擬似対数尤度関数が タイ プ 1
，

IIよ りもシ ン プル で あ り， 最適化が容易 に な っ た こ とが理 由 と考 え られ る． しか しなが ら，

こ の こ とか ら， タイ プ 1
，

IIの 適応的最尤型推定量が不要で あると い うこ とで は な い ．実

際 ， タイ プ 1や タイプ II の 方が タイ プ IIIよ りも漸近挙動が 良 くな る数値実験結果が あ る．

特に
， タイプ 1 の ドリフ ト推定量は 良い パ フ ォ

ー
マ ン ス を して お り，タイ プ IIの ボ ラテ ィ

リティ推定量 は安定 して い る．詳細は，Uchida　and 　Yoshida（2012）を参照．

4． 最近 の発展

4．1　 適応的ベ イズ型推定量

　連続観測にお ける確率微分方程式モ デル の ベ イズ推測 は古 くか ら研究 されて い る （Basawa

and 　Prakasa　Rao （1980））。　 Kutoyants（1984，
1994

，
2004）は lbragimov−Has ’

minskii ア プ

ロ
ーチ （lbragimov

−Has ’

minskii （1981））を確率過程 に
一

般化 して
，

ベ イズ推測を展開 した．

一
方 ， 離散観測 にお ける確率微分方程式の ベ イ ズ推測 に つ い て は，Yoshida （2005 ，

2011），

Ogihara　and 　Yoshida（2011 ，
2012），　Uchida　and 　Yoshida（2013a）な どの 先行研究がある．本

節で は
， 3節 と同様の 確率微分方程式モ デル に対 して ，適応的ベ イ ズ型推定量を構成 し，そ の 漸

近 的性質に つ い て 考察す る．詳細に つ い て は，Uchida　and 　Yoshida（2013b ）を参照．　 i＝ 1
，
2

に 対 して ，θ
，
の 事前分布 Ti （θ，）は連続 で あ り， 0 ＜ infθ、∈e 、

　Ti （θi）≦ sup
θ、∈e 、

π
，（θi）＜ Oo

を満 たす とす る．lo＝［
P − 12

］，
ko＝ ［割とする，

　適応的ベ イズ型推定量 鮒鉱
1）

と鰐飢は次 の ように定義され る．k ＝ 1
，
．．．

，
IOに対 して

，

δ難三
1）

＝

∂雛ln一

fe1　e1　・xp ｛・撚
一’）

（θ，・I　OilS，73
）

，磯劉 ・ ・（θ1）dθ・

烏le
・ p｛礁

1）
（θ11 鱗濡

3）
，礁

2）
）｝π 1（θ1）dθ1

’

い exp ｛飜 （・・ 1艦
’）
礁

2）
）｝・ ・（・・）…

fe2・・ p｛蠍
）
（θ・ S！l毎’）

，
di！lSJn2）

）｝・・（θ・）…

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

352 日本統計学会誌　　第43巻 第2号 2014

そ して，

みil鉱
1）

一

＝叶

n

（
P2

　　「
（
2

〜
が

fel　el　・xp ｛ソ望
‘
。＋1）

（θ一i ∂ll卸
1｝
螺 ）｝π仰 ・1

fe1　・ xp ｛ソ£
2’

°
T ’〕

（θ11 δ仔飼
）
，∂黝 ）｝π 1（θ1）dθ1　

’

」』、

θ・e・p｛V£
2（1°＋1））

（・・ 礁
1）
礁 ）｝・ ・（・・）d・・

f。 、
・・xp ｛ソ！3

（‘°T ’））
（θ・ 嘸

’〕
，
δ鸚 ）｝・ ・（・・）・θ・

’

こ こ で，瑳温＝ 0，
∂S（］1　，n ＝ 0 と し，　vA2　

k’− 1）
と V£

2κ〕
は 3．3 節で定義され た 擬似対数尤度

関数で
，

　　　　　　　　　　喋
一1）（θ1 θ） 一　占ソ黛

一・）
（θ11 の，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 TL　　 P

　　　　　　　　　　　聯 ・・ 1・） 一

＠，Ln≒齋
κ，（θ21 θ）

で あ る．また，Zo≦ ko≦ lo＋ 1 で あ る こ とに注意す る．

　命題 4．1p ≧ 2
，
‘〔1

− ［甼 ］，　k／o 一 圖 とす る．［Al］， ［A2］（2k〔〕，
　2k；〔｝＋ 1）， ［A3］， ［A4］を仮

定 す る．こ の とき ， す べ て の M ＞ 0 に 対 して ， η 硯 → 0 の 下 ，

　　　　　　E：酬 （而 礁
］〉一・1）・・π 〔囎 一・s））

M

＜ ・・

が 成 り立 っ ．

　定理 4．1p ≧ 2
，
　lo− ［

P
− 12
］．ko＝ ［劉 とす る．［A1 ］， ［A2」（2梅 2んu ＋ 1）， ［A3亅， ［A4 ］を仮

定す る． こ の とき，
η 嬬

一→ 0 の ド，

（而 （・歹聯
⊥）一θ1）， 》砺 （汐1烈 一θs）凶 く1， （・），

さ らに
， 任意の 多項式増大な連続関tw　f に対 して

，

E ・
・［！（而 （汐聯

’）一θ1）7 》砺 （∂魁 一θs川 → E ［∫（く1， く・）］

が成 り立 っ ．

　本節で は
， タイ プ IIIの 適応的ベ イ ズ型推定量 の 解説を行 っ たが ，3節 と1司様の擬似尤度

関数を用い て
，
タイ プ 1

，
IIの適応 的 ベ イ ズ型推定量 を導出す る こ とが で き ， それ らが 定理

4．1 と同様 の 漸近 的性質を持 つ こ とが 証明で き る （Uchida　and 　Yoshida（2013b））．
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4．2　 八 イ ブリッ ド ・ マル チステ ッ プ推定量

　適応的最尤型推定量 （3 節）は最適化す る際に初期値 を決 め る必 要が ある． こ れに 対 し，

適応 的ベ イズ型 推定量 （4．1節）は初期値の 問題は 回避で きる が
， 計算 コ ス トを無視で きな

い ．本節で は，両者 の利点 を活か した推定法を提案する．確率微分方程式モ デル は 3節と同

様で ある．lo＝ ［
P
− ⊥

2 ］，
mo ＝ ［与

≧
］そ して ko＝［号］とす る．

ハ イ ブ リ・ ド・
マ ル チス テ ・ プ齪 動 ii扉 ∂卿 を次 の ように求め る．　k − 1

，
…

，
1・ に

対 して
，

融、

∂ll鑑
醴

6鰍

一 覗，。 − 4・・節で 求め た θ・ の 初期ベ イズ型 推糧 ），

＝　畷撮， （4 ．1 節で 求め た θ2 の 適応的ベ イ ズ型推定量），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 1
− 61 

’L ［∂3、ソ！2
配＋ ’）

（6豊
’）
［bk7i＞，

6監
’）
）］［o・，　v£

2h ＋’）
礁

’）

礁
⊥｝

礁
⊥）
）］，

− eSfXユ）一階
・… （ese．

一⊥〕 δ魑  
’）
）］
− 1

［・e？
ソrた＋

蠍
］）
喋 δ 

1）
）］・

ただ し， 上記の 逆行列が存在 しない 場合は，単位行列 と して お く．

　定理 4．2P ≧ 2
，
　lo＝ ［甼 ］，m 。

＝ ［kl
’

］，
ko ＝ ［号］とす る．［Al］， ［A2］（2k〔1，

2ko ＋ 1），

［A3 ］， ［A4 ］を仮定する． こ の とき，π鳩 → 0 の 下 ，

　　　　　　　　　（而 （o｛禦一θr）， 》函 θ鋤
）一θ1））孔 （く1 ，く・）・

さ らに ，任意の 多項式増大な連続関数 ∫に対 して ，

　　　　　　　E 。
・［ノ匝 （∂鰓一θD ， 》砿 （瞭

じ）一θs））1→ E ［f（Cl，ぐ・）］

が成 り立 つ ．

　提案 した推定量は ，3．3 節で 定義され た擬似対数尤度関数に基 づ い て 導出 されて お り
，
タ

イ プ IIIの ハ イブ リ ッ ド ・マ ル チス テ ッ プ推定量 と呼ばれ る。初期推定量 と して は
，
ベ イ ズ

型推定量 を用 い て ， 最適化の 代わ りに ニ ュ
ー トン ・ラプソ ン 法を用 い て

， 効率よ く推定量 を

計算 して い るこ とが わか る．3 節 と同様の 擬似尤度関数を用 い て
，
タイ プ 1

，
IIの ハ イブ リ ッ

ド・
マ ル チス テ ッ プ推定量 を定義で き るt そ して 、それ らは定理 4．2 と同様の漸近 的性質

を もつ ．詳細は ， Kamatani　and 　Uchida （2014）を参 照．

4．3　 情報量規準の
一

般化

　2 節 と同様の確率微分 方程式モ デル を考 え る． エ ル ゴ ー ド的拡散過程 の モ デル 選 択の た

め の 情報量規準 を π硫 → 0 か ら π嬬 → 0 （p ≧ 2）の 下で機能する よ うに
一

般化する．

　条件 ［e1］の 代わ りに新たな条件を仮定す る．

［つ 1］（k ，
1） （i）・謳 θ

皿 ，，）∈ Ol嚇 （Rd　x θ
皿 ，2；Rd ）． （ii）b

，，、（・ ，
em，、）∈ σlv‘，‘（Rd ×

e ，n ，、；RdORd ）．
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　推定量 θm ，n ＝ （θ，n ，1，
n ，　Om

，
2

，
n ）は次の 条件 を満 足す る と仮定 す る．任意 の 多項式増大な

連 続関数 ノに対 して ，nhP
，

→ 0 の 下，

　　　帥 ＠（b− ，i．n
− ・Trt ，1，・），m （bTn，2，n − ・

・
，
・

，
・））］一 ・ ［f（CTTi）］　 （・・）

こ こ で ，（賑 は平均 0 で
， 共分散行列 ∫疵

1
（θm ，。）とな る （p ． ＋ q． ）次元正規確率変数で あ

る． また，η姥 → 0 の 下，

　　　　　　　　　　　　∂・σ
，。 ，。 ，n （θm ，。 ）［θ． ，n

一θ  ］．e・・O，　 　 　 　 （4．2）

こ こ で
， Um ．p ，n （θm ）は モ デル m に 対す る 2節で定義 した擬似対数尤度関数 Up，n で あ る．

情報量規準 ∫びP 〕
（Xn ，

m ）と平均対数尤度 E ゐ（Xn ，
7の を

　 」び P）
（X 。 ，

M ） 一 σm ．。．n （∂． ，。 ）一娠 ，、n （θ  ）＋ E 。 n ［乏脚 μ 。 ，
θ再、）］

− dim（θ． ），

　　 EL （Xn ，rrt）　＝　Ez 。、［4，rt，n （Zn ，
θ，n ，n ）］

とす る．

　定理 4．3p ≧ 2
，
　m ∈ ｛1，

＿
，
M ｝とす る．［Z）−1］（2ko，

2ku ＋ 1）， ［e−2］， ［e−3］を仮定 す る．

推定量 θm 、n ＝ （Om，1、，、，
θ

，，、，2，．n ）は （4．1）と （4．2）を満た す とす る．こ の とき，　 nh9
，
　− O の 下 ，

　　　　　　　　　　 E θ
・［」σ （1’）

（Xn ，M ）− EL （X ． ，
n ？）］＝ o（1）

が成 り立 っ ．

　2 節 と同様 に
， 統計モ デル は真 の モ デル を含 んで い る こ とを仮 定 して い る の で ，」，ゴ ∈

｛1，
＿

，
M ｝に対 して ， 砿 p，η （θi，o）＝ U」，p，n （Oj，u）か っ 鰯 ， （θ、、o）＝ lj，n （θj、o）で あ る．こ うし

て， m 番 目のモ デル に対す る，擬似対数尤度関数 に基づ く情報量規準 を

　　　　　　　QAfO 〔P）（X 。 ，
M ）一 一2・Um ，，，n （d ＿ Bnz，n ）＋ 2dim （θ． ）　 　 （4．3）

と定義 して，QAIC （P ）
（Xn ，

m
＊

）； 　Min
，n，〔OAJC （P ）

（Xn ，
m ）に よっ て ，最適なモ デル m

’

を

選択 す る．また，真の モ デル を含 まな い 誤特定モ デル が 存在す る場合 ，
そ の 誤特定モ デル

が QAJO （P〕
に よ っ て選択され る確率は 児嬬 → 0 の とき，0 に収束する．詳細は，　Fujii　and

Uchida （2013）を参照，

5．　 おわ りに

　本論文で は ， 確率微分方程式に よ っ て定義 され るエ ル ゴ ー ド的拡散過程 の 統計的モ デ リン

グに つ い て 解説 した ．確率微分方程式モ デル の 統計推測に関するテ キ ス トは
， 多数出版 され
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て お り， 例えぼ，Kutoyants （1984 ，
1994

，
2004），

　Ktichler　and 　S¢ rensen （1997），
　Prakasa 　Rao

（1999a ，
　b），

　Iacus （2008），
Ait−Sahalia　and 　Hansen （2009a ，

　b），
　Jacod　and 　Protter （2012）胃

Kesslerεt　at．（2012），
Fuchs （2013）な どが あ り， フ ァ イナ ン ス 分野だ けで な く， 生命科学等

の分野 に も応用 されて い るこ とがわか る．高頻度データ （1司期 また は非 同期観 測）に基 づ く

ボ ラテ ィ リテ ィ 推測に つ い て は
，
BarndorfLNielsen 　and 　Shephard （2002），

　Malliavin　and

Mancino （2002），
　Hayashi 　and 　Yeshida （2005），

　Jacod （2008），
　Ubukata　and 　Oya （2008），

Podolskij　 and 　Vetter （2009），　 Fukasawa （2010），　 Bibinger （2012），　Ogihara　and 　Yoshida

（2012），
Ogihara（2013）な どを参照 された い ．ジ ャ ン プ付確率微分方程式や レ ヴィ過程の 統

計に 関連 す る文 献 に つ い て は，清水 ・吉 田 （2003），
Shimizu　and 　Yoshida （2006），

　Mancini

（2004， 2009），
Ait−Sahalia　and 　Jacod （2007，

2009），
　Masuda （2007，

2013a
，
　b），

　Shimizu

（2010 ，
2012），

Ogihara　and 　Yoshida （2011）な どが ある． レ ヴィ 過程で 駆動 され る確率微

分 方程式は ジ ャ ン プ型確率過程モ デル 等の 解析に有用で あ り， 今後益々発展す る分野で あ

る．得 られ るデータは離散 的 （高頻度）で あ るが ，統計モ デル は連続時間確率過程 とい う設

定 は，モ デル の 表現力や解析能力 を考慮 する と極め て 自然 で あ り，データか ら有益な情報

を抜き出す統計推測 の本質的 な問題 に 対応 して い る と思 われ る．
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