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NMAR の 下で の 尤度法

狩野　裕
＊

Likelihood　Method 　in　NMAR 　Missingness

Yutaka 　Kano ＊

　欠測 値データ解析 に お い て 欠測 メ カ ニ ズム が MAR （missing 　at 　random ）で ない とき統計 的推

測 は難 しい．典型的な方法は 欠測メ カ ニ ズ ム を組み 込ん だ尤度に よ る最尤法を適用す るこ とで あ

るが ，こ の 方法に は 理論的に も数値的に も困難が 生 じる こ とが 多い ，そこ で，本論文で は 欠測 メ

カ ニ ズ ム を明 示的に 用 い ず に 推測 す る方法 を議論す る．まず最初 に，潜在変数モ デル に お い て ，

欠測 メ カ ニ ズ ム が 潜 在 変数 に 依 存す る とい う MAR で な い 欠測 に お い て
， 欠測 メ カ ニ ズ ム を用 い

な い 修 正 直接最尤 法 を提案す る．同 方 法は 全て の パ ラ メータの
．
激 推定量 を構成す る．

　つ ぎ に MAR 条件 の 緩和 を試 み る．　 MAR は 直 接 最尤 推定 量が
一

致 性 を有 す るた め の 十 分 条件

に 過 ぎ ない ．数学 的 に よ り弱 い 条 件 を提 出 しその 性質 を調 べ る，

　It　is　difHcuit　to　draw　statistical 　inference　for　datawith 　missing 　va ！ues 　when 　the　rnissing −data

Inecha 皿 ism　is　not 　MAR （missing 　at　 ramdom ）．　 Typica皿y　one 　call　apply 　the　method 　of　Iikeli−

hood 　with 　a　rnissillg −data．　mecha 皿 ism　to　analyze 　such 　data．　 The 　likelihood　Inethod ，　however，
encounters 　dif且culties 　with 　identifying　an 　appropriate 　model 　for　the　missing −data　mechanism
and 　 with 　 model 　identificat・ion　or 　I − lmerical 〔〕ptilIlization．　 Thus ，　 we 　discuss　the 　 estimatio コ1

problem　withou しexplicit 　use 　of 　missing −data　mechanisms 　for　Ilot　MAR 　missingness ．　 First，　 a

modi 且ed 　direct　likelih  od 　method 　is　proposed　to　estimate 　a．　linear　Iaten七 variate 　model 　with

not 　MAR 　missingnoss ．　 The　method 　is　shown 　to　provide　consistent 　est 重ma 亡Drs 　for　all　model

parameters．

　 The 　MAR 　is　known 　to　be　 merelv 　 a　 sufhcient 　 condition 　tbr　the　direct　likelihood　MLE 　to

be　consistent ．　 Weakening 　the　MAR 　condition 　is　oxplorcd ，　 whcre 　the　 consistency 　still　ho夏ds．

Several　properties　of　the　weakened 　MAR 　c｛）Ildition 　are 　discussed．

キー
ワ
ード： 欠測 メ カニ ズ ム ，情報量不等式，一

致推定量，因果推論の 基 本的問題，条件付 き独

　　　　　　立，強 い 意味で の 無視可能

L 　 は じめに

不完全データ とは，当初想定 した形で 得 られ ない データの こ とをい い
，

い くつ か の パ ター

ン が あ る．典型 的 に は，欠測値 （欠損値）データ （missing 　data），そ して ，打ち切 りや連
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続 データの グル ープ化 な ど精度の悪 い データ （coarse 　data）があ る （e ．g．，　Schafer（1997），
岩

崎 （2002 ））．

　欠測値 データ解析 に おい て は 観 測変数が与 え られた 下で の 欠測指標 の 条件付 き確率　欠

測 メカニ ズ ム とい う一が重要 な役割 を果た す． しか し， まず第
一

に
， 欠測 メ カ ニ ズ ム を正

し くモ デリン グす るこ とが 困難で あるこ とが 多 く， もしモ デル を誤特定 した ならば推定量

に無視で き ない バ イ ア ス が 生 じ得 る とい う問題が ある （e ．g．，　Tang　ct　al．（2003，
　p．750））．

第二 に
， た とえ欠測メ カ ニ ズム が モ デル 化で きた として も推定に 困難が 生 じる．すなわち ，

欠測 メカ ニ ズム を含 めたモ デル が識別可能 で ない こ とがあ る （e ．g．，Ibrahim 　et　at．（2001））．

識別 で きた として も識別が弱 い こ とがあ る （e ．g．，森川 ・狩野 （2013））． こ うい っ た状況の 下

で は
， も し可能で あるな らば

， 欠測 メ カ ニ ズム を用 い る こ とな く興味あるパ ラメ
ー

タを推測

する こ とが 望 ま し い ．そ の た め の 数学的条件が MAR （missing 　at　ralld 〔）lri）で あ る （Rubin

（1976），
Little　and 　Rubin （2002））

エ）． しか し ，　 MAR は 厳 しい 条件で ， 常に適用 で きる と は

限 らない ．なお
，
MAR が成立 しな い とき ， 欠測 メカ ニ ズ ム は NMAR （Not 　MAR ）とい わ

れ る．

　こ の よ うな問題に 対 して い くつ か の ア プ ロ ーチが あ る．
一

つ 目は
， 欠測メ カ ニ ズム を用

い ず，尤度を修止 した り，完全データ解析 （complete 　case 　analysis
，
　CCA ）を用 い た りして ，

NMAR の 欠測データの 下で興味あるパ ラメ
ータの

一
致推定量 を構成 す る もの で ある．た

とえば Chen（2001）や Tang 　et 　 a，t．〔2003）が ある．　 Allisoll（2002）は特に回帰分析に お い て

CCA を推奨 し て い る．確か に，尤度法は不適だが CCA が
一一
致推定量を構成する場合が あ

る． しか し，完全デ
ー

タ （complete 　case ）が 多 くない 場合，　 CCA の 推定効率が大幅に ダウ

ン す るこ とを注意 して おかな けれ ばな らない ．本論文 で は第 3節 で ， 潜在 変数モ デ ル に お

い て ， NMAR で ある欠測 メカ ニ ズ ム の 下 で
一

致推定が 可能 とな る， 欠測 メ カ ニ ズム を用 い

な い 修正尤度法を提案す る ．

　二 つ 口の ア プ ロ
ーチは MAR 条件の 緩和 で あ ろう．　 MAR は

一
致推定の た め の ト分条件

に過 ぎず，数学的に MAR 条件 を緩和す る こ とが 可能で あ る．本論文第 4 節で は 具体 的 な

条件 を提 示 しその 性 質を調 べ る．

　そ の他の ア プ ロ
ーチ として ，NMAR の ドで の 欠測 メ カ ニ ズム を用 い な い MLE に生 じる

バ イ ア ス を理 論的に 評価 し，
バ イ ア ス を減少させ るた め の 手立て を講 じる方法が ある．バ

イア ス 減少の ため の 手段 として補 助変数法 （e ．g．，
　lbrahim　et　al．（2001），

　Grahanl（2003））

が あ る． また，実際的な方法 として 感度分析 があ る （e ．g ，，　Daniels　and 　Ilogan（2008））． こ

れ らの ア プロ ーチ は別の 機会に議論 した い ．

1） 粗 い データの 場合 は CAR （coarsend 　at 　 random ）と い わ れ る （Heltjan　alld 　Rllbil1（1991），Tsia七is（2006）），
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2． 記号 ・定義と最尤推定

　本節で は本論文を 通 じて用 い る定義 と記号 を示す．p 次元の 観測変数の 確率ベ ク トル を

y ＝ ［Yl，
＿

，
Yp］

’

とし ， その 値域を ン （⊂ RP ）とす る．　 y の 観測 （欠測）指標 ベ ク トル を

R ＝ ［Rl ， ．．．，
Rp】

’

とす る．す なわ ち，　 Yiが 欠測 （観測）の と き Ri ＝ 0 （1）で あ る．　 Y の 欠

測パ タ
ー

ン の 総数を L （1 ≦ L ≦ 2P）とし，　R の 取 り得 る値 を r （e）（1 ≦ e ≦ L）とする．た

とえ ば，r （の ＝ ［1，
．．．

，
11ノ は完全 データ （complete 　case ）を表す．

　D
卿

を e番 目の 欠測 パ ター
ン に お い て 観測 され る 変数 を選択する行列 とする．すなわ

ち ， D
卿

y は e番 目の 欠測パ ターン にお ける観測変数ベ ク トルで ある．　DT の y を y （e）と

’
書 くこ とが ある．また，e番目の 欠測パ タ

ー
ン に お ける欠測変数ベ ク トル を Y （

一
の と書 く．

集合の意味で y ＝（Y 。bs，
　ymi

、）＝ （y
 

，
y （

−e）
）（4 ＝ 1

，
．，，

，
L）で あ る

2）．な お ， 確率ベ ク

トル の実現値に つ い て も同様 に y （e）
， yC

−e）な る記号 を用 い る．

　（y ，
R ）の 同時分布を

　　　　　　　　　・ （R − r ！e）1・1・）！（〃 θい 一 1
，
…

，
・

，… y 　 　 （・・1）

　　　　　　　　　θ ∈ e （⊂ Rq），
　 P ＝ ［θ

’

， Tt］
’

∈ 三 （⊂ Rq ＋

つ

と書 く．y の 値域 ン は RP に おい て縮退せ ず ， 確 率密度 ∫（訓θ）は ン × θ におい て正値を

と り， ン は θに依存 しない もの とす る。本論文で は f（ylθ）はル ベ ーグ測度に対す る微分 と

するが ，以下の 議論 は離散分布等で も成立す る．

　y の部分で ある Yce）の分布を

　　　　　　　　　fr・・1（y・e）le）− ff（・1・）・y （
− e・

，　 e − 1
，
…

，
L

と書 く．なお ，
y （e）が完全データの ときは積分を施 さない もの とする．

条件付き確率

　　　　　　　　　　・ （R − r （elty
一 吻 ，　 e − 1

，
…

，
L 　 　 　 （・・）

　　　　　　　　　　・ （R − r （el　ly｛e｝一

・
（e）1・・），　 e − ・

，
…

，
L 　 　 （・・3）

を考 える．（2．2）を欠測 メカ ニ ズム （missing −data　mechanism ）と い う．曖昧さが 残るが，と

きに （23 ）も欠測 メカ ニ ズム と よばれ るこ とが あ る．

　欠測 メカ ニ ズ ム が MAR （missing 　at　random ）で あ るとは，

　　　　　　　P （R − r （e）IY− 〃；9）− P （R − r（e）ly（E）一〃
（E）

；9P），

　　　　　　　 乏＝ 1
，
＿．

，
L

，
　y ∈ 〕？，

　ep∈ 三 　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．4）

2｝ 観測値を表す Y 。bs や欠測値を表す 写mis
は しば しば用 い られ 直感的に分か りやすい ，しか し，数学的 に曖昧

　 さが あ り本論文の議論 に 不便で あ るか ら用い ない （e．g，，Seaman　et　at．（2013）〉．
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が成立する と きに言 う（e ．g．， Rubin （1976），
　Little　and 　Rubin （2002）， 岩崎 （2002 ））

3）。　 MAR

が成立 しな い とき，NMAR （not 　MAR ），また は MNAR （missing 　not 　at　random ）とい

う．MAR か つ （2．2）の条件付き確率が θに依存 しな い と き
’1〕，欠測 メ カ ニ ズ ム は無視可能

（ignorable）とい われ る （e ．g．，　Little　and 　Rubin （2002，
　p ．119），

　Lll　and 　Copas （2004））．

　MAR は，　 y （e）を与 えた下で R と y 〔
一

の
とが 条件付き独立 で ある こ とを

一
般 に意味 しな

い こ とに 注意 す る． とい うの は，r ［e）と y   が連動 して い るか らで あ る．い くっ か の文 献

に お い て 混乱が 見られ る （e ，g，，　Seaman 　et 　al．〔2013，
　p ，260））．

　なお ， L ＝ 2 の ときは例外的 に条件付 き独 立が成 立す る．実際，　 MAR 条件

P （R 一遡 y − y ；P）− P （R − ・
〔e）ly¢e −

〃
〔e）

；P），

が 成 り立 て ば，両辺 を 1 か ら減 じる こ とに より，

・ （R − ・
（の Y 一 吻 一 P （R − r ‘et）ly〔の 一

〃
 

・P），

を確認で き る． こ こ で （e，
et）； （1，

2）or （2，
1）で ある．それ ゆえ

R ⊥ Y （
−e｝1　y （e

，
e − 1

，
2

y ∈ y ， ep∈ 三

y ∈ ン， P ∈ E

（2．5）

を得る
5）．

　Y と R を っ な ぐ潜在変数ベ ク トル Z を導入 し，Z を与えた下で y と R とが 条件付 き

独立で ある こ とを仮定 す る． Z を与えた下 で の （y 、R ）の 分布を P （R − r （e）IZ）fy−IZ（YIZ）
と し，

Z の 周辺分布を 尨 （z ）とす る．なお
，

こ こ で は パ ラメ ータを省略 して い る． こ の と

き ， （y ，
R ）の 分布は，

1　P （R − r 〔E）lz）ル lz（y 」z ）尨 （z ）dz ，
　 e ； 1

，
＿

，
ゐ

，
　y ∈ ン （2．6）

と表す こ とが で き る． こ の モ デ ル を shared −pararneter　inodel と言 い ，
一般 に

， そ の 欠測

メ カ ニ ズム は MAR で な い こ とが 知 られ て い る （e．g．，　Albert　and 　Follman （2009），
　Kano

and 　Takai （2011））．　 Crecmers　et　al．（2011）は shared −parameter 　model の 拡張モ デル を定

義 して い る．shared −parameter 　mode1 に よる欠測 メ カ ニ ズム は潜在変数モ デル と整合性が

高 い ．本論文で は第 3 節で 潜在変数モ デル を取 り上 げ る．

　母集 団分 布 （2．1）か らの サ イズ n の 独立 同
一

標本 を （Y ］，Rl ），＿ ，（Yn ，
Rn ）と書 く．欠

測 を含 む標 本 は （DR ，
　Y1

，
R1 ），

＿
， （DR ．，　yn ，

Rn ）と書 くこ とが で き る，

3） MLE が 真値 に 確率収束す るた めの 条件 として は，　 g が 真 値
一

点 に お い て こ の 等式が 成 立す る こ と で ト分で

　 ある．しか し，真値 は 未知 で あ る こ とか ら，統 計 学 の 慣例 を鑑 み g はパ ラ メータ空間 三 の任意の 点とした．
4｝ parameter 　separation また は parameter 　distinctnessが 成立 す る とい う．本論文で は 無祝可 能 の 概念 は 重要

　 で な く， した が っ て
， parameter 　separatien は 仮定 し ない．

f’｝⊥ は Dawid の 記号 と言 われ，（条 件 付 き）独 立 の 関 係 を表 す （e．g．，　Lauritzen（1996，　p，28），　Dawid （1979））．
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二 つ の条件付き確率を

　　　　　　m （r （e）瞬 ）− P （R − r （e〕y − Y；9），
e− 1

，
…

，
L

　　　　M
。
（・）（r （e）1〃（e

；  一 P （R − r （e〕y 〔e〕
一

〃
（e）19・）

　　　　　　　　　　　　
− 1・ ・（r

（e！1… ）轟
1
器
）

。）
d・

〔
一ゑ

い 一 ・
，
… IL

と書 く．

　こ れ らの 記号の 下で ，下記 2種類の尤度を定義す る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 アt

　　　　　　　　　矼
。 回 一 HmR， （RI・1DR，y ；P）∫島 阪 Y

・1θ）　 　 （2．7）

　　　　　　　　　　　　　　 
’

　　　　　　　　　D 扇 θ）− H 職 （DR ，Y ，1e）　　　　　　　　　 （2・8）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

こ こ で ，DR
、
　Yt が 空の ときは，　fRi（DR ，，　Yi 　1e）＝ 1 と約束 する．（2．7）は欠測 メカニ ズム を含

め た尤度で あり，Full　Likelihoed とよぶ こ とにする．（2．8）は欠測 メカ ニ ズム を含めない 尤度

で Direct　Likelihood　直接尤度　とい う、なお
， 後者は Observed−Data 　Likelihood

，
　Full−

Information　Likelihoodとよばれ るこ とが ある （e．g．，Arbuckle（1996），Schafer（1997））。欠

測メ カ ニ ズム を正 し く特定で きれば，識別性な どの 正則条件の 下で ，FLn （ep）を最大 にす

る解 ψは真値 g の
一

致推定量 とな る．また
， 条件 MAR の 下で は

， 識別 性 な どの 正則 条

件の下で ， DLn （θ）を最大に する解 θ は真値 θ の
一

致推定量 とな る （Rubin （1976），
　Little

and 　Rubin （2002），
岩崎 （2002），

Takai　and 　Kano （in　press））．なお ， 本論文 で は ， （2．7）ま

た は （2．8）を最大にす る解 と して 定め られ る推定量 を MLE とよぶ こ とに す る．

3． 潜在変数モ デル の欠測値問題

　潜在変数 （latent　variable ）を扱 うモ デル は広範で 有用で ある．潜在変数 モ デル に は い く

っ か の ル ー
ツが あ る．

一
つ は 20世紀初頭に 開発され た 因子分析モ デル （Spearman （1904））

とそ れ を発展 させ た 構造方程式モ デル （e．g．，　Bollen （1989 ），
　Hoyle （2012））で あ る． もう

一
つ は 実験計画法や 分散分析 に お い て 登場 す るラン ダム効果 （ブロ ッ ク効 果

，
e．g．，

　Searle

（1971））で あ り， それを発展 させ た （線形）混合モ デル で ある （e ．g．，　Laird　and 　Ware （1982），

McCuUoch 　et　al．（2008））．近年 注 目されて い る離 散型潜在 変数 は有 用 な有限混合 モ デ ル

を提供す る （Muth6n （2002））．あ ま り意識 は しない が誤差変数 も潜在変数で ある．潜在変

数モ デル に お ける欠測値聞題 は多 くの 文献で 議論され て い る （e ．g．， Mu 七h6netal ．（1987），

Arminger　and 　Sobel（1990），
　Jamshidian（2004），

　Yuan 　and 　Lu （2008），
　Savalei　and 　Bentler

（2009））．

　本節で は Ka 皿 o　and 　Takai（2011）に従い ，下記で 定義 され る線形潜在変数 モ デル （Linear

latent　variate 　model ，　LLVM ）の 欠測値 問題 を考 える．　 y を p 次元の 観測変数ベ ク トル
，　Zg
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を 秘次元の 潜在変数ベ ク トル （．q ； 1
，
．．．

，
G ）で 互い に無相関，　 e を p 次元の誤差ベ ク トル

と し ， 下記の モ デル を考え る．

　 　 　 　 c

Y 一

μ ＋ Σ A
，（λ）Z 、

＋ ・ 　　　　　　　　　　　　　 （3・1）
　 　 　 　 9＝l

　　E （Zg ）； 0
，
　E （e ）＝ 0

，
　V （Zg ）＝Φ

9 ，
　V （e ）＝Ψ ＝ diag（ψll ，

．．rψPP ），

　　C・v （Z ．， ，e ）＝ O，　C・v （Z 、 ，zh ）＝ O ， 9 勲 ，

　　E ［（zlz ，）
2
］く 。。濯 ［（・

’

・）
2
］く  

こ の とき

E （y ）一
μ

　 　 　 　 む

v （y ）一Σ A
，（λ）Φ，

A
，（λ）

’

＋ Ψ （一Σ（θい ・y）・

　 　 　 　 9＝1

　　θ一［λ
’

， ψ1。 ＿ ψ
。。

．V（Φ1）∵ ．．
，
V （Φ・）1

’

（3，2）

を得 る． こ こ で ， λ は s 次元の ベ ク トル パ ラ メ
ータ ，

A （λ）は p × kgの 行列値関数で 連続 ，

そ して ， 1丿（・）は vec −operator （Magnus 　and 　Neudccker （1999））で あ る．また ，Φg は構造

を もた な い こ とを仮定 して お く．LLVM は有名な LISREL モ デル （J6reskog　alld 　S6rboln

（1993））や EQS モ デル （Bentler （2006））な どの ほ とん どを実現で き る広範なモ デル で あ る

（Browne　and 　Shapiro（／988），
　Anderson （1987，

1989））．なお，　 a ＝ 1 の とき LLVM は検

証的因子分析モ デル （confirmatory 　factor　analyg ．　is　model ；CFA ）を表す．

　さ て，観測 変数ベ ク トル Y に 欠測 が生 じると しよ う．第 2 節で の 定義や記号を 引き継

ぐ．正規性の 仮定 の下で 観測変数 ベ ク トル D
ア
 
y の 確率分布 は

噸 ・
。
・・yP

。
畔 ，

・
。
…

Σ（・）・
。の

で ある． こ こ で ， pce）は欠測パ ターン rce）に お い て観測され る変数の数で ある．サイズ n の

標 本 （DR 、
　Y1

，
R1 ），

．．．
， （DR ，，　Y ，、，

Rn ）が 与え られて い る とし，　Je＝｛1 ≦ i ≦ nl 凡 ＝ r （e ｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゐ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 L

を定義 し， η凌 ∫
そ

の 要素の 数 とする、 この とき，Uie＝ ｛1，
．．．，n ｝，そ して ，Σ　Tte ＝ n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乏＝／　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 乏＝1
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で ある．この 記号の 下で ，Direct　Likelihoodは

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

肌 （・，・）− HN（・ ＆ Yi 阪 ・ ，
・凡 ・（・阪

’

）

　　　　　　　　　　　　・
｝
N

，・ 叫 ・
y

・ 1Dr・e叫 ・
Σ（・）P

。
・の

　　　　　HH ”
P・《D

。 … y ・1Dr畔 ，
D

。
〔e）Σ（θ）D

。の

　　　 
1

ム

　　ーH Σ 1
｛R 、

。。

　　　吃
’ e＝1

　 　 　 e＝1毫∈∬e

θ ＝［λ
’

，ψ11 ，
．．．

，ψPP ，
V （Φ1）

ノ

，
．，．

，
V （ΦG ）

’

］
’

365

（33 ）

とな る．（3．3）か ら ， Direct　Likelihoodは L 個 の欠測 パ ター
ン を L 個の母集団 と考えた多

母集団の 同時分析 と同等で ある こ とが わ か る （Muth6n 　et α1．（／987），
　Satorra（2002））．な

お ， すべ て の パ ラ メ
ー

タ θ と μ を母集団問で 等置 して い る こ とに注意す る．

　次の 仮定を お く．

　　 A1 ．　Z1
，
，．．

，
ZG

，
　 e は互い に独立

　　 A2 ．（Zl ，
＿

，
ZG ）を与 えた下で R と Y は条件付 き独立 （shared −parameter 　model ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 c

　　 A3 ・・ P （R 評 Z1 − ・ 1，
…

，
Z ・

一 ・ G ）− Hh、（・1・ 、 ，・
，
θ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 9＝ユ

前節で 述べ た よ うに
， shared −parameter 　mode1 か ら導か れ る欠測メ カ ニ ズ ム は NMAR で

あ る．欠測メ カ ニ ズムが潜在変数に依存す るモ デル は多 くの 状況で 妥当で あ る と思われ る．

た とえぼ ， 変量 内誤差モ デル （e．g．，
Fuller（1987））で は真 の 変数 は必 ず誤差 を伴 っ て しか観

測 され ない 状況 を扱 う．すなわち，「観測変数＝真の 変数＋誤差」 で あ る．欠測 メ カ ニ ズム

は誤差を含 んだ観測変 数 に規定 され る と考 え る よ りも誤差 フ リー
の 真の 変数 （潜在変数）

に依存す る と考 える方が 自然で あ ろう．な お ， 潜在変 数モ デル として ポ ピ ュ ラ
ーな CFA

（G ＝ 1）の 場合 ， 仮 定 A3 は不要で ある．　 Kano　and 　Takai （2011 ，
　Section　6）は仮定 A3 に

っ い て 具体的 なモ デル を用 い て議論 して い る．

　上記 の 仮定 の 下 で ，次 の 結果を得 る．

　　　R を 与え た下で Z1
，
．．．

，
ZG

，
　e は 互 い に 条件付 き独立

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 り

　　　E （ylR − r 〔の）一
μ ＋Σ・

・〔・）・r〕（一μ
働

，
・ay ）

　　　　　　　　　　　　G 　
9＝1

　　　V （YIR − r （e！
）一 Σ ・

・（・）・r）A ，（・）
’

＋ Ψ （一 ・（e
（e’
），

・・y）・　 　 （・・4）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 9 ＝1

　　　　　　　　θ
〔E〕一 ［x ，ψ11 ，

… 7ψ．，，
・（・ie））〜… ，・（・罰

’

e − 1
，
…

，
L
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こ こで，u ！
e）＝ E ［Zg　R ＝ r （e）］と ¢ se）； V ［ZglR 　・＝r （e）］で あ り，

これ らは （3．2）の モ デ

ル の パ ラメータで ある θ と欠測 メカ ニ ズム を規定するパ ラメ ータ と関係する複雑な構造を

も っ て い る．・こ こ で は，その構造 を無視 して飽和 モ デル と して 扱 うこ と とす る．以上 の こ

とか ら， 潜在変数問の 独立性を仮定 した LLVM （3．1）は
，
　 R 　・＝ 　r （e）の 下で も潜在変数間の 独

立 性 が保 た れた LLVM に な る．すなわ ち，　 LLVM は R に よ る条件付けとい う操作に 関し

て 閉じて い る こ とが 理解され よ う．

　以上 に よ り， （擬似）尤度を ド記の ように定義すれ ば
，

パ ラ メ ータ （λ ， ψ11，
＿

，ψpp ）の
一．一

致推定 が可 能で あ るこ とが 分か る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

◎肌 （・ ，
M ）− HH 蝋 Dr ・e・y ・P・ 。

・・μ
 

，
・

。
・e・Σ（θ

 
）・ r ・の　 （… ）

　 　 　 　 　 　 　 　 乏
一ユi∈JF

　　　　　　M − ［・・1・’
，
… ，μ

の ’

］
’

，

　　　　　　  一 ［λ〜ψII ，
＿

，
・
’VPP，

・
’
V（Φ1’〕）’

，
…

，
・（・X）

）〜一・
，
・（・iL｝）’

，
…

，
V （・Le））’

］
’

　MAR の 際に適用で き る Direct　Likelihood（3，3）と新 しい 擬似尤度 （3．5）を比較す る と，

（3，3）は （3，5）に お い て

μ
（1）＝ … 一

μ
  （・・ μ 『

）
≡ 0）

Φ卜 ・… 　¢ IL）， 9 − 1
，
… ，G

なる制約を付加 す る こ とに よっ て 得 られ る こ とが分 か る．すなわ ち，（3．3）は 欠測パ ター
ン

に よっ て定 義 された母集 団問 に お い て す べ て の パ ラ メー タを等置す る の に 対 して
， （3．5）

は
一

部 の パ ラメ ータ （λ ，ψ11 ，
．．．

，ψpp ）の み を等置す る．い ずれの 場合 も，　 SEM の 標準的

なプ ロ グ ラ ム で 分析可能で あ る （狩 野 ・三浦 （2002））．

　各欠測パ ターン に おけ る潜在変数の 平均 u ！
e）二 E ［ZgR ＝r ｛e）］は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Gi

　　　　　　　　　　　μ
 

一

μ ＋ Σ A
，（λ）・『）

，
e − 1

，
…

，
五

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 9＝1

を利用するこ とに よっ て推定 するこ とがで きる．こ の とき，潜在変数の 分散行列 V （Zg ）＝Φg

は下記の 公式 に よっ て 推定 で き る．

　　　　 Φ
9

＝ v （Zg ）＝ E ［v （ZglR ）亅
一
トv ［E （Zg 」R ）］

　 　 　 　 　 　 　 L 　　　　　　　　　　　　　　　 L

　　　　　　一 Σ P （R − r （の
）Φ『）

＋ Σ P （R − r （e）
）（レ『

｝一
・

。）（μ『
L レ

・）
’

，

　 　 　 　 　 　 　 ぞ≡1　　　　　　　　　　　　　　 君＝1

こ こ で P9 ＝Σ塵1P （R ＝ r 〔e））u ！
e）

で ある．
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　（3，4）か ら， リス トワ イズ削除した完全 データ に よる解析 （CCA ）も可能で あ るこ とが分

か る （Kano 　and 　Takai （2009））．ただ し，潜在変数の 分散行 列 Φ
σ

の推定に は バ イア ス が生

じ ， また
，

一
般論 と して CCA は精度が 落ち る．

　潜在変 数の 平均 は識別性の 問題 を考慮 して推定 しなけれ ぼな らない ．推定量 の漸 近分布

な ど含 めて本分析方法の 詳細 に つ い て は Kano 　and 　Takai（2011）を参照 された い ．

4． MAR 条件の緩和

　狩野 （2011）と Kano （2013）は MAR よ り弱 い 下記の 条件を提案 した．

書・ （− ly帰 頭 一書聖 酎 … ））一 ・，
− y … 　 …

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．1）

こ の条件 は
， 左辺が y に依存 しない 定数で あ るこ と と同等で あ る．実際 期待値を取る と

1書・ （
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

R − ・
〔e！ly（E）一〃

（el
… ）！（Yl・・）dy 一Σ ・ （R 一轟 ）一 ・ （・・2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乏＝⊥

）

を得て ，定数 ＝ 1 で ある こ とが示 され る．

　（2，4）の MAR 条件 を （4．1）の最左辺 へ 代入すれ ば す べ て の Y （e が y に置 き換わ り（4．1）

が成 立す る こ とが 容易 に確か め られ る．MAR の 条件 は L 個の 式か ら構成され て い るの に

対 して
， （4．1）は

一
つ の 式で あ る こ とか らも，（4．1）は MAR と比 して ， 少 な くとも数学 的

に は，よ り弱い 条 件で あ る こ とが理解 され る．

　条件 （4．1）の 下で Direct　Likelihood （2．8）カs
’一

致推定量 を生み だす こ とは，第 5 節で 示

され る．

　本節も， 基本的に第 2 節の定義 と記号を引き継 ぐが ， 特に ， y × θ 上で f（yle）＞ 0 が仮

定 されて い る こ とに 注意す る．

　命題 4 ．1p − 2
，
　 L ＝ 4

，
　 y ＝ ［Yl ，

Y2］
’

，
　 R 二 ［R1 ，

R2］
t
と し， 欠測メ カ ニ ズム を下記で

与 え る．

　　　　　　P （R ＝ （i，」）ly，，Y2）＝ 9iゴ（Yl）
一←hio（Y2），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．3）

　　　　　　0 ≦ gzゴ（Yl）≦ 1and 　O ≦ hiゴ（Y2）≦ 1
， 　氏ゴ＝ 0

，
1

， 　［肋 ， Y2］
t

∈ 1ソ

条件 （4．1）は

P （R − （1，
1）1〃・ ，Y2）＋ P （R − （1，

0）の ＋ P （R − （0，
1）y・）＋ P （R − （O，

O））− 1 （4・4）

とな り， これ を みたす よ うに gη （Yl）と h，，

・
（y2）を とるこ とが で き る．な お ，

4 つ の 関数

　　　　　　　　　　　　 901（Y1）1　 hlO（Y2）， 900（Y／），
ん00（Y2）

N 工工
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が すべ て 定数関数で ある とき， また ，そ の とき に限 り，欠測メ カ ニ ズム は MAR とな る．

証明 4．1　（4．3）が MAR 条件を み た すた め の 条件 は明 らか で あ る，

定数 0 〈 c1
，
c2 ＜ 1／4 を定め，

0 ≦ 901（Yl）≦ c1
，

0 ≦ hl。（Y2）≦ c2
，

∀［1／1 ，IY2］
’

∈ ン

をみ たす関数 gOI（Y2），　 hm 個 ）を とる． ド記左辺 の 関数 を右辺 に よっ て 定義す る
6）．

　　　　　　　　　　　911（Y1）＋ 910（Y／）＝ C2
− E ［hlo（均）1｝G ＝Zl〕

　　　　　　　　　　　h，11（tJ2）＋ 1り、（Y2）＝C1 − E ［9。1（Yl）Y2＝ Y2］

これ らは それぞれ区間 ［0 ，c2 ］と ［O，Cl ］に 収 まっ て い るか ら，

　　　　　　Σ蝋   1）一 （・2
一
耶 1・（Y2）匿 一 の＋ 9・・（t」1）＋ 9・・（IY1）− l

　 　 　 　 　 　 i’，j

　　　　　　Σ蝋 シ・）一 （cr 　E ［9。1（Yl）巧 一 y・］）＋ h・・（ty・）＋ h・・（IJ・）− l
　 　 　 　 　 　 i

”i

（4．5）

（4．6）

（4．7）

（4．8）

が 成立す る ように
， gOO（3／1）と h．00（Y2）を定め る こ とが で き る．以上 に よ り，　L ．〆g承り］）＋

幅 （Y2））； 1 となる こ とが 分か っ た．条件 （4．4）をみ たす こ とを確認す る．実際

（91⊥（ty・）・ h！l（y・））・ ・［91・（Y・）・＋・h1・四 ・1 − Yl］

　＋ E［9・1岡 ＋ h・・（Y・）IY・ 一
’
y・］＋ E ［．9・・（玲 笹 。（Y・）］

− 9n （〃1）＋ 91・（：Yl）＋ E ［h・・（巧脳 一 Yl］

　＋ hll（y・）＋ h・1ω ＋ E ［9・1（Yl）Y2 − Y・］

　＋ E ［9・・（Yi）＋ ノ蝋 刻
一 CI ＋ ・・ ＋ E ［・・ （Yl）… ）・岡 ］一 ・

が成 り立 つ ．最後 の 等式は
， （4、7）と （4．8）の 両辺 の 期待値を取 り加算 す る こ とに よ り容易

に 得 られ る．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 □

　証 明か ら分 か るように，条件 （4．4）をみ たす関数 gり（！ノ1）と 蛎 （Y2）に はか な りの 自由度が

ある．実際 ， （4．5）と （4．6）は，値域 の制限を考えな けれ ば
， （少な くとも）YOI（IYI），　hlo（y2），

gll（Yl）（or　giu（
’Yl）），

　hll（Y2）（or　hei（S2））が 自由に決め られ る こ とを示 す．

　次の 命題 は
， 緩和された MAR が 元の MAR と同値 に なる こ とが ある こ とを示す．

fi） 左辺 の個々 の 関数 の 選択に は 自由度が あ る．和 の み定まれ ば よい．
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　命題 4、2　p ≧ 2
，
L ＝ 2

，
　r 〔t） ＝ ［1，

，．．，1］
’

とす る．す なわ ち，　 Y （1）＝ Y ． この とき ，

MAR と条件 （4．1）は 同値で ある．

証 明 4．2　 まず

P （R − ・
（’）y 〔1）　一〃

（’））− P （R − r（1〕y − y）− 1 − P （R − r 〔2）y ＝
〃）

で あ る． こ の式 を条件 （4．1）へ 代入 す る と

P （R ＝ r （2）jY＝ y）− P （R ＝ r （2）y   一
〃
（2）
）， 〃 ∈ y

を得 る． 口

　y （1）が 完全 デ
ー

タの と き ， e ＝ 1 に対す る MAR 条件 は 自明で あるか ら MAR の 条件式

の 個数は L − 1 ＝ 1 とな る． した が っ て
， 命題 4．2 の 状況で は条件式の 個数が等 し い こ と

か ら ， 同値性は予想 され る結果 と も言 える． しか し，命題 43 に示す よ うに ， L ＝ 2 の と

きで も一般に は こ の 同値性は成立 しな い ．

　欠測データ解析の 重要な応用 に因果推論 （causal 　inference）が ある （Rubin （1974，
1978））．

ある母集団か ら無作為抽出された標本を対照群 （X ＝ 0）に割 り付 けた ときの 特性値 を Yl，

処置群 （X − 1）に割 り付けた とき の 特性値を Y2 とする．割 り付けは無作為 とは限らず，ま

た ， ひ とつ の 標本に は どち らか
一一
方の みが割 り付け可能で ある とする． この 設定 は ， た と

えば ， 投薬の 効果 をみる とき，

一
人の 被験者に投薬 （処置群）と非投薬 （または プラ セ ボ投

薬，対照群）の 両者を割 り付 ける こ とが
一般 に は不可 能で ある事実 を反映 して い る． こ の

とき， Yl また は Y2 の どち らかが必ず欠測 す る とい う状 況で 群問比較 を行 わな けれ ばな ら

ず ，
これ は因果推論の 基本的問題 （fundamental　prob！em 　of 　causal 　inference）と言われて

い る （e ．g．，　Holland（1986））．なお ，こ こ で 群 を表 す変数 X は 観測 （欠測）指標変tW　R と

同等で ある こ とに 注意す る．

　通常，こ の設定の下で 因果推論を可能 とす るため ， 強い 意味で 無視可能 （strongly 　ignorable
，

SI）とよばれ る仮定 をお く．共 変量 を表 す確率ベ ク トル を y3 とし，　 y3 が 与え られた下で ，

X と （Yl ，
　Y2）とが 条件付き独立，すなわ ち X ⊥ （Y1，

Y2） y3 ，で あ る とき，欠測 メカ ニ

ズム は強い 意味で 無視可能 とい う （e ．g．，　Rog．　enbaum 　 and 　Rubin （1983），狩野 （2003）， 宮川

（2004）， 星野 （2009 ））
7）．なお ，（SI）は MAR の 十分条件で ある．次の 命題 に お い て y3 は

空で もよ い ．

7） よ り正 確 に は，条件問の 比較 を可能 とす る た め D ＜ P （x ＝11y3 ＝Y．3）く 1 な る条 件 が 置 か れ て い る．上

　 記文献で は本論文で の よ うに 共変量　Y ：1 は 欠測 を含まな い こ とを仮定 して い る が，Rubin （1978）で は Y3 に

　 欠 測 を許 す よ り
一

般 的 な状 況 を 扱 っ て い る．
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　命題 4．3　p ≧ 2 と し，p 次元観測変数 ベ ク トル を y − ［Yi、Y2，
yl ］

’

とす る．欠測パ タ
ー

ン数 を L ＝ 2 と し，r （1〕＝ ［1，
0

，
1

，
＿

，
1］

！

，
r （2〕＝ ［O，

　1
，
　1

，
．．．

，
ユ］

「
とす る． こ の とき ， 強 い 意

味で 無視 可能 （SI），　 MAR ， 条件 （4．1）は下記の よ うに表す こ とが で き る．

　　　　　　　　　　　　　　（SI）： R ⊥ （Y ，Y2）IY3

　　　　　　　　　　　　　MAR ： ｛＃†騾 ：：

　　　　　　　　　　　条i・1・　（・・1）： ｛匙畿
さ らに ， （SI）と MAR は 同値で あり，

一
般に条件 （4．1）は （SI）や MAR よ り弱い ．

証明 4．3　MAR の 条件 は

　　　P （R − r 〔’）1Yi− 〃1，｝う 一 9， ，
y 、

一

〃、）− P （R − r （1）IYi− ［Yl，
y3 − Y3）

　　　P （R − T （2）y1 −

〃1 ，
　Y2 − y、，

y ，
一

〃、）− P （R − T （2）IY， 一

！y、，Y ，
一

〃、）

（4．9）

（4．］o）

で あ り，
L ＝ 2 の とき MAR が条件付 き独立 （4．9）を意味す る こ とは ， （2．5）にお い て既 に指摘

して い る． また ，二 つ の 条件付き独立 （4．9）と （SI）が 同値で あるこ とは block　independence

lemma とよばれ，よ く知 られた命題で ある
8）．た とえば Whittaker （］990 ，

　Proposition　2．2．5）

や宮川 （1997 ，
定 理 23 ）をみ よ．　　　　　　　　　　　　　 、

　つ ぎに （4．10）を示す．条件 （4．1）は

P （R ＝ r （1）tY，　＝ 　y，，　Y3 ＝ Y3）＋ P （R ＝ r
〔2）1｝〜＝ Y2，ys ＝ Y ：1）＝ 1， ［yl，y2，yl］

’

∈ ン

と書 ける．左辺 第 1項は Y1 と Y3 の 関数 ， 左辺第 2項 は Y2 と 膨3 の 関数で あるが ， それ ら

の 和が定数で あるた め ，それ ぞれ の 項は 91 と Y2に は依存 しない こ とに なる．よ っ て

　　　　　　　 P （R ＝ r （1）yi − yl，
y 、

− y ，）− P （R − ・
（’）ly、 − y ，）

が成立 す る．L ＝ 2で あ るか ら

　　　　　　　 P （R − ・
（2）lyi− Y1，

y ，
一

〃，）− P （R − ・
（2）1y， − y ，）

が得 られ ，
R と Yl が 条件付 き独立 で あ るこ とが 示 され る．

　数学的に は，条件 （4．1）か ら （SI），すなわ ち，周辺分布の 独立性か ら同時分布の 独立 性が

導 けない こ とは 明 らかで ある．た とえぼ
， Whittaker（1990 ，

　p ．　31）に反例が あ る．　　 □

s） 条件 付 き独 立 が 有 す る い くつ か の 関係 式 は graphoid とい う代 数 的性 質を み た す．そ の 中で ，本命題の 証明で

　 用い た性質 は in七ersecLion とよ ばれ て い る もの で あ る，詳 細 は StuclenY（2005）を 参照 さ れ た い．
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　MAR か ら強 い 意味の無視可能性 （SI）が 導 ける こ とは注 目に値する
9）．

　予想通 り， 数学的に は条件 （4．1）は MAR よ り弱 い こ とが 分か っ た． しか し，
と くに L ＝ 2

の ときは
， 応用上 それ らの 違 い を認識 で きない 可能性は あ る．Rubin （1978）は因果推論に

おい て T （≧ 2）個 の群 の 比較 を論 じて い る．命題 4．3 で は T ＝ 2 の ケ
ー

ス を扱 っ た わ けで

あ るが
，
T ≧ 3 の ときは ，　 MAR と条件 （4．1）は，命題 4．3 の ような確率変数の 条件付 き独

立性に よ っ て 記述す る こ とはで きない ． さ らに，（SI）と MAR は 同値で はな く， それ ゆ え

2 つ の概念 を区別 す る意 味が あ る．

　さて
， 欠測値 データ解析の 理論研究に お い て も 条件 （4．1）が 有用 で あ る こ とを紹介 す

る．Molenberghs 　et α 1．（2008）は，欠測 メ カ ニ ズ ムが NMAR で ある と き， まっ た く同
一

の適合を導 く （y ，
R ）の 同時分布で MAR をみ たす もの を構成 した．彼 らは，それ を MAR

counterpart とよんだ。以下で は
， （2．1）

一
（2，3）の 記号 を踏襲 しパ ラメータは省略 す る．ま

た ， 複雑 な記号 を避 けるため ， ∫卿 （y （e））と mr （E）（r （りly（e））に おける添 え字
r （4 を省略す る．

　（y ，
R ）の 同時分布を

　　　　　　　　　　　　卿 （ely）f（y），
　 e − 1

，
．．．，L ， 〃 ∈ y 　 　 　 　 （4．11）

と書き ，
こ の 分布か ら導か れ る欠測 メカ ニ ズ ム は NMAR で あ る とす る．　 Molenberghs　et

al．（2008）は同時分布 （4．11）の MAR 　eounterpart を

　　　　　　　　　　　呻
〔〜 働

）／（y），
e − 1

，
＿ み 〃 ∈ ン 　 　 　 　 （4．12）

に よっ て 定義 した lD〕．こ こで

　　　　　　　　　　　m （r
（e）1〃・el

）− 1卿
・％ ）

ノ1芻）
d・

・
− e

で あ る．（4．12）が確率分布で あるこ と
， そ して

， （4．11）と （4．12）に もとつ く尤度 （恥 ll　Like−

lihood）が
一

致す るこ とを容易 に確認で きる．

　坂 口 ・狩野 （2013）は次 を示 した．

　命題 4．4　同時分布 （4．12）か ら導かれ る欠測メカ ニ ズ ム が MAR で あるた め の 必要十分

条件 は （4．1）が みた され るこ とで ある．す なわ ち

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　　　　　　　　　　　　Σ m （・
（e）1〃（e）

）− 1
， 〃 ・ y 　 　 　 　 （4．13）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E＝⊥

で あ る．

9） 星野 （2009 ， p、44）は，社会科学分野 の 応用 に お い て は MAR と （SI）は実 質 的 に等 値 と述 べ て い る．
10） Molenberghs　et　al．（2008）の 記号を用 い る と （〔9）式 と （1〔〕）式）1　 MAR 　cQunt ・erpart は下 記 の よ うに 書 け る．

　　　　　　　　　　　　　　　f（y（E）lr（の）f（r 〔e）
）f（yC

−e〕1〃の
）

　 これ が （4ユ2）と同 等で あ る こ とは す ぐに分 か る．
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　注意 4．4　Molenberghs 　et　at．（2008）は条件 （4．13）を明記 して い な い ． こ の命題か ら，

どん な同時分布 m （r （e）y）f（y）に 対 して も （4．12）が MAR 　collnterpart に な るわ けで はな

い こ とが 理解され る．

　証明 4．4　（Y ，
R ）の 同時分布 が （4．12）で与 えられ る とき ，

　 Y の周 辺分布 g（y）は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　　　　　　　　　　　9ω 一！ω Σ卿
（〜  

）　 　 　 　 （4・14）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1／≡1

で ある．（4．12）と （4．14）よ り

・（− y − y）一
が

牆
’
）∫（”）一

Σ甃需鴫1、、）・ e’ − 1
・
… ’・

一
方

　　　・（R 一 謝 ・勾 ・
）一

皿 （

愕（多雛
の
）

　　　　　　　　　　　　　　＿ 　
r・t（r

（E
’

）ly〔e
’

〉
）f（〆 ）

）　　 e’
＿ 1，．．．L

　　　　　　　　　　　　　　　 ∫！（y）Σe．．⊥rn （r 〔E
’
）y（e〕）吻 〔

一
の

”

で ある． したが っ て
， 欠測メ カ ニ ズム が MAR で あるた め の 条件は， これ らを等置 し て

書が 励 一 1調 書祕 ・1・…））　…
一

・
’

・
・　・

t
− 1

・
…

，
・

，
・ … （415 ）

とな る． したが っ て ，（4．13）が MAR の 1分 条件に な る こ とは明 らか で ある．

　必要性を示 す．全て の欠測パ ター
ン に お い て共通 に観測され る変数を 駈o 〕

とす る． ベ ク

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

トル y の すべ て の 要素か らな る集合を ｛y ｝と表すこ とに す る と ， ｛y （o ）｝
；∩｛y

（e）
｝で あ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ぞ＝1

る．任意の ぎ
’

に 対して （4．15）の 右辺は y（め の 関数で あるか ら ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　　　　　　　　　　　　Σ瞭 ％ 〔e
）− h（〃（。 ））　 　 　 　 （4・16）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乏＝1

と書 くこ とが で き る．｛Y （o ）｝が空 の と きは h（y（o ））は定数 となるか ら，第 4 節冒頭で 述べ

た よ うに，証明 は完結す る．｛數o ）｝≠φとす る．｛數o ）｝の補集合，すなわ ち ， あ る欠測 パ

ター
ン にお い て 欠測す る変数の 集合 を ｛y（− O ）｝と書 く．｛駈＿o 〕｝は 空で ない として よい だ

ろ う．さ らに ｛〃i皇。）｝
一｛〃（e ｝＼｛y 〔。 ）｝を艤 す る と

　　　｛〃（e）｝一｛〃（。 ）｝・ ｛〃1％〕｝， ｛y（
一。 ）｝

一 ｛y
（−e

｝呵 食。 ）い
一 1

，
・・

．
L

を得 る （図 1 を参照）．（4．16）よ り

書1卿 ・ ly・・）・（蜘 ・
一鰍 ）・（蜘 ・

一・（・… ）緬 ・） （・ 17）
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｛y｝

嗣
　　　｛燕 ｝

｛・
←e）
｝

｛・、・、｝

図 1　 変数 の 集合 の 包含関係．

とな る．（4．17）の 最左辺 に お い て

1舜 ・・
晦 〃躅 ∫（y（・・， ・1％、

，y ←

り吻
・
−edy

［
e
−
／
・，

f− （r
（e）ly〔。），迎。））ノ（y（副 堂・，）・犂・，

＝ m （r
（の1〃 〔。 ））ノ（y （0 ））

とな るか ら，（4．17）の 最左辺は f（y（o ））とな り，それ ゆえ ，h（y （o ））
＝ 1 が 帰結され る．□

　坂 口 ・狩野 （2013）で は同時分布 （4，11）と （4．12）そ して MAR と条件 （4．1）の関係を詳細

に 検討 し て い る．

5．　条件 （4．1）の十分性の証明

　本節で は，欠測メ カ ニ ズム を用い ない 尤度 （2．8）を最大に す る解 と して 定め られ る MLE

θが ， 条件 （4．1）の下で 真値 θの
一
致推定量 に なる こ とを示 す．前節 まで の 仮定 と記号を 引

継 ぐ．特 に，yx θ 上 で f（ylO）＞ 0 で あ り，ン は θ に依存 しない こ とが仮定されて い る

こ とに注意する．未知パ ラメ
ー

タ の 真値 を CPn＝ ［θ6，
76 ］

「

（∈ 三）とす る．真値は パ ラメ
ー

タ

空間 E の任意の 点 とするが 固定され て い る もの とす る．

　まず ， 任意 の θ （∈ θ）に対 して，大数の 法則 よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 アし

Sl・gDLn （θ）一告Σ 1・9螂 DR 劃 θ）
　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

　　　　　ヱ
・ E ［1・9 ！R （DRyl θ）1ep。］ （n → ・。） （5．1）
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を得 る．不等式 logx ≦ x − 1 ＠ ＞ 0）を用 い る と，任意 の θ （∈ θ）に対 して

　E ［log／R （五）RYI θ）〜00 】
− 1≡7［log／h（DRYI θ，）1〜0〔，］

一 書1・・綴1〕k／。

’

）
贈 ｝ ・… ）祕

・曜 ・

・書1傷黔 一 1）卿 竪 ・瞬 ・（四吻θo）吻
・

一書1幽 ・ θ・
一
締 嘱 ））卿

・ ｛ ）が ・

− 1（f（ylθ）一鯛 ）書卿
（・・1・・・・

… ）・・ （5．2）

を得 る．｛y（e）｝が空の ときは
， fr〔q （y

｛e）1θ）＝ 1 で あ り， 積分 dy〔e）を施 さない こ とに注意

す る．条件 （4．1）の 下で （5．2）は 0 とな る． よっ て

五7［log　fR〔DRy θ）〜ρ0］≦ E ［log　fR（DRY ］θO）1宰）
ロ］，　　∀θ ∈ e （5．3）

を得 る．

　
一

致性の証明 に は，パ ラメ
ータの識別性，（5．1）に お ける収束 の 様 性，パ ラ メ

ータ空間 の

コ ン パ ク ト性 な ど様 々 な数学 的正則条件 が必要で ある．その詳細 はい くつ かの成 書等 を参

照 された い （e．g．．　Andersen 　and 　Gill（1982），
　Hampcl 　et　al．（1986），

　vall 　der　Vaart （2000）．

稲垣 （2003）， 吉田 〔2006））．本節で は，　
・
致性の 証明 に お い て 最 も重要 と考え られ る

一
種の

情報量不等式の 証明 を与えた ．

　当然の こ となが ら，MAR の 下で も （5．3）が 成立する。 こ こ で は paramcter 　separation の

仮定 を用 い て い ない こ とに 注 意す る．

　 ll記証明か ら， （4．1）は依然 として 十分条件で ある こ とが分か る．　 Kano （2013）は さらに

弱 い 十分条件 を導出 して い るが こ こ で は省略す る．

6． 議論

　欠測値デー
タ解析の 理論研究は Rubin （1976 ）に 始ま り 40 年の 歴史 を刻 む，近年で も盛ん

に研究されて い る （e ，g．，
　Kim 　and 　Shao（2013）），　 Little（2011）は その 歴史を次の 4 つ に分

けて い る．（i）Pre−EM 　AIgorithm（Prc−1970s），（ii）The　Maximum 　Likelihood　Era （1970s−

Mid 　1980s）， （iii）Bayes　and 　Multiple　Imputation（Mid ／980s−Present）， （iv）R．obustness

Concerns （1990s
−Present）．これ らの 発展 に おけ る基本的な仮定 は MAR ない しは無視可

能性で ある．これ だけ重要 な仮定 で あ りなが ら，
MAR 条件 を緩和す るため の 試み が報告

され るこ とは なか っ た ように思われ る．それ は，Seaman εオ祕 （2013）が 指摘す る よ うに，
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MAR の 定義に曖昧さが あ っ た こ とが影響 して い る の か もしれ な い ．第 4 節で 示 した よ う

に
， 欠測メ カ ニ ズム を用い な い 尤度に も とつ く MLE が

一
致 性を もつ た めの条 件 として は

MAR は強すぎる条件で ，少な くとも，数学的には 緩和可能で ある．本論文で は，緩和 さ

れ た MAR 条件 （4．1）をみ たすが MAR は満足 しない モ デ ル を い くつ か 指摘 したが ，今後 ，

さらに研究 を進 め る必要 があ る．

　なお， 本論文で指摘 した 問題は尤度法 に 限 らず， 多重代入法 （Rubin （1987）， Schafer（1999），

Hojo 　eオα1。（in　press））で あ っ て も1司様で あ ろう．すなわ ち，　 MAR を仮定 した多重代入 法

を行 うときは MAR の 仮定 が問題 に な り，欠測 メ カニ ズ ム を考慮 した尤度 を用 い る場合 は

識別性が問題 に なる．識別性が 弱い と， Bayes法 を適用 して も事前分布の選択に推定結果

が大 き く依存す るこ とがあ る．

　Little（2011）が （iv）に計上 した ロ バ ス トネス は重要で あ る．鍵 の 成果 は
，　doubly　rQbust

estimation とよばれ ， 目的の 確率モ デル と欠測 メカ ニ ズム （傾 向ス コ ア）の どち らかが正 し

けれ ば一
致推定量が構成で き る とい う魅力的 な もの で あ り， 多 くの 研究が ある． こ の 結果

にお ける重要な仮定が （SI）したが っ て MAR で あ る，　 inverse−probability−weight 法 は ML

に 代 る推定法で あ る （e ．g．，　Rubin （1985），
　Hirano 　et　al．（2003））． こ こ で も （SI）したが っ て

MAR が 基本的な仮定 と解され る．い ずれの 研究にお い て も MAR の 緩和 は 有用 な結果 と

な る で あろ う．
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