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鞍点の 凸性 と曲率に つ い て

竹内　宏行
＊

On 　a　Convexity　of　Saddlepoint　and 　its　Curvature

Hiroyuki　Takeuchi＊

　退 化 して い ない 確率分布が 解析的特性関数を 有す る 場合，鞍点 と呼ば れ る 狭義単調増加 関数が

存 在 す る．鞍点 は 期待 値 の 近 傍 に お け る振 る舞 い に よ っ て 確率分布 と
一

意に 対応 し，正 規分 布で

あ る場合 に 限 り直線に な る とい う著 しい 性質を持つ （竹内 （2013 ））．本論文で は 期待値 の 近傍 に

お け る鞍点 の 局所凸性を 曲率 （sp 一曲率）に よっ て捉 え，確率分布が有する情報 の 多くが こ の 凸性

に含 まれ て い る こ とを示 す．例 えば sp一曲率は 2 次 まで の モ
ーメ ン トを伴うこ とに よ り確率分布

を一
意に 定 め，漸近正規統計量 の 正 規分布か らの 乖離具合 は こ の 曲率 に よ り極 めて 自然 な 形 で 評

価 され る．sp 一曲率 は密度関数が存在 しない 場合で も，特 に 確率分布がパ ラメ
ー

タに依存 しない 場

合 に も定義す る こ とが 可能で あ る．

　If　a 　non −degenera亡ed 　prQbabilit｝・distribut正on 　jF［ has　an 　an εしlytic　ehracteristic　function，　there
exists 　a　stric 七ly　increasing　function．　so　called 　a　saddlepoint ．　 The 　g．　addlepoint 　llniguel

｝
・deter 一

工lli− os 　the　distributioll　by　its　beh 乱vior 　only 　in　a 　neighborhood 　of 　the　expectation ，　and 　is　being

aline 　if　and 　only 　if　F 　is　the　normal （T 乱kellchi（2013））．　In　this　paper　we 　shall 　show 　that　a　local

collvexity 　of 　the 　saddlepoin 七includes　much 　infermation　of 　the　corresponding 　distribution，　with

using 　sp −curvature 　which 　exists 　evcn 　for　non −a．bsQlutely　continuous 　distributions
，
　aIld 　also 　for

non −parametric 　case ．　It　shQuld 　be　noted 　that　the　sp −curvature 　can 　determine　the　corresponding

probability 　distribu七ion　uIliquely ，　with 　mQments 　up 　to　second 　order ，　and 　i匸naturally 　explains

the　performance　of 　the　asympt   tic　normality 　of 　a 　 statistics ．
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ド： 鞍点，解析的特性関数，キュ ム ラン ト母関数，sp一曲率，漸近正 規性，凸関数，ル ジ ャ

ン ドル 変換

1．　 は じめに

　竹 内 （2013）は解析 的特性 関数 を持つ 確 率分 布 F に つ い て ， その キ ュ ム ラ ン ト母 関数 K

が 実効定義域 に お い て 狭義凸 で あ る場合 K ’

（t）＝ tα （t）− K （α （t）〉を満た す鞍点 α（t）が 存

在 し，F と一意 に対応 す る こ とを示 した． こ の K ’
は K の ル ジ ャ ン ドル 変換を表す．確率

分布 を鞍 点 に 対応させ る写像 T は全単射で あ り， 正規分布 の み を次 の ような直線 に移 す．

・ ・ N （・ ，
・
2
）・ ダ 誹 4 （1，1）

＊
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こ こ で 屮 は 前述の 条件 を満た す確 率分布 の 集合 ， げ は対応す る鞍点の集 合で あ る，鞍点

は解析的特性関数 に よ く似た性質を持 ち，期待値の 任意の 近傍に お ける振 る舞い に よ っ て

対応す る確 率分布 F を一意 に定 め る （竹 内 〔2013 ））．解析的特性関数に関す る基本事項 は

Laha 　and 　R．ohatgi （1979），
　 Lukacg （1983 ）お よび Lukacs （197〔〕）等に 詳 しい ．

　対応す る分布が 正規分布で あ る場合 を除き，鞍点は期待値の近傍に お い て 凸性 を もつ こ

とが第 3節 にお い て 示 され る．　
・方 で統計量 Tn の鞍点を Q ’n とする とき，　 Tr

、
の 漸近正 規

性 に 関す る十分条件が SIJPiei
〈 δ「（  （t）− t → 0， すなわ ち鞍点 の 局所

一
様収束と して得 ら

れ て い る （竹内 （2013）定理 5．4）． こ こ で α ，L （t）の 極限 α   ＝ t は標準正規分布の 鞍 点で あ

る．こ れ ら の 事実 と （1．1）よ り，期待値 の 近傍 にお ける鞍 点の 噛 が り具合
”

は Tn に 対応す

る確率分 布の 非正規性 を表現 す る もの と考 え られ るが ，実際に は さ らに 多 くの 有益 な情報

を有 して い る．

　本論文で は 1 次元実確率変数の 場合 に つ い て ，
こ の 曲が り具合を 曲率 （sp 一山率）に よっ

て 捉え ， それが確 率分布 との
一意 性や統 計量の 漸近正 規性に お い て 本質的な役割 を果た し

て い る こ とを示 し， Sp 一曲率が 持つ 統計 的性質 を明 らか に す る．

　第 2 節で は鞍点 を用 い て sp 一曲率の 定義を行 うが ，こ の 曲率はキ ュ ム ラ ン ト母関数に よ っ

て 表現す る こ とも可能で あ る．特 に指数型分 布族の場合 に は ポテ ン シ ャ ル 関数を用 い た表

現が
， キ ュ ム ラン ト母関数の 場合 と形式 的に 等 しくな る．sp 一曲率は確率分布に対す る ノ ン

パ ラメ トリ ッ ク な曲率で あ り， 分布の 絶対連続性に も依存せ ず存在する．また こ の 山率に

よ っ て iEI規分布の 必要 十分条件を与 え るが
，

一
般に sp 一曲率は 2次 まで の モ ーメン トを伴 う

こ とで確率分布 と
一

意に対応す るこ とが示 され る．Efron （1975）は フィ ッ シ ャ
ー情報量 を

内積 とす る one −parameter の 統計 的曲率 71e）（θ）を提案 したが，こ れは指数型分布族 を直線

と して 捉え て い る．sp 一曲率 1’（
sp ）

（t）の 引数 孟は確率分布関数 F ＠ θ）の パ ラメ ータ θ とは

全 く別 の もの で あるた め ，
こ れ ら 2 つ の 曲率の 関係は 白明で は ない ． こ こ で は sp 一曲率の 引

数 に 関 する 1 つ の意 味づ けを与 える，

　第 3 節で は鞍点 の 凸性が 示 され る．鞍点 を期待値の周 りで 展開す る こ とに よ りsp 一曲率

との 関係 を見 るが
， 確率分布の 非正規性を測 る量 として sp 一曲率が 妥当で あ るこ とを確認す

る．ま た特性関数の 展開式 との 比較 を通 し，鞍点は確率分布の ト
ー

タ ル ・マ ス に関する情

報 を持 たな い 事が明 らか に され る． さらに幾 つ か の確 率分布 を例 として 鞍点 と sp 一曲率の

式，及 びそれ らの グ ラ フを示 す．こ れ らは鞍点近似 に お い て 特微的 な性質 を有す る絶 対連

続な分布 ， そ して 密度関数を持たない 分布等で ある．

　第 4節 で は独 立な標本 に よる統計量 Sn ＝V万（Xn 一
μ）／σ に 関す る正 規分布 か ら の 乖離

具合が
，
Sn の sp一曲率讒P）

（t）に よ っ て 自然な形で 評価 され る こ とを示 す， この際 霧
P ＞
（t）

の 展開式 と ， Sn の エ ッ ジワ
ー

ス 展開に お け る 1／rij12 （ゴ＝ 1
，
2）の 項に は 顕著な類似性が 見

出 され る。前節で 例 として挙 げた 5 つ の 分 布に っ い て ，Sn の 鞍点 とそ の sp 一曲率 を計算 し
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た結果 を示 す．次 に逆ガ ウス 分布の 場合 に つ き，それ らの 収束の 様子をグ ラ フか ら確認す

る．さ らに 収束 （tZn（t）→ t に つ き
， ｛α

几 （t）｝nEN が原点を除 く各点 t に おい て狭 義単調増加

列で あ るこ とが 示 され る． こ の こ と に対応 して sp 一曲率の 単調増加性 も導かれ る． こ れ ら

の 単調性 は，分布関数列や特性関数列の 収束にお い て
一・

般 に は見 られ ない 著 しい 性質で あ

る とい え よう．

　第 5 節で は
一

般の 統 計量 の 漸近正規性 に関す る十分条件 を sp 一曲率に よっ て 記述 し，こ れ

を利用 して独 立に 同
一

な分布 に従 う確率変数に関する 中心極限定理 の証明を与 える． こ れ

らの 結果は竹内 （2013）定理 5．4 の 系 として述 べ られ る。

2． 鞍点 と sp 一曲率

　竹 内 （2013）で は 鞍点の 存在 ， お よび対応す る確率分布 との
一
意性を示すた め，キ ュ ム ラ

ン ト母 関tw　K が その 実効定義域 domK の 全体にお い て 狭義凸で ある こ とを仮定 した． し

か しなが ら，
こ の よ うな存在性や

一
意性を保証す るため に は，以下 で述 べ る よ うな狭 義 凸

性 を期待値 の 近傍の みで 仮定すれ ば十分で ある．

　本論文で は 次の 条件 を満た す確率分布の ク ラス 9 を対象 に議論 を行 う．

（条件 1）F ∈ 9 は解析的特性関数を持 っ ．

（条件 2）F ∈ 9 は 1点 に退化 しない 分布で ある．

1 点 Xo に 退化した分布の モ ーメ ン ト母 関数は M （α ）− exp ［moc ！］で あ り，こ れ は解析的特性

関数 を もつ こ とを 注意 して お く （Laha　and 　Rohatgi（1979）p．254）．以 ドR ＋
＝ （O，

　OO 】と

す る．（条件 1）に よ り原点 を含む開区間 （一α
，
b）（α ，

δ ∈ IR
＋）にお い て キ ュ ム ラ ン ト母関数

K が 存在 し， （条件 2）よ りK ”

（0）； σ
2

＞ 0 で あるか ら K （α ）は原点 の適 当な近傍で 狭義

凸な関数で あ る こ とが わ か る． これ らの条件下で 竹 内 （2013）第 2節 で述 べ た ， 期待値 を含

む定義域全体 Ad
。、。κ に おける鞍 点の 存在証明 は

， 期待値の 近傍の みに 限定 して もその まま

成 り立 っ ． こ の よ うに期待値近傍 に お い て 存在 が示 された鞍 点 に対 し， 同論文の 系 4．3 を

用 い れば確 率分布 との
一

意性 は成立す る．

　（条件 1）に よ りキ ュ ム ラ ン ト母関数 K の 原点近傍にお ける振 る舞 い は ， 実効定義域 domK

全体 に お ける K の 値 を
一
意的 に 決定 して しま う． これは 対応 する解析的特性 関数 の 解析接

続 に よっ て もた らされ る性質で あ る （Lukacs （1970））．鞍点が 期待値近傍の 振 る舞 い の み で

確率分布 と一意 に対応 す る事も こ の性質に よ る （竹 内 （2013））．

　以上 の こ とか ら期待値の 近傍に お ける関数 としての 鞍点 を，次 の ように書 くこ とが で き

る．（条件 2）よ り1α ＜ ho に つ い て K ”

（α）＞ 0 で ある ような正 数 ん〔） が存在する．この と

き任意 に 固定 した h （0 〈 h．＜ h．o）に つ い て ，期待値 を含 む開区間 を Ai
、
＝ （K

，

（− h），
　K ’

（h．））
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の ように定 め る と， 鞍点 は

α ： t∈ Ah ト → α （の ∈ （一ん，ノの （2．1）

な る全単射 な写像 で あ り（竹内 （2013＞命題 2．3 を参照の こ と），Ah 上 の 振 る舞い の みで確

率分布 と
・
意に 対応す る．こ こ で Ah ⊂ Ad

。mK が成 り立 っ て い る．

　定義 2．1　鞍点 α （t）の 曲率を

　　　　　　　　　　
一
：”
（− p）

（t）　一 　｛
　　　α

”

（t）
1＋ （alt〔L））

2
｝
3f2　　for　　t　∈　Ah

と書 き，ty〔
sp ｝（t）を α （t）の sp 一曲率 と呼ぶ ．

（2．2）

鞍点は キ ュ ム ラ ン ト母 関tw　K （α ）の ル ジ ャ ン ドル 変換 ；

　　　　　　　　　　　　　 K ’

（t）＝　　sup 　｛tα
一K （α）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α ∈domK

に お け る右辺 の 上限を達成す る点 α （t）と して 定義され るの で ，元来 K （α）の 引数で ある．

こ の こ とは鞍点方程式 （竹 内 （2013）補題 3．6（i））か ら も確認 され る．確率分布関数を信号

と考え た場合に は その フ ー リエ 変換で ある特性関eWx　g（t）の 引tw　t，従 っ て キ ュ ム ラ ン ト母

関数の 引数 α も周波数に相当す る．鞍点 α （t）は狭義単調増加 関数で あ りα （μ）＝ 0 を満た

す の で ， t が μ に 近 い 場合 ，　 sp 一曲率 ty（
SP ）（t）は低い 周波数 （α yO ）に 対応する鞍点の 曲率

を見 て い るこ とに な る．
一方，統 計量 の 漸近 的な分布を調べ る場合に は，特性関数の低周

波成分の 振 る舞 い が 本質的で ある．例 えば独立 に 同一の 分布に 従 う確率変数に 関す る中心

極 限定理 は連続 定理 を利用 し，各点 α ∈ R にお い て p
”’
（αfV7i）→ e

一
α 顎 を得 るこ とに よ

り証明され るが ，
こ れ は基 準化された標本平均の 特性関数に お け る， 低周波成分 の 挙動 を

評価 して い る （例 えば清水 （1976）pp．108− 109）．鞍点 の 場合 も同様で あ る こ とが第 4 節お

よび第 5 節に お い て 示 され る．

　命題 2．1　sp 一曲率は対応す る確率分布 F が パ ラ メータに依存 しない 場合で も ， ある い は

絶対連続で あ るか否 か に も拘 らず存在 す る．

証明 2．1　以下正数 々を十分小 さ くとる．F の 鞍点 α（t）は t∈ Ah．にお い て鞍点方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　κ
’

（α ）。 ．。 （e
− t 　 　 　 　 　 　 （2・3）

を 満た す （竹内 （2013 ）補題 3，6）． こ の とき （2．3）を t に つ い て 微分 し ， t ∈ Al
，
の と き

K ”

（α （t））＞ 0 と して よい か ら次 を得 る．

α
1

（t）− 1／κ
”

（α （の），
α

”

（り一一κ
’”

（（i（t））／｛K
”

（α （り）｝
3

（2．4）
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よ っ て （2．2）よ りsp 一曲率は次の よ うに書 くこ とがで きる．

　　　　　　　　　卿 （t）一

［、．諾黜 罪
  貼 　 　 （… ）

キ ュ ム ラ ン ト母関数 K は F がパ ラメータに依存 しない 場合に も，また絶対連続性 に も拘

らず存在するの で題意 を得 る．

　（条件 1）よ りキ ュ ム ラ ン ト母 関数 は K ∈ 0 ° °

で ある．従 っ て （2．4）か ら明 らかな よ うに

鞍点 も十分に 滑らかなの で ， 以降 は こ の 性質を断 らずに用い る．

　（条件 2）よ りK ’

（α）は原点の 近傍 に お い て狭義単調増加で あるか ら逆 関数 （Kt）
− 1

（のが 存

在す るの で ， （2．3）より鞍点 を α （t）＝ （K
’

）
− 1

（t）の ように書 くこ とがで きる．竹内 （2013）

よ り鞍 点 に は逆関tw　t ： α ∈ （
− h

，
　h）→ t（α ）∈ Ah が存在 し

，
か つ Kt （α ）＝ t（α）が成 り立

つ の で （2．5）は

　　　　　　　　押 ¢ ）一

｛1 ．〒i；撫 副 、
。

。

fb・− t ・ Ah

の ように書 くこ ともで きる．

　F が 指数型分布族の 場合は
， ポテ ン シ ャ ル 関数 ψを用 い て （2．5）と同 じ形で 書 くこ とが

で きる． こ れ はキ ュ ム ラ ン ト母 関数 とポテ ン シ ャ ル 関数 の関係 が （2．8）の よ うな形で 与 え

られ る こ とに よる．

　命題 2．2　パ ラ メ
ータを θ＝（θ1 ，

．．．
，
θn ）とす る指数型分 布族の 密度関数

　　　　　　　　　　　醐 一 1＠）・ 書鍵 醐 　 （・・）

の sp 一曲率は 期待 値の 近傍 に お い て 次の よ うに与え られ る．

　　　　　　　細 一
一

瓣（・）／｛・＋ 儲（・）l！鉱．帥 、
（・・）

　証明 2．2　（2．6）に対応す るキ ュ ム ラ ン ト母関数 は

　　　　　　　　　K （α）＝ψ（θ1 ＋ α 、θ2 ，
．．．

，
θn ）一ψ（θ1，θ2，．．．，θn ）　　　　　　　　 （2・8）

で あ る．以下 パ ラメータ θ2 ，
．．．

，
θn を固定 し ψ（θ1）：＝ ψ（θ1 ，

θ2 ，
＿

，
θn ）と書 く．（2．6）の

鞍点を α とすれ ば，（2．3）よ り鞍点方程式 は ψ
！

（θ1 ＋ α   ）＝ tで あ り，
K （α）の 凸性 よ り

ψ
ノ

（θ1 ＋ α ）は α の 狭義単調増加 関数 で あ るこ とか ら

　　　　　　　　　　　　　　 α （t）一 （ψ
’

）
− 1
（t）　一　e、 　 　 　 　 　 　 （2，9）
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と書け る．従 っ て （2．5）と （2，9）よ り

　　　…
（・p・・（・） 一 一雛 ）／｛・＋ （券回プゾ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 u 一α （t）

　　　　　　　　一 一券（・ 呵 ｛1 ＋ 傷 ・ ・碑
μ

　　　　　　　　一 一癬（・・）／｛1 ＋ 儲（の1ゾ
α 一（

O ／
．

∂θ］）
− L

（・〕
一θ1

01一儲 ）〔亡）

が成 り立 つ ．

　例 2．1　命題 2．2 にお い て
’
t）’＝ 2 の とき （2，6）は止規分布 N （μ，σ

2
）の 場合 を含 む． こ の

とき自然 パ ラメ
ータを （Ol，θ2）； （Xt／σ

2
，− 1／2a2）の ように お くこ とで ポテ ン シ ャ ル 関数は

　　　　　　　　　　　　呶θ1 ，
・・・一 ・9（

　12

θ2）
一 （Si’

ili！
2

で ある．θ2 を 固定すれ ぼ ψ
！

（θ1）＝ 一θ1／2θ2 で あ るか ら （2．9）よ り正規分 布の 鞍点 α （t）＝

（t　一　IL）／σ
2

を得 る．また （2，7）の 分子 は 恒等的に 0 に 等 し くな る の で  
〔叩 ）（t）≡ 0 を得る．

　sp 一曲率に よる正規 分布 の 特徴づ けを，次の 命題 2．3 お よび系 2，1 の よ うに与 える こ とが

で きる．

命題 2．3　確率分布 F ∈ Pt に つ い て次の 2 つ の 条件 は 同値 で あ る．

（i）F は正規分布で ある．

（ii）F の 期待値 の近傍 に お い て鞍点 の sp 一曲率が 0 に等 しい ．

　証明 2．3　（i）→ （ii）に つ い て ．（L1 ）に 示 した よ うに正規分布 N （μ，
σ
2
）の 鞍点 は直線で あ

り， その sp 一曲率は （2，2）よ り恒等的 に 0 に等 しい 。（ii）→ （i）に つ い て．鞍点は期待値の近

傍の 振 る舞い で
， 確率分布 と

一
意に 対応す る （竹 内 （2013）系 4．3）．鞍 点は

一般 に狭義単調

増加 で あ るか ら （竹 内 （2013）補題 3，6（ii）），仮定 よ り α （t）＝ clt ＋ c2 （c⊥ ＞ o）と書 くこ と

が で き る．従 っ て 竹 内 （2013）例 4．6 よ り結論 を得 る．

　系 2．1　F ∈ Pt とす る．キ ュ ム ラ ン ト母関数が 多項式の 場合 ，
　 F の 鞍点の sp 一曲率は 恒

等的に 0 に等 しい ．

　証明 2．1　Marcinkiewicz の 定理 （Lukacs（1970）p ，213）よ り，
こ の 多項式の 次数は 2次

以 ドで あ る．も し 1 次な らば （条件 2）に，0 次な らば キ ュ ム ラン ト母関数の 定義に それぞ
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れ矛盾す る．従 っ て F は正規分布で あ り， こ の とき命題 2．3 よ りsp 一曲率は恒等的に 0 に

等 し い ．

　命題 2．3 に お い て ，さ らに 2次まで の モ
ー

メ ン トが 分かれぼ正規分布 は
一意 に定 まる． こ

の こ とを一
般化する と定理 2．1 の ように なる．以下 ， 本論文で は確率分布 F の 期待値 と分

散 をそれぞれ μ お よび σ
2

とす るが
，

一
般 に α （μ）＝ 0，α

t
（μ）＝ 1／σ

2
で ある こ とを注意 し

て お く（竹 内 （2013）補題 2．5 お よび証明 3，6）．

　定理 2．1　2 つ の 確率分布 F エ， 馬 に 対応す る鞍点の 曲率を 書P｝
（t），嗇P）

（t）とす る． こ

の とき Fl と 瑞 が
一

致す る こ とと
， 次の 2 つ の 条件が 共 に成 り立 つ こ とは 同値で あ る．

（i）Fl と 鳧 の 期待値 と分散は それ ぞれ等 し い ．

（ii）期待値の 近傍に おい て 謹
P）
（t）＝嗇

P）
（t）で ある．

　証明 2．1　必要性に つ い て は鞍点 と分布の
一意性 を述 べ た竹 内 （2013）定ve　4．3 と， その

系よ り明らか．十分性に つ い て ， Fl と恥 に対応 す る鞍点 を αi（t）お よび α2（亡）とす る．　
一

般 に 曲率の 等 しい 2 つ の 平面曲線 は
， 同転 と平行移動に よ っ て 重ねあわせ るこ とが で きる．

い ま （i）よ りα 1（μ）＝ α 2（μ）＝ 0 か つ α1（μ）＝α 1（μ）＝ 1／σ
2
で あるか ら，2つ の 曲線 α 1 と

α 2 は期待値に お い て 位置 と接線の 方向が
一

致 して い る．従 っ て （ii）に よ り2 つ の鞍点は平

面曲線 として ， 期待値 の 近傍 に おい て 重 な っ て い る． こ の よ うな鞍点 に対応す る確率分布

は 致 す る （竹 内 （2013）系 4．3）こ とか ら結論を 得る．

定 理 2．1 よ り期待値 と分散は ， 曲線 として の鞍点の 位 置 と方向 を定 めて い る とい え る。

　系 2．2　確率分布 F の期待値 と， 原点の近傍に おける K ”

（α ）の 振る舞い が分かれば ， 鞍

点 を知 るこ とがで きる．

証明 2．2　（2．5）お よ び定理 2，1 よ り明 らか ．

3．　 期待値の 近傍にお ける鞍点の 凸性

　本節で は期待値の近傍に お ける鞍点の 凸性を明 らか に し，そ こで の振る舞 い を sp 一曲率に

よっ て詳 し く調 ぺ る．鞍点 は 解析的特 性関数 に 似 た性質 を有す るが ， 分布の マ ス に 関す る

情報 は持た ない 点 を命題 3，3 に示す．sp 一曲率は鞍点の 2 次 の 変動 を捉 えるもの で あるか ら，

鞍点が 複雑な振 る舞い をす るな らば，その 挙動を捉えるに は不適切な場合 もあ ろ う． しか

しなが ら局所 的に は素直 な性 質を持 っ こ とが 次の よ うに 示 され る．
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　命題 3．1　K ’”

（0）≠ 0 とす る． こ の とき cx（t）が局所 的 に 狭義 凸 ， また は狭義 凹関数で

あ る よ うな期待値 の 近傍が 存在す る． こ の 近傍 に お い て CtS　（t）が 狭義凸 （狭義凹）の 場合は

：／
Csp）

（t）＞ O（ツ
（sp 〕

（t）＜ 0）で ある．

　証明 3．1　鞍点は （2．1）の よ うに
， 期待値 μ の 近傍 At 上で 定義 されて い る もの とす る．

こ こで δ］
＝ min ｛μ

一Kt（
− h），

　K ’

（h）
一

μ｝の よ うに お き，鞍点の 定義域 を lt一μ1＜ δ1 に

制限する．次 に （2．4）第 2 式の 符号を期待値の 近傍に お い て 評価す る．開区間 Ah の 定義よ

り t∈ ．4i
、
の とき分母 は常に 正 で あ る． また仮定 よ り，あ る δ2 ＞ 0 が 存在 して t一μ く δ2

の とき κ
’”

（α （t））≠ 0 が成 り立 っ ．従 っ て δ＝ min ｛δb δ2｝とすれぼ t −
tt・1く δに お い て

K ’”

（α（t））は正値 の み ， あるい は負値の みの い ずれか とな る． よっ て 〔2，4）第 2 式 よ り α
”

（t）

の 符号 も同様で あ る．後半は （22 ）よ り明 らか ．

　命題 3．2　確 率分布 F に 対応 す る鞍点 を α ， そ の sp 一曲率を 7（SP ）
（t）とす る． こ の とき

　　　　・   ÷ ・
（e

‘

・5｝il
’

．
k）

312

神 1
（・）（t −

・）
・
＋ ・ （（・一・）

・

） ・ ・ t −

・ （・．・）

が 成 り立 っ ．

証 明 32 　μ ∈ Ai
、
お よび αV （μ）＝ 1／σ

2
で あ る こ とか ら （2．2）よ り

a ・
tt

（・）一 （σ
4
十 1

　　σ
6
）
3／’

押 （・） （3．2）

が成 り立 っ ．α （t）の t ＝
μ にお け るテ イ ラ

ー展 開に対 し，α （μ）＝ 0 お よび （3．2）を用 い て

（3．1）を得 る。

　（3．1）右辺 第 1 項 よ り， 鞍点の
一次近似を 担っ て い る の は正規分布 N （μ ，

σ
2
）の 鞍点 そ の

もの で あ り，そ こ に は F の 期待値 と分 散の 情報が含 まれ て い る．sp 一曲率は 2 次 の オ ーダー

の 近似に 関わ っ て い る．鞍点が 期待値の 近傍 にお ける振る舞 い で 確率分布 と
・
意に対応す

るこ とを考 え併せ れば ， （3．1）よ りsp 一曲率 1’〔
SP ）  は F の 正規分布か らの 乖離具合 を表 し

て い る とい え よう．

　
一

方， 鞍点に は 0次の モ ーメ ン トに 関す る情報が 欠如 して い るこ とが 示 され る．F の 特

性関数 ψ（t）＝ ∫　eitx　dF （x ）は 3 次の 絶対モ
ー

メ ン トが 存在する条件の 下で ，原点の 近傍 に

お い て次 の よ うに展開され る （清水 （1976）p．42）．

　　　　　　　　・（t）一

・（・）・ ＠
− 1σ 2t2

）・ ・（t2） ・・ t − ・ 　 （… ）

（3．1）の 右辺第 1 項は正規分布の鞍点で あるか ら，（3．3）の右辺第 2項 に対応 して い る こ とが

わ か る． ここで g （0）＝ 1 は F の トータル ・マ スが 1 で あ る こ とを意味 して い るが ， （3．1）

に は こ の 項 に 対応 する もの が 存在 しない ，実際次の 命題が成 り立 っ ．
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　証明 3 ．3　α F を確率分布 F の鞍点 とす る．こ の とき任意 に固定 した 正数 c に つ い て

K
。F （α）＝ KF （α）＋ log　c で あ り，その ル ジ ャ ン ドル 変換 は

1（まF （の＝ K 》（の
一Iog　C　for　t ∈ Ah

で ある． この 両辺 を t に つ い て微分す る こ とに よ りα 。F （t）； α F （t）を得 る （竹内 （2013）補

題 3．6（iii））．

　以下 ， 正規 ・逆ガ ウス ・ガ ン マ ・ 2 項 ・ボ ア ソ ン の 各分布に 関す る鞍点 と sp 一曲率を示

す．は じめ の 3 つ の 分布 は，基準化定数を除き，その 鞍点近似が元 の分布 と厳密に 等し く

な る唯
一

の ケ
ー

ス で あ る こ とが Daniels（1980）に よっ て示 され て い る． こ れ ら 5 つ の分布

は 1 点に退化 して お らず， か つ そ の キ ュ ム ラ ン ト母関数の 実効定義域は 原点を 内点 と して

含むので 解析 的特性関数 を有 す る．従 っ て （条件 1）と （条件 2）を満た す の で ，鞍点 と
一意

に対応 して い る （竹内 （2013））．以下で は N 。
＝ Nu ｛0｝とす る．

例 3．1

例 3．2

f（m ）

K （α ）

α （t）

正規分布 1＞（μ ，
σ
2
）

　　　∫＠） 一 纛。

exp −
、盞＠ 一

・）
2

　　　K （・） 一

・・ ＋1σ
2
α
2

　　　・ （t） 一

孟

蠢
μ

， 押 （t）一・

逆ガウス 分布 IG （μ，
λ）

蕩評  
一

λ（

籌〆

1｛1 −

（i
−

2

州
1（

1　　 1t2

　 μ
2）， …p・（t）一

（。講 。

for　x
’
∈ R

，

fbr　α ∈ IR
，

for　 t ∈ R ．

for　 x ＞ 0，μ ＞ 0，λ ＞ 0
，

　 　 　 　 　A
for　 α く

　　　　 2μ
2 ’

例 3．3　ガ ン マ 分布 r （λ，
r ）

　　　ノ（・） 一
、赤）（萇）

「
一工

・

’
＝ ！”

　　 K （α） 一 一rl ・9 （1 一λα ）

　　　・ （t） 一
一1・美，　・

，・P・
（t）一

一2r’t3

¢
4

＋ r2 ）
3f2

for　 t ＞ 0．

for　　x
’
≧　0，　λ　＞　0 ，　γ

齒
＞　0，

　 　 　 　 1
for　 α 〈 一，
　 　 　 　 λ

’

for　 t ＞ 0．
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　例 3．4　2 項分布 B （TL．p）

・（k
’
） 一 α）〆（1 − P）

n − k

　　　　　　 回 一・
，
1

，
…

，
・

，

　A
’
（α ） ＝ r乳1・9（1／fl

α

十　1 −
∫丿）　 　 　 　 　 　 　 　 　 f・r α ∈ R

，

・ （の 一 1・9［1牆 ］・ 押 （t）一 一

｛縉≡、ll（≒1儀 勧 ・ ・ 一 ・

　例 3．5　ボ ア ソ ン 分布 Po （λ）

　　　　　　1，（卜 ・
一・

芸　 　 　 f・・　 kE ・・， … ，

　　　　　 κ（の ＝ A（♂
− 1）　 　 　 　 　 　 土br α ∈ R ．

　　　　　　・ （t） − 1・gk ， 押 （t）一
（拓1）3！2　 for　 t ＞ ・・

　正規分布 とボア ソ ン 分布 は sp 一曲率が パ ラメ
ー

タ に 依存 して い ない ．前者の 理 由は直線

の 曲率で あ る こ と，後者 は Ktt（dV（t））＝ κ
’”

（α   ）＝ e が成 り立 つ こ とに よる もの で ある．

正規分布 と 2 項分布を除 く 3 つ の 分布 の 鞍点 は
， 定 義域 の 全 域 （t ＞ 0）に お い て α

”

（t）〈 0

で ある こ とか ら狭義凹で あ る。2 項分布の 鞍点は t ＝ nf2 に お い て 唯
一
の 変曲点を持ち凹

か ら凸へ と変化するが ， p ＜ 1／2 （p ＞ 1／2）の 際に は期待値の 近傍に お い て 凹 （凸）で あ る

こ とが ， α
tt
（t）＝ n （2t

− n ）／t2（n
− t）

2
また は K ’”

（0）＝’
np （1

− p）（1
− 2p）よ り確認 され る．

　 　 4．O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 O ．8

堊
ユ一
 

3．0

2．0

1．0

0．O

　1．o　 　 　 ズ　 ’
　 　 　 　

ノ
　　　　 　　　 ノ

ー2．。 ／／
　　 ∫／
一
・．・ 汐

’4・0
　32

石 ．。 一

一6．0

　 　 　 ．6　ゴ，　　．tr’　■fi’−
／r！／
／

，／
／

　　　　　／
／

　　　／
　／

／

／ t．．．．t
．．．一一r

−一

　 　 　 NormaI
Inverse　Gaussian 　　

．．
　 　 　 Gamma
　 　 　 Binomial
　 　 　 Poissen 　−一一一一

　 　 O ，6

　 　 α4

　 　 0．2

　 　 0 ．0
璧

鏨 一。、28

詠
　 一〇．4

　
−0．6

　 −0 ．8

　 −1．0

　 −1．2

　 　 　 Nornral
lnverse　Gaussian．一．一．一．．
　 　 　 Gamma
　 　 　 B［nomia ［　一・一・
　 　 　 Poisson　−一一一一

0，0　　　1．0　　　2．0　　　3．0　　　4．0　　　5．0　　　6．0
　 　 　 　 　 　 　 　 量

　 図 1　 5 つ の 確 率 分 布の 鞍 点．

O．0　　　1．0　　　2．0　　　3．0　　　4．0　　　5．0　　　6．O

　 　 　 　 　 　 　 　 t

　 図 2　 5 つ の 確率分布 の sp 一曲率．
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　これ ら 5 つ の分布の 鞍点 と sp一曲率の グラ フ を，それ ぞれ図 1 と図 2 に 示す．各分布の 期

待値を
一

致させ て 表示するた め に，パ ラメ
ータをそれ ぞれ N （3，12）， 1σ（3，1），1「

（1／2，6），

B （8，
3／8）， Po （3）と した．前述の理 由に よ り2項分布の鞍点 は 4 〈 t＜ 8 におい て 凸で あ

るた め
， sp一曲率は 1司じ区間に お い て正 の 値 を とっ て い る．

　鞍点 と sp 一曲率の 定義域は分布に よ っ て異な り，また各分布の パ ラメータに も依存す る場

合が あ るこ とに注意を要する．

4． 標本平均の 鞍点 と sp 一曲率

　本節で は統計量 Sn ＝

〜
玩 （Xr、

一
μ）／σ の sp 一曲率讒F）

（‘）に つ い て ，その 漸近 的な挙動 を

調べ る．竹内 （2013）は S・n の 鞍点が an で ある とき ， その漸近 的正規性の十分条件 が

　　　　　　　　　　　　 sup 　Lα n （t）− tl −→ O　as 　n → sc 　　　　　　　　　　　　　（4，工）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ltl＜ δ

に よっ て 与え られ る こ とを示 したが，α （t）＝ t が標準正規分 布 の鞍点で あ るこ とか ら ，
こ

の 収束は Sn の 正 規性か らの 離れか たを測 っ て い る． こ こ で は （4．1）と sp 一曲率 の 関係 を明

らか に し ， こ の 乖離具合 を評価す る に あた り sp 一曲率が本質的 な役割 りを果た して い る こ

とを定理 4．1 に 示す．また sp 一曲率を詳 し く評価す る こ とに よ り，エ ッ ジワ
ー

ス 展開 との類

似性が 見出され る．さ らに鞍点の 列 ｛α ．
，、（t）｝nEN お よび sp 一曲率の列 ｛霧

P）
（t）｝n ∈N は

， α （t）

が狭義凹関数で ある とき各点で 狭義単調増加列 となる こ とが命題 4．2 に示され る．

　定理 4．1　確率分布 F に対応 す る鞍点 を α とし， X ］，
X2

，
．．．を F に 従 う独 立な確 率変

数列 とす る．また S
，、
＝　Vii（Xn 一

μ）／σ に 対応す る鞍点 α n （t）の sp 一曲率を 魂
P）
（‘）とす る．

こ の とき次の 2 つ の 評価 が成 り立 っ ．

　　　　　　α
。、（t）

− t 〜 v冨オ
27

霧・）
（t）

　　　　　　　・鞠 一
一

纛（

　κ3Vli

σ ）
、  

た だ し κ
フ

は F の ゴー次キ ュ ム ラ ン トで ある．

as 　 7Z 『
→ OC

，

13 κ§一σ
2
κ4

（d至σ
2
）
3t

　 as 　 n → Oo ．

　証 明 4．1　竹 内 （2013）補題 5．7 よ り鞍点 α
π

は

　　　　　　　　　　　　　c・
・ （t）一 ・伽 （・ ＋ 知

で あ る．t ＝ 0 に お け るテイ ラー展開に よ り，あ る 0 ＜ θ ＜ ／ に つ い て

　　　　　　　　　　　蝋 の
一t÷

・

《・ ＋ 湯・う

（4．2）

（4．3）

（4．4）

（4．5）
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が 成 り立 つ （竹 内 （2013）証明 5．5）．
一方 α

’

（μ）＝ 11σ
2
で あ る こ と，お よび 嗇

P）
（t）に関 し

て （2．2）よ り

　　　　　銑♂ （
　 　 σ

μ ＋
v♂）一 細 卜a4 ｛at （・ ＋訓

3！2

　　　　　　　　　　　　　　 〜　　23f2　．ア　Lsp｝
（t）　　as 　n −→ DC 　　　　　　　　　　　　　　　（4．6）

が成 り立 つ ．よっ て （4．5）と（4．6）よ り（4．2）を得る．次 に （4．6）の 左辺 を t ＝ 0 にお い て テ

イ ラー展開す るこ とに よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 3　　 　　 　　 　　 　・1

　　　　　　　　23
／2褫P）

（t）一

轟・
”

（・）・ ；、

’

　a ／

ノ”

（・）・　 … 一 …

お よび α
”

（μ）＝ 一
κ 3／σ

6
， α

’”

（μ）＝ （3κ1一σ
2
κ4）1ff1【］

で あ る こ とか ら （4．3）を得 る．

　（4．2）と （4．3）よ り

　　　　　　　a ・
・t・・一ト 論 ・

・
κ§
誇

4
・
・

a ・ ・ 一 ・・

が 成 り立 つ ． こ の 式 に お い て 分散 σ
2
を除 けば，右 辺第 1 項 に お け る係数は κ3 の み に，

第 2項 は κ3 と κ 4 に 依存 して い る．こ の こ とは エ ッ ジ ワ
ー

ス展 開 と形 式 的に 同 じで あ る

（Hall （1992）p．45 を参照の こ と）．

　例 3．1 か ら例 3．5 に 挙 げた確率分布 に つ い て ，統計量 Sn に 関す る鞍点 妬   とそ の sp 一

曲率 瘍
P〕
（t）を以下 に 示 す． こ れ らは

， まず （4．4）を直接 計算 しT そ の 結果 に 基づ き （2．2）

を求 め る こ とに よ っ て 得 られ る．

例 4．1　正規分布 N （μ，
σ
2

）

　　　　　　　　　　 ・r。 （t）− t
，

例 4．2

α n （t）

逆 ガウス 分布 IG （μ ，
λ）

ッ誇吻 一〇 f・・ t ∈ R ．

，謳 ｛1
−

　　（v寓 ＋ 偏 ）
2｝一 軸 一

〒欝 鵠缶 灘

　　　　　　　　　… 〉
一

（ ゲ
2

・

例 4．3 ガ ン マ 分布 r （λ，の

　　　　　　　　　　　 而 亡

　　　　　 蝋 の　；
　　　　　　　　　　　v励 ＋ t

’

　　　　　　 一2nr（〜／痂 一トt）
3

7！至P 〕（t）＝

　　　　　｛（fU ＋ t）
4
＋ （nr ）

2
｝
3！2

f・rt ＞
一

〜研 ．
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例 4．42 項分布 B （m ，p）

a
・ （t） − v珮 ・gli 辮 鶉 ］，

　　　　　　　　 γ乙γπ V癒）す（〜／す亡十 v
〆聊 ）（〉ツ）孟

一
丶／〒「画 ）｛2P 両 t一ト（P

−
（〜）Vil万E｝

　 ッ曽
・）
（t）

　　　　　　　　　　　　｛（vat＋ 〉励 ）1（V7St　一》VimTa）・ ＋　n2m2pq ｝
312

13

・r 平 ・ t ・Vfi？1，
・ here ・

一・一
・・

例 4．5　ポ ァ ソ ン 分布 Po （λ）

　　　　・ n （t） 一 ・“il・9（・＋ 纛），

　 　　　　　　 　　　　　　 　　　 for

4．0

3．0

2．0

1．0

0．0

塁 一1．o
司

一2，0

一3，0

・4，0

一5．O

一6．0
　 −2．0　 −1．0　　0．0　　1．0　　2．0　　3．0　　4、0　　5．0　　6，0
　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

図 3　 統計量 Sn 鞍点 の 収束一IG （1，1）一．

　　　　　　一
v

／万λ（xEi 　十　A）
巉P）

（t）；

　　　　 ｛（〜th＋ の
2
＋ n λ2｝

3／2

t＞
一而 ，

0．4

0．3

0．2

G．1

OO

O

20

Φ」
コ一
価

≧
コ

O−
Ω
ω

一
〇．3

一〇．4

一〇．5

一〇．6
　 −2．0　 −1．0　 0．0　　1．0　　2，0　　3、0　　4．0　　5．0　　6，0
　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

図 4　 統 計量 Sn　sp 一曲率 の 収束一．
　JG （1，1〕 ．

　例 42 の逆ガ ウス 分布の場合 に つ い て 統計量 Sn の 鞍点 と sp 一曲率を，それ ぞれ 図 3 と図

4 に 示す．サ ン プル サイズが増す に従い α n （t）は標準正規分布の 鞍点 α （t）＝ t に近づ き，こ

れ に 応 じて sp 一曲率も 0 へ と近づ い て ゆ く． こ の 収束 に よっ て Sn に関する中心極限定理 が

証明 され る （系 5．1 お よび系 5．2）．また こ の 分布で は鞍点が凹関数 ；

　　　　　　・餐  一

，課 轟 ・ ・ … 〉
一

（雲1  ∈ N
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で あ る．従 っ て 鞍点 を曲線 と考えた場合， こ の 上 に あ る動点の 運動は 進行方向右側 へ 常に

正 の 加速度が 生 じる こ とか ら，図 4 の ように 曲率 の値 は全 て 負値 とな る．

　こ れ まで の 議論よ り統計量 S
，1 の sp 一曲率も原点の 近傍に おける振 る舞い が重要で あるが ，

異な る確 率分布 に 関す る sp 一曲率を比較す る場合，例えば maXI
亡1〈 δ 霧

p！
  iを用 い る こ と

が 自然で あ ろ う．図 3 や図 4 よ り原点 t ＝ 0 は 1需P）
（の の 最大値 を与え る点の よ うに見受

け られ る が
，

一般 に は違 う．

　命題 4．1　F に独立 に従 う確率変数 を Xl ，．．．，X ， “．とす る．統 計量 5 。、
＝ V

／
可X ，、

一
μ）／σ

に対応 す る鞍点 を α rt （t），その sp 一曲率を 霧P ）
（t）とする． こ の とき 霧

P〕

（t）が t＝ tr
、
にお

い て 最大値 とな る ための 必要条件は

　 　 σ

　　　 tn ∈ ．4h，，μ 十
　　謳

α漁 。 ）｛1＋ 鳳   ）
2
｝
− 3αi、 （tn）（轍 f

。 ））
2

− 0

（4．7）

（4．8）

を共 に満 た す こ とで ある ．

　証明 4．1　F に対応する キ ュ ム ラ ン ト母関数と鞍点を K お よび α とする． こ の とき an （t）

は （4．4）で 与え られ ｛t ： μ ＋ （σ／〉励 オ ∈ Ah ｝に お い て定 義 され る．従 っ て題意 を満たす よ

うな tn が存在す るな らば （4．7）を満 た さなけれ ばな らない ．（4．8）は停 留点 を与 え る条件 と

して 希
P）
（t）の 導関数よ り直接得 られ る．

　例 4．6　逆 ガ ウス 分布 1（7（μ ， λ）に おい て （4，8）を解 くこ とに よ り， sp 一曲率の 最大値 は

tn ＝ ｛（5／4）毒
一 1｝V厭 万 に よ っ て 与 え られ る．

　Sn の 法則収束は，分布関数列の 弱収束や特性関数列の 各点収束に よ っ て 得 られ るが ，こ

れ らの 収束は必ず しも単 調で はな い ． これ に 対 し鞍点 の 各点収束 砺 （t）→ t は命題 4．2 の

よ うな単調性をもつ 、 こ こ で は鞍点列 ｛orn （t）｝n ∈N の 収束 を大域 的に 見 るこ とを 日的 と し，

α   が その定義域全体 Ad
。mK に お い て 狭義凹 （また は狭義凸）で あ る場合の 証明を示す．こ

れ に よ り｛α n （亡）｝nEN の 単調性が期待値の近傍の みな らず，その定義域 で あ る開区間全体に

お い て 成 り立 つ こ とが 示 され る．

　命題 4．2 で は ｛α
。．（t）｝。．EN の 収束を大域的に 見るた め に

， キ ュ ム ラ ン ト母関数 K （α）が 実

効定義域 domK ＝ （
− a

，
b）（a ，

　b∈ R
÷ ）にお い て 狭義凸で あ る とす る。 こ の 仮定は特に強 い

もの で は な く， 例 3ユ か ら例 3．5 に 挙げた キ ュ ム ラ ン ト母関数は
，

い ずれ も実効定義域に お

い て 狭義 凸で あ る．こ の 仮定 の 下 で は K の 鞍 点 ；

α ：亡∈ ．4dQ1
、、K ト→ α （の∈ dorn　1（

，　 where 　．4d
。 ml （

＝（K
’

（
一

α 十 〇），
K ’

（b
− 0））

は 同型写像 とな る （竹内 （2013）命題 2，3， 補題 3．6）．
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命題 4．2　統計量 Sn の 鞍点 （4．4）に つ い て
， α（t）は AdoiiiKにお い て 狭義凹関数で ある

とする．開区間 ln を次の よ うにお く．

　　　　　・n
− （

縄
（κ

・

（
＿a

σ
）
一

・）・ 乎（K
’

（・一・）一・））f・・− n ・ ・ （・・）

こ の とき次が成 り立 っ ．

　  任意に 固定 した n ∈ N に つ い て ，orn （u ）＝ u で ある こ と と u 　 ・ O は 同値で ある．

（ii）任意 に 固定 した n ∈ N に つ い て ，
　 u ∈ fn　X｛o｝の とき orn （u ）〈 u で あ る．

（iii）n ∈ N を任意 に固定す る．　 u ∈ In＼｛0｝なる各点 ’u に つ い て ，｛α m （u ）｝m ．　n ＋1，．．．は狭

　　 義単調増加列 で あ る．

（iv）原点に 十分近 い U に つ い て ｛7曽
P）
（U ）｝n ≧2 は狭義単調増加列で ある．

た だ し α（t）が狭義凸 の 場合に は （ii）の 不等式は逆向きに
， 〔iii）お よび （iv）は狭義単調 減少

列 とな る．

　証 明 4．2　（4，9）は α η （u ）の定 義域 で あ り，t ＝

μ ＋ σ   ん砺 が Ad。 m κ の 全体 を動 くとき

u は Lnの 全 体を動き，そ の 逆 も成 り立 つ ．

（i）と （ii）に つ い て．9n（u ）＝ α n （u ）
− u とお く．K （α ）の 狭義凸性 よ り，任 意 に 固定 した

n ∈ N に つ い て 0 ∈ In で あ る．この とき 9n（0）＝ g4、（0）； 0， お よび α （t）の 狭義凹性 よ り

鵐（
’u）く 0 が u ∈ Jn にお い て 成 り立 つ こ とよ り明 らか ．

（iii）につ い て．　 u ∈ N を任意に 固定 し IL ∈ Jn＼｛o｝とす る．　 a ／．。 2（
’a）＝

σ ua （μ ＋ σ 冠1¢ ）とお

き，
こ れ を x ≧ V

／

万に つ い て微分す る こ とで

　　　　　　　　　謠鯉 （・ ）一 ・ （・ ・ 穿）÷
・

（・ ・ 黔 　 　 （… ）

を得 る．α （t）が狹義凹で あ る こ とか ら Kt （一α ＋ 0）〈 μ ＋ h 〈 K ！

（b− 0）で あ るような h ≠0

に つ い て

　　　　　　　　　　　　 α （μ ＋ h）一 α（μ）＞ hα
’

（μ ＋ h）

が 成 り立 つ ．従 っ て h ＝ crlL／．r とお け ば （4．10）の 右辺 が正 で あ る こ とを得 る． よ っ て

cr．。 2（u ）は x に つ い て 狭義単調増加関数で あ るか ら，πゆ n ＞ 1 な る任 意の 自然数 に つ い て

α m （u ）＞ dVn （u）が成 り立 っ ．

（iv）に つ い て ．（22 ）と （4、4）よ り

　　　　蜘 ÷ （
　 　 σ

μ ＋
▽デ）／｛1＋姻 ・ ＋訓

3／2
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で あ る．

を得る．
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こ こ で 〉儒 を x とおい て

　　　　　　　　畫鋼
・
（・）一 一

、、宏、
・

・ C・）・ ・

こ の とき £っツ
）
（u ）は u に つ い て 十分滑らか で あ るか ら原点の 近傍に お い て正値

を とる． よ っ て ｛魂
P ）
（u ）｝n ≧2 は こ の 近傍に お い て 狭義単調増加列で ある．

　例 4．7 例 3．1 か ら例 3．5の うち正規お よび 2 項を除 く分布が ，命題 4．2 の 条件 を満た し

て い る．従 っ て逆ガ ウス 分布の 場合 も α n （u ）が 狭義凹で あ り，原点以外の 各点 u に お い て

｛α n （
’
u）｝nEpmi は狭義単調増加列 となるが

，
こ の 事実は図 3 か らも確認され る。図 4 は原点の

近傍に お ける sp 一曲率の 狭義単調増加性を 示 して い る．

5． sp 一曲率 と漸近正規性

　次 の結果 は竹内 （2013）定哩 5．4 の系で あ り，
一般 の統 計量の 漸近正規性 の十分条件 を sp 一

曲率 に よっ て 与 えた もの で あ る．統計量 Tn の キ ュ ム ラ ン ト母 関数 を Kn とし， その 鞍 点 と

sp 一曲率を そ れ ぞれ α n ， 霧
P ）
（t）とする．また N は標準正規分布に従 う確率変数 で あ る．

　系 5．1　 キ ュ ム ラ ン ト母関数 K ，、 は原点 を含む開区間 1 上で ， 全 て の η ∈ N に つ い て狭

義凸で ある とす る．また次 の 2 つ の 条件が 満た されて い る とす る．

　（i）α π （〔〕）→ 〔〕，　 αll（〔｝）→ 1　as 　n → co ．

（ii）あ る正数 δが存在 し SUPItl
く δ1讒P）

（t）→ O　as　 n → OQ ．

こ の とき ％ ζ N が 成 り立 っ ．

　証明 5．1　sp 一曲率の 定義 （2．2）お よ び （i）よ り

　　　　　　　　・ 髭（t）　− J （・＋ 羞）
η

・留・
（個 一 ・1　 ・ 一 ・・

で ある．
一

方 t ＝ 0 にお けるテイ ラー展開よ り，ある 0 ＜ θ ＜ 1 に つ い て

　　　　　　　　喇 一t 一 蝋 ・）・ （・ a（・）− 1）t＋1・ 脚 2

が成 り立 つ ．よっ て （i）お よび （ii）よ りn → oO の とき SUPItl
くδiα n （t）

− t［→ 0 を得 る こ と

か ら竹 内 （2013）定理 5．4 よ り結論を得 る．

　sp 一曲率を用 い て 法則収束 を述 べ る場合 ， 系 5．1 の 条件 （i）の よ うな 1次 お よ び 2 次 モ ー

メ ン ト列 に 関す る収束条件 を要す るが ，こ れ は定理 2．1 の 主張か らも明 らかで あ る．系 5．1

を利用 し， 独立 に 同
一

な分布に従 う確率変数に関する中心極限定理 の 証明を次の ように 与

える こ とが で き る．
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　系 5．2　確率変数 X1 ，X2 ，
，．，は独立 に確率分布 F に従 っ て い る とする．統計量 Sn 一

而 （Xn 一
μ）／σ の キ ュ ム ラ ン ト母関tw　Kn が系 5．1 と同 じ条件 を満たす とき Sn　El　N が成

り立 つ ．

　証 明 52 　3n の 鞍点を an ，
　 sp 一曲率を 讒

P）
（t）とす る．　 F の 鞍点を α とすれば （4．4）よ

り任意の n ∈ N に つ い て α 鼠0）＝ 0 お よび α氛0）＝ 1 で ある．
一
方 （4．6）お よび α の 滑 ら

か さ よ り，十分小さ な正数 δと定数 M ＞ 1 に つ い て

　　　　　　　11陽
鞠 ・ M 銑1懇

1バ （・ ＋ a ・）一 ・ 跚 …

が成 り立 っ ．よ っ て 系 5．1 よ り結論を得 る．
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