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レ ベ ル ・ シ フ トの 検定 と検出力の 非単調性
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Tes七s　for　a 　Level　Shift　and 　the　Non −Monotonic 　Power 　Problem

Daisuke　Yamazaki ＊

and 　Eiji　Kurozumi ＊

　本稿で は
， 誤 差項に 系列相関が 存在 す る場 合の 定数項シ フ トの 検定に つ い て 考察す る．先行研

究 に よ り，LM タイ プの 検 定 の 検 出 力 は ，誤差 項 に 系 列相 関が あ る場 合 に は，構 造 変 化 の 度 合 い

が 大 き くな る ほ ど検出 力 が下 が っ て しま う とい う 「検 出力 の 非 単 調 性 問題 」 が存 在 す る こ とが 知

られ て い る．一
方，ワ ル ド・タイ プ の検定で は，検出力の 非単調性問題 は 存在 しな い もの の，検

定の サ イ ズ が 大 幅 に 歪む 場 合が あ る．先行研究で は これ ら の 問題 を 回避 す る 方法 が 提案さ れ て お

り，本稿で も，既存の 方法 を さ らに修正す るこ とに よ り，有限標本特性が よ り優れ て い る検定方

法 を提案す る．新 た な千法の 有限標本特性 は，モ ン テ
・カ ル ロ 実験で 分析 され，サ イズ ・検出力

の 両面で ，既 存の 検定 よ りも優 れ て い て る こ とが 確認 され た．

　This　paper　investigates　test5　for　a　shift　in　mean 　lbr　serially　correlated 　time　series，　 It　is　known

in　the　literature　that　LM −type 　tests　suffer 　from　the　so −ca ユled　non −monotonic 　power　problem　in

the 　sense 　that　the 　pQwer 　decreases　even 　if　the 　magnitude 　of 　break　gets　larger．　 On 　the　other

hatld
，
、Vald−type 　tests　do　not 　have　t｝Le　Ilon −lrlonotoIlic 　power　probleIn　but　they 　tend 　to　sufrer

from　over −size 　distortion．　Several　methods 　to　overcome 　these 　problems　have　been　developed　in

the　literature　alld 　wc 　proposc 　a　I〕cw 　tcst　with 　a 　goQd 　finitc　9．　arn 　plc　propcrty 　by　mo 〔iifyillg　the

existing 　test，　NVe　investigate　the 丘nite 　sample 　properti 　of 　oul
’
11ew 　method 　and 　it　turns　out

七hat　our 　tesしperforms　better　than 　the　Qther 　tests　in　view 　of　both　sizc　alid 　power ．

キー
ワ
ード； 構 造 変 化，ワ ル ド検 定，LM 検 定

1．　 はじめ に

長期の時系列データの 分析 を行 う場合 ， 構造変化の有無 を検討する必要があ るため ， 計量

経済学 お よび統 計学の 分野 に お い て
， 数多 くの 構造変化の 検定 が提案 されて きて い る．古

典的な文献 にお い て は ，構造変化点を予め 設定 して い る もの も多い が，実証分析 にお い て

は
， 変化点 を予 め特定化す る こ とが 困難な場合 も多い ．そ の た め ， Brown 　et　a9．（1975）で

提案され た cusuM 検定や CUSUM −SQ 検定の よ うに，構造変化点 を未知 と した検定方法

が 必要 とな っ て くる． また，経済時系列モ デル にお い て は，説明変数を確率変数 として 扱
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う必要が あ り，誤差項に 関 して は
一

般的に は系列相関が 存在す るた め， こ れ らを考慮 した

構造変化 の 検定 手法 が開発 されて きた．中で も，Andrews （1993）に よる Sllp タイ プの 検定

は ， GMM 推定量 に基づ く検定で あ るため，線形モ デル ばか りで な く，非線形モ デル に も応

用で きる とい う点で 非常に 有川 で あ り， 多 くの 実証研究で 使われ て い る．また ， Alldrews

alld 　Plc〕berger（1994）や Andrews εオ祕 （1996）に よる exponential タイ プの 検定や average

タイ プの 検定 は，線形モ デル と い うフ レ
ーム ワ

ー
ク にお い て あ る種の 最適性を満た して い

る ため ，
こ れ ら の 検定 もしば しば実際に 使われ て い る．なお ，Sowell（1996）は

，
こ の 2 つ

の検定 に つ い て，GMM 推定量 を用 い て検定統計量 を構築 した場合 に も，検定 の最適性が

保持 され る こ とを示 して い る．

　こ れ ら sup タイプ，
　 exponential タイ プ，

　 average タイ プの 検定 は
， 基本的に は構造変化

が
一

度起 きて い る と い う対立仮説を想定 して構築 され て い るが ，構造変化が 複数 回起 きて

い る可能性が あ る場合に は ， そ の よ うな対立仮説を想定 した検定統計量の 構築が 望 ま し い ．

Bai　alld 　PerrQII（1998）で は
，
1 変量時系列モ デル に お い て ， 構造変化が 高々 rri．回起 きた と

い う対立仮説を想定 した sllp タイ プの 検定を考案 して お り，　 Qu　and 　Perron（2007）で は，

こ の検定 を多変量モ デル へ 拡張 して い る．また，Elliott　and 　Miiller（2006）で は ，
パ ラメ

ー

タが ラン ダム ・ウ ォ
ークの ように 変化 す る モ デル を用 い て

，
パ ラ メータの 安定性 に 関 する

最適検定を導出 して い る．
一

方で
，

一
連 の 仮説検定 で 構 造変化が 起 きた と い う帰無仮説が

棄却 された場合 ， 実際に は構造変化が 何度起 き た の か
，

そ の 囘数を推定 す る必要が あ る．

Bai （1997）で は対立仮説 に
・
度の構造 変化を想定 した検定 を繰 り返 し利用する方法 を，ま

た ， Bai　and 　Perron（1998）や Qu　and 　Perr’on （2007）で は ， 複数 の構造変化 を対 立仮説 に

想定 した検定 を逐次 的に利用 す る方法 を提案 して お り，Kllr。zulrli　alld 　Tuvaarldolj（2011）

は ， 修正 AIC や修」E　B工C とい っ た情報量規準に よる椎定方法 を提案 して い る．構造 変化

に 関す る統計的推測に 関す る概説 は
， Cs6rg6　and 　Horvath （1997 ），

　Perron （2006）や Aue

and 　Horvath （2013）な どを参照 され た い ．

　構造変化の 検定 にお い て は ，変化の 大 きさが大 きけれ ば大 きい ほ ど，検定の 検出力が高

くな る こ とが 期待 され る し， 漸近 的に もそ の ように な る こ とが あ る 淀 の 仮 定の 下で は 証

明 され て い る． しか しな が ら，Vogelsang （1999）は，モ ン テ ・カ ル ロ 実験 に よ り，誤差項

に 系列相関の 存在 を想定 した検定や ， ラ グっ き内生 変数が 説明変数に 含 まれ る 場合に は
，

有 限標本 に お い て CUSUM 検定や LM タイ プの検定で は
， 変化の 大 きさが 大 き くな ると逆

に検出力が下 が っ て しまう とい う，検 出力の 非 単調性 問題 が あるこ とを指摘 した． こ の よ

うな検出力の非単調性問題は
， 系列相 関が存在 す る ときの 長 期分散の 推定が 問題 で あ る こ

とが 知 られて お り，実際 Crainiceanu　and 　Vogelsang（2007），
　Deng　and 　Perron（2008）や

Pcrron　arld 　YalllaIIloto（2014）で は ，
こ の 点 をモ ン テ

・カル ロ 実験及 び理論 的 に 分析 して

い る．
一

方 ， ワ ル ド ・タイ プの 検定で は検出力の 非単調性問題 は生 じ な い もの の ， 誤差項
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の 系列相関を考慮 して 検定統計量 を構築す る と，帰無仮説の 下で 検定の サイ ズが大幅に歪

む こ とも知 られて い る． こ の こ とか ら， 最近で は
， 検定の サ イ ズが 安定 して お り， か つ

， 検

出力の 非単調性問題が生 じない 検 定方法が提案 されて い る．例 えば ， Kejriwal（2009）は ，

帰無仮説 と対立仮
．
説の 両仮説下で の 推定残差 を用 い て 長期分散 の 推定量 を修正 す る こ とに

よ り，問題 の 回避 を試み て い る．同様 に，Juhl　and 　Xiao （2009）に お い て は， ノ ン パ ラメ

トリッ ク法 を用 い て長 期分散の 推定 精度の 向上 を提案 して い るが ，残念 なが ら検定の サ イ

ズや検出力は ， ノ ン パ ラメ トリッ ク回帰を行 う際の バ ン ド幅に強 く依存 して し まうこ とが

分か っ て い る．
一

方 ， Shao　and 　Zhang （2010）で は
，
　 self−normalization 法 を用 い て ，長期

分散その もの の 推定を避 けた検定 を考案 して お り， Sayginsoy　and 　Vogensang （2011）で は，

長期分散を推定する際の バ ン ド幅を標本の 大 きさ T に比例させ る とい う， fixed−b 漸近近似

法 とい う手 法 に よ り， 検出力の 非単調性問題 を克服 した検定方法を提案 して い る．

　本稿 で は
，

こ れ らの 手法を概観 した うえで ， 既 存の レ ベ ル ・シ フ トの 検定方法の 修正 を

提案 し
，

そ の 有限標本の 特性を 向上 させ る こ とを提案す る．具体的に は
， Kejriwal（2009）

の方法を さ らに修正す る こ とで ，検定の サイズが安定 して お り，か っ
， 検出力 の非単調性

問題を回避 で き る検定統計量を構築す る．検定統計量の 作成自体は比較 的シ ン プル で あ り，

実証分析 に 応用 す る こ とも容易 で あ る。

　以下の 節で は
， まず ， 第 2節 に お い て ，

モ ン テ
・
カ ル ロ 実験に よ り，レ ベ ル ・シ フ トの 検

定 に お い て ，誤差項に 系列相関が ある場合に は
， 検出力の 非単調性問題やサイズ の 歪みが

生 じる こ とを確認 し，そ の原因に つ い て も考察する，第 3節で は，これ らの 問題を回避す

るための既存 の検定方法 を概観 した うえで ， 新 たな検定 方法 を提案す る．第 4 節で は，モ

ン テ ・カル ロ 実験に よ り，既存の 検定方法 と新 た な方法 の 有限標本特性 を比較 し， 各検定

統計量の 特性を分析する．第 5 節で は
， 今後の 課題 に つ い て 検討 を行 う．

2． sup タイ プ検定の 問題点

　本節で は，実証研 究で 広 く使 われて い る sup タイ プの 検定 の 問題点 に つ い て 考察す る．

まずは じ め に ，我々 は観測値の レ ベ ル ・シ フ トの 有無に 興味 を持 っ て お り， 以下の よ うな

モ デル を考 える．

　　　　　　　　　　yt一
μ1 ＋ μ2D σヒ（T9 ）＋ Ut

， （t − 1，＿ ，
T ）， 　 　 　 　 （2．1）

た だ し，
DUt （唱）＝ 0 （t ＝ 1

，
＿

，
T9 ），　 P 防（T9）＝ 1 （オ＝堪 ＋ 1

，
＿

，
T ）で ，　 u オ は平均 0

の確率過程で ある とす る． こ の 場合，ytの 平均 は t ＝ 1，．．．，唱 まで は μ1 で あるが，　TS ＋ 1

期以降は μ1 ＋ μ2 とな るの で ，モ デル （2．1）で は
，

レ ベ ル ・シ フ トが起 きて い る．ただ し，

μ2 ＝ 0 の場合 は
，

レ ベ ル ・
シ フ トが起 きて な い

， 平均が
一
定の モ デル とな る の で ， 我々 が

興味を持っ 検定 問題 は
，

　　　　　　　　　　　　　Ho ・ μ2 − O　 vs ，　 H −
L ； μ2 ≠0
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と表す こ とがで きる．なお ， 構造 変化 点 T9 は未知で ある とす る．

　 こ こ で ， 誤差項 と変化点に つ い て は
， 以下を仮定す る．

　仮定 1   ｛Ut ｝は平均 0で ，　T →   の時 ， 以下の汎関数中心極限定理が成 り立つ とす る．

　　　　　　　　　　　毒卦繍 ） （・ ≦ ・ ≦ 1） 　 （22 ）

ただ し， 照 r）は 1次元標準 ブラ ウン運動 とす る，

（ii）T
−

＞ oo の 時，　 Tk ／T −→ λ
u
が 成立 つ （0 〈 λ

c〕
〈 1）．

　仮定 1（i）で は
，

’
（t’t に特定の モ デル は想定せ ず，その 部分和に つ い て 汎関数中心 極限定理

が 成 り立 つ と い う，比較的 ゆるやか な仮定 を想定 して い るが ，ttt が 単位根過程で ある 可能

性は排除 して い る．（ii）は構造変化に 関する文献で は標準的な仮定 で ，構造変化点 と標本

の 大 きさの 比 （構造変化点比率）が
一定で ある とい うもの で ある．こ の 仮 定 は

， 構造変化点

前 ・後 それ ぞれ の 期 間に お い て ， 十分 な大 きさの 標本が 得 られ る， とい うこ とを意味 して

い る．

　構造変化点が未知の 場合の検定 として，ここで は実証分析で も しば しば用い られ る Andrews

（1993）の sup タイ プの ワ ル ド検定 と LM 検定 を考え る．今 ， 構造変 化点 を TB （た だ し，

TB ／T ＝λ とす る）と想定 した時 の （2．1）式の 最小 2 乗推定 を

　　　　　　　　　　　　　 yt＝μ1 ＋μ2D 硯 指 ）＋ 姐 λ）

とし，
こ の 時の 残 差平方和 を SSRi （λ）とす る．

一
方 ， 帰無仮説の 下で の 最小 2 乗推定を

　　　 　　　　　　 　　　　　　　 　 7Jt＝ μ1 十 Ut

と し，こ の 時の 残差平方和を SSRo とす る．す る と，ワ ル ド検定統計量 と LM 検定統計量

は それ ぞれ，

　　　　　　　　　　　SSR ，
− SSR ⊥（λ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 SθRo − SSR ，（λ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 LMT （λ）＝　　　　　　 肪 （λ）＝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　∂2
　　　　　　　　　　　　　 a2（λ）

となる．た だ し，
a2（λ）は 対立 仮説の 下で の 推定残差 a ，（A）に 基づ く長期分散 σ

2
の カーネ

ル 推定量で ，

　　　　　a2（

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　T − ⊥

λ）一 ＆・（λ）＋ 2Σ k（ゴ， 鵬 （λ），
　 ＆， （λ）一｝重毎・・卿 ） （・．3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 t＝」十1

と定義 され ， k（」，
　rn ）は カ

ー
ネル ，　 m は バ ン ド幅で ある．同様 に

， δ
2

は 帰無 仮説 の 下 で

の 推定残差 砺 に基 づ く σ
2

の カ ーネル 推 定量 で あ り， （2．3）式に お い て ，領 λ）を   ＝
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T
− 1

Σ1為＋1 毎毎＿
」

に 置き換 えた もの で ある． こ こ で ， λの とりえる可能 な範囲を A ≡ ［A，
λ］

と設定す る と1），sup ワ ル ド検定統計量 と supLM 検 定統 計量 は ， 次 の よ うに なる．

　　　　　　　　 sup 　WT ＝ sup 　WT （λ），　sup 　LMT ＝ sup 　LMi ・（λ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 λ∈A 　　　　　　　　　　　　　　　　　 λ∈A

Andrews （1993）に よ り，
こ れ らの 検定統計量 の 帰無仮説の 下で の 極限分布は

，

　　　　　　　　　即 肪 ， 即 塒 ゑ
鷲

｛w （T
・
）− rW （1

　　λ（1
一λ）

）｝
2

となる こ とが示 され てお り，また，p−value を求め るため の近似式が Hansen （1997）で 求め

られて い る．

　こ こ で ， sup ワ ル ド検定 とsupLM 検定の 有限標本特性をモ ン テ
・カル ロ 実験で確認する．

データ生成過程 は
，

　　　　 IJt＝ （c／Vを戸）xDUt （1
「

／2）十 Ut
，　・

Ut ＝ φu 孟一1 十 εt ，　εt 〜 i．i．d．N （O ，
／）

と して 様 々 な c の 値で シ ミ ュ レ ーシ ョ ン を行 い ，検定の サ イ ズ と検出力を調べ る こ とに す

る．ただ し，62（λ）お よび 52 の推定 に は，k（」，
　M ）として quadratic　spectral （Qs）カーネ ル

を用 い
，

バ ン ド幅 m は推定残差 at（λ）も しくは 毎 を用 い て Andrews （1991）で 提案され て

い る方法で決め るもの とす る．想定す る構造変化点の 範囲 は
，
A − ［O．15，

0．85］とす る．有

意水準は 5％，繰 り返 し回数は 5
，
000 回で ， すべ て の 計算 は行列演算ソ フ トウ ェ ア GAUSS

で行わ れ て い る．

　図 1（i）は ， T ＝ 60 で ， φ ＝ o。4 また は φ ＝ o，8 の場 合の 結果で あ る．　 sup ワ ル ド検 定 に

関 して は
， 検定の サイズの 歪みが 大 き く， 特に φ ＝ 0．8 の 場合はサ イズ は 0．4 を超 えて し

まっ て お り，検定 の サ イズを制御で きて い な い こ とが うかが え る。
一方，supLM 検定 に つ

い て は ， φ＝ 0．4 の場合 に は検定の サイズ は 5％に近 く， c の値が比較的小 さな場合 は検出

力が 上昇するが
，

c が 10 を超える と検出力が 下が っ て い る。 こ れが Vogelsang （1999）に よ

り指摘 され た検出力の 非単調性問題で あ り， CUSUM 検定や Elliott　and 　M 負ller（2006）の

検定な どに も同様の 問題が ある こ とが 知 られて い る．さ らに ， φ； 0．8 の 場合に は ， 検出

力 は一貫 して 有意水 準 よ り低 く， supLM 検定で は構造変化を検出す るこ とがで きな い こ と

が 分か る。図 1（ii）お よび （iii）よ り，標本の 大き さ を T ＝ 100 お よび 200 と した場合に は，

サ イ ズ と検出力の 問題は 多少緩和 され る もの の ， や は り， sup ワ ル ド検定の サ イ ズは 5％を

大幅に超え ， supLM 検定の 検出力 は
， 構造変化の 大 きさに対 して 非単調性 を持 っ こ とが確

認で きる，

　これ らの 問題 は，基本的に σ
2

の 推定が 原因で 生 じる こ とが 知られて い る．sup ワ ル ド検

定の 場合 は，σ
2 を対立仮説の 下で 推定 した 場合の 残差 を用 い て カ

ー
ネル推定を行 っ て い る

DA は，ム ＞ O，天く 1 を満 たす 区間で あ る とす る．
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（i）T ＝6e
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ノ
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〆
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冖
一

匪
6
プ

6

一一鼻

／

「
／

〆

O

。噐蹣1離：膕 コ ＝
supW‘卩hl＝口巳〕　　ら

s凵PしM 匸卩hl＝o 已〕　　
A

（ii）　T 　@ ＝@　1

8765432

　 　　　　　　 　

　 c 　 　　 　　　　（iiij　　　＝　

20 〔 ｝ 図1 　 sup
ワルド・ sup 　 LM 検定のサイ

と 検
出 力， が

，
こ の 場 合 ， δ 2 に は 負 のバイアスが あり， 過 小 推 定 さ れや す い ため ， 検

の サイ ズ が 大 き
く

な っ
てしまう． 一方， supLM 検

定の場合は， σ2 を帰 無仮説の下で推

した場 合 の残 差 を用いて推定し てい るが ，対 立 仮説が正し い場 合，帰無仮 説で 推定し

場 合の残 差は 分散 が
非

常に 大きくなるため， ∂2 も非常に 大き な 値 となる ．そのため，

出力の
非
単調 性 問 題 N 工 工 一 Electronlc 　
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o

図 2　 長 期 分 散 が既 知 の 場 合 の sup タ イ プ検 定の サ イ ズ と検出力．

が 生 じ る こ とに な る．実際， 真の 長期分散を用 い て 求め た sup タイ プ検定の サ イズ と検 出

力 を図 2 に示 す．サイ ズが 5％よ り低 くなる傾向はある もの の，上記の よ うな過大 なサ イ

ズや検 出力の 非単調性 は無 くなっ て い る こ とが確か め られ る．

3． 非単調検出力を考慮 した構造変化の 検定

　本節 で は t 検定の サイズを制御 しつ つ ， 第 2 節で 取 り上 げた検出力 の非単調性問題 を克

服 すぺ く考案 された構造 変化 の 検 定を紹介 し，さ らに，そ の
一

つ の 検定統計量 の さ らな る

修正 方法 を提案す る．

3．1　長期分散の 八 イブリッ ド推定による sup ワル ド検定 （Kejriwal （2009 ））

　Kejriwal（2009）は
，
　 sup タイ プ検定の サイズの 歪みや検出力の 非単調性の原因が長期分

散 の推定 で あ るこ とに注 目 し，次の よ うな検定統計量を提案 して い る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T − 1

　　　　即 曜 一
鷲

θθ

讐
踟 λ）

，
・1一  （x）・ ・

碧
順 （航

こ こ で ， タo（λ）は，λ ＝ arg 　min 　SSR1 （λ）を真の構造変化点比率 とみ な して （2．1）式 を推定

した場合の 残差か ら構築され て お り，
バ ン ド幅 m （λ）もこ の 残差 を用 い て Andrews （1991）

の 方法で 決 め られ る もの とす る．こ の 場 合 ， 特徴 的な の は
， 長期分散の 推定の 際 誤差項

の 分散 の推定 に は対立仮説の 下で の 推定残差 に基づ く Afo
（λ）を，自己共分散の推定に は帰

無仮説の 下で の 推定残差に基づ く   を用 い て い る こ とで ある．Kejriwal（2009）は こ の長

期分散推定量 を，ハ イブ リ ッ ド推定量 と呼 んで い る．前節で確認 した ように
， 蝋 λ）に基づ

く長期分散推定量 を用い る とサイズの 歪みが 牛 じ ， 銑 に基づ く推定量だ と検出力の 非単調

問題に 直面す る の で
， 直観的には

， 両者を併用すれば 二 つ の 問題が緩和 される と期待 で き

る．Kejriwal（2009）の sup ワル ド検定は長期分散の
一

致推定量 の推定方法 を変更しただ け

なの で ， 帰無仮説の 下で は Andrews （1993）の Sup ワ ル ド検定 と同 じ極限分布を もつ ．
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　なお ， Yang　and 　Vogelsang（2011）は，　 Kejriwalの 検定 に対 して，次の よ うな解釈を与 え

て い る．まず ， 長期分散の ハ イブ リ ッ ド推定量 に つ い て は ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −　　 1　　　　 ．　　　　　 ／

　　　　　　　　　　　
Af
・（λ）＝

ii　SSR1 （λ）， ラ・
＝

ii　SSR ・

とい う関係 を用 い る と，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T − 1

　　　　　　　　∂冠 一 ix・の ＋ 2 Σ臨 頑 ））5
・
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7＝1

　　　　　　　　　　− ［礁 鳳 鴫 ］
一
［・
’
・　
一　5’e（A）］

　　　　　　　　　　一 ゲ
2 − ÷（SSR ・

− 5師 ））

　　　　　　　　　　一 〆 （1
一ナ畑 り

とい う表現 が得 られ る．た だ し，

　　　　　　　　　　　　　・・pLM
・ −

SS ．R ・

；薨卿
λ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ

で ， δ
’ 2

は 帰無仮説の 下で の 推定残差に 基づ く長期分散の 推定量で あ るが ，
バ ン ド幅は 蝋 λ）

に基づ い て 決 め られた もの で あるた め ， 毎 に 基づ くバ ン ド幅 を用 い た長期分散推定量 δ
2

と

は，
一

般的に は異 なる． これ よ り，

　　　　　　　喇 塵 一

鷲 、曙≒畿霊）r 半書詣、
，

となるの で ，Kejriwa！の 検定は，　 supLM 検定 を変換 した もの で ある と解釈 で きる．

32 　 self ・normalization 法 に基づ く検定 （Shao 　and 　Zhang （2010 ））

　Shao　and 　Zhang （2010）は
，
　 Kejriwal （2009）と異な り， 長期分散の 推定は行わず，検定

統計量の 分子 ・分母で 長期分散を相殺す る方法を考案 して い る．すなわ ち ， 2 つ の 統計量の

分布が それ ぞれ長期分散に比例 す る の な らば ， そ の 比 を とれ ば長期分散 に は 依存 しな い 統

計量 とな る， とい う原理 に基づ い た検定 を考 えて い る．例 えば ， 構造変化が ない 場合，仮

定 1（i）よ り， 以下の 2 つ の 分 布収束が 得 られ る．

　　　　　　　　　　　　 T （？y 一
μ）

24
σ
2
噴 1），

　　　　　　　轟書｛書価
一
の｝

2

　一・
・　・

・f、
’

（w （s）
一
弸

・
ds

した が っ て ， 両者の 比 を とれ ば，

　　　　　　　　　　　 T （y
一

μ）
2
　　　　　　d　　　　　　W2 （1）

　　　　　　　　歩Σ器1｛ΣZ−1（y，

− y）｝
2

→

牌 ）
− sW （・））

2
　ds
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とな るた め ， 長期分散 σ
2
に は依存 しな くな る，

　実 際の 構造変化 の 検定 と して ，Shao　and 　Zhang （2010）で 1よ， 次の ような検定統計量 を

提案 して い る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　　　　　　　　　　　　　　｛古 Σ！｛1］（y・
− y）｝

σT ＝ sup

　　　
λ∈［°，’］

表｛劇 飾
一

、煮、嗣
2

＋ Σz−・… ＋t （焦 ・
一
置 ・・T … 1，T ）

2

｝
’

ただ し ， tl≦ t2 に対 して ，　 St
、，t2

＝Σ1  、
　Ys とす る．こ の 場合 ， 帰無仮説 の 下で は，

。。
4 　 　 　 　 　 ｛w （λ）

一
州 1）｝

2

躡 か｛囎 一sw （・）｝… ＋ 双｛W （1）一殉 一皆 ［W （・）− W （・）】｝
2
・・

となる．

3．3　fixed−b 漸近近似法 に基 づ く修正 sup ワル ド検定 （Sayginsoy 　and 　Vogelsang

　　　（2011 ））

　カーネル 法で 長期分散を推定する場合，
一

致推定量 を得る ため に は通常，バ ン ド幅 脇 の

発散す る速度は標本の 大きさ T よ り遅 くとらな ければな らない ． しか しなが ら， Sayginsoy

and 　Voge ！sang （2011）で は，　m を T に比例 した速 さで発散 させ るよ う設定 して い る． こ の

よ うに
，

バ ン ド幅 m を m − bT （b ∈ （0 ，
1］）と した場合の 漸近理論は 「丘xed −b　asymptotics 」

と呼 ばれ，Kiefer　and 　Vogelsang（2005）に よ り，こ の場合の長期分散のカ
ーネル 推定量 は

一

致性を持 たず，長期分散に 比例 した分布 に収束す るこ とが証明 されて い る． した が っ て ，長

期分散の 処理方法 に つ い て は，self −normalization と似た原理 に基づ い て い る こ とが 分か る．

　Sayginsoy　and 　Vbgelsang （2011）で は さ らに，確率項 ut が単位根 を持つ 場合 に も頑健な

検定統計量 として ，次の ような もの を提案 して い る．

　　　　　　　　即 唏
y 一

鷲
隅

譲
即 ）・exp （一・ ・UR ）

た だ し
， 鋸 は

， （2，3）式 で バ ン ド幅を m ＝ bT とした場合 の 長期分散の 推定量で あ り，　 UR

は Park　and 　Choi （1988）お よび Park （1990）で 提案 された 単位根検 定統計量 で あ る．ま

た
，

バ ン ド幅の 比例定tw　b お よび定数 c は い わゆ るチ ュ
ーニ ン グ ・パ ラ メ ータとな っ て お

り，UR の 値に依存 して決め られ る もの とされて い る．詳 し くは，ワ
ーキン グ ・ペ ーパ ー

版の Sayginsoy　and 　Vogelsang（2008）を参照されたい ．検定統計量 の うち ， 最初の項 は バ

ン ド幅を m ＝ bT とした sup ワ ル ド検 定統 計量で あ り， 第 2 項が 単位根 の 場合 を考慮 した

追加 的な項で あ る．確率項 Ut が 定常で あれ ば
，
　exp ← c ・UR ）−2 → 1 とな るの で ，元の デ

ー

タが 定常で あ る限 り， こ の 項は漸近的には影響を及ぼ さ な い ．

　前述 した ように，分子 と同様，分母で ある 齶 も帰無仮説の 下で は σ
2
に比例 した分布 に

収束す る の で ，sup 噂
v

は σ
2
に 依存 しない 分 布に 収束す る こ とに なる．た だ し， 分 母の 分
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布収束先 は
， 使 用す るカ

ー
ネル に依存す るこ とが 知 られて い る．S助

・gjnsoy　and 　Vogelsallg

（2011）で は
， ダニ エ ル ・カ ーネ ル の 利用を推奨 して い る．

3．4　sup ワル ド検定 （Kejriwal）の再検討

　KΩlri、val （2009）で は，長期分散の 推定に 関して は ハ イブリ ッ ド推定量 を使用 したが，そ

の 際 分散推定量 幅 λ）お よびバ ン ド幅は
，

λ 一 arg 　mil1 ∬ ∫〜1（λ）を真の 構造変化点比率

と見 な して （2．1．）式 を推定 した場合の残差 か ら構築され て い た ．こ こ で は ，その よ うな制

約 は課 さずに
， 最大化 の 引数全体 を λの 関数 と と らえ，次の よ うな修正 ワ ル ド検定統計量

を提案す る こ とにす る．
2）

　　　　　　　　　　剛 喫  

鷲 う、（、）艷覗〜1｝鵬 ・

た だ し， Trb（λ）は TB ＝λT とした場合 の （2．1）式 の 残差 を 元に ，　 Andrews （1991＞の 方法 に

よ り求め られ た バ ン ド幅で あ る、長期分散の推定量 は，構造 変化点比率 λ の 扱い を除い て ，

Kejriwal（2009）と同
一

で ある の で ， 分散 推定 量 今〔〕（λ）は対立仮説の 下で の 推定残差 に，自

己共分散推定量   は帰無仮 説の ドで の 推定残差 に基づ い て い る．検定統計量が 未知 の 構造

変化点比率 λ に依存 する以上 ， 長期分散 に っ い て も分 了
一
と同様，λ に依存 させ て 検定統計

量全 体 を λ に つ い て 最大化 させ る こ と は
， 自然な拡張で あ る とい える． また，Sup 佩 狸

ブ＊

の 分 母 におい て λ＝ 鼠とした ものが sup 慨 鱒 とな る の で ，

・・ p噂
6ゴ

≦ ・up 噂
暁

とい う関係が 読み取れ る．す なわ ち，検出力 の面で は，修正版の 方が よ りパ フ ォ
ー

マ ン ス

が 良 くな る こ とが期待で きる．

　以上の 修正 は
，

一見，単純な拡張で あるが ，そ の 有限標本で の 効果の 大 きさは
， 次節 で

確認す る こ とにす る．

4．　 各検定の 有限標本特性

　本節で は，前節で 紹介 した 先行研 究に よる 3 っ の検定 と，本稿で 修正 を提案 した 1 つ の

検定 の 有限標本特性を，モ ン テ ・カ ル ロ 実験で 考察する．モ ン テ
・カ ル ロ 実験で 用 い るデー

2） 査読者 よ り， 分 了乏 分母 の λ を別 の パ ラ メ
ータ と見な して ，2 次 ）tiの 方向 で 検定統計量 を最大化 さ せ れ ば検

　 出力 が 向上 す る の で は ない か とい う指摘 が あっ た．そ こ で，実際 に シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 実験を行 っ た とこ ろ，

　 検 出 力 は最 大 で 数 ％ほ どだが，向 11す る こ とが 分か っ た．た だ し，こ の 場合 は，分母 （長期分散推定 量）を λ

　 に つ い て 最 小 化 す る こ とに な る た め，構造 変 化点 比 率 λ を長期分 散 に 基 づ い て 推定 し て い る と 解釈 で き る．

　 しか しなが ら，構造 変化 点 に っ い て は，先行研究 に お い て ，（残差 平方和 を最小 に す る と い う意味で ）い わ ゆ

　 る最小 2 乗法 か 疑似最尤法 に基づ く推定量 に つ い て 分 析が な さ れ て お り，長 期 分散 に 基 づ く惟定 の 妥 当性や

　 解釈 は，現状で は 良 く分か っ て い ない ，こ の よ うな理 山か ら，分了 と分母 の λ を 2 つ の 引数 と見な して 検定

　 統計量 を作成する とい う方策は，今 回 は とらない こ とに し，長期分散 に基づ く構造変化点の 推定 に つ い て は，

　 今後 の 検討 課 題 と した い ．
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タ生成過程 は，以下の とお りで ある．

yt ＝ （c／Vを戸）× DU ，（T／2）十 ILL
，　Ut ＝ φ望場＿1

一
トEt

，　 εt 〜 i．i．d．N （0 ，
1），
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た だ し， φ＝0．4 また は 0．8，ul ＝ ε1／〔1 一
φ
2
）
1／2 で ある．標本の 大き さ T は 60，100 また

は 200 で 有意水準は 5％ と設定す る．Kejriwal （2009）の オ リジナル お よ び修正版の sup ワ

ル ド検定統計量に つ い て は，QS カー
ネル 及び Andrews （1991）の バ ン ド幅の 設定方法を用

い て，検定統計量 を算 出 して る．

　図 3 は
， 各検定の サイズお よび検出力 を描 い た グラ フ で あ る．系列相関の 強さが 中程度

で ある φ； 0．4 の 場合に は
，
丘xed −b 漸近近似法 に基づ く修正 ワ ル ド検定の サイズは 5％よ り

も低 くな りが ちで あり，結果 として ，検出力が他の 検定 よ り大幅に劣る．他の 3 つ の検定 に

関 して は あま り大 きな差は な い もの の ， 標本の大 き さが 小 さな場合は
， self −normalization

法 に基づ く検定 の検 出力が若干高 く， 標本 の 大 きさが大 き くな るほ ど ，
Kejriwal の オ リジ

ナル 及 び修正版 Sllp ワ ル ド検定の 方が ，パ フ ォ
ー

マ ン ス は 良 くな る．
・・

方，系列相関が 強

い φ＝ 0．8 の 場合 に は，self−normalization 法 に基 づ く検定 の サ イズ は 5％を大幅に上 回 っ

て お り，検出力 は単調で あ る もの の ，第 2 節で 議論 した Andrews （1991）の sup ワ ル ド検

定 と同じ問題 を抱えて い る事が分か る．また ， Kejriwal（2009）で提案された sup ワ ル ド検

定 は
， 検 出力 は か ろ うじて 単調 に見 えるもの の ，標本 の 大 きさが 小 さ な場合は，大 きな構

造変化が あっ て も，検出力が なか なか 上昇 しない の に対 し，本稿で提案 した修正 を施せ ば，

パ フ ォ
ー

マ ン ス が 大幅に改善す る こ とが分か る．た だ し ， 標本の 大き さが 大 きな場合 ， オ

リジナ ル 版 と修正版 の差 は 小 さくなる． また ， 修正版 Kejriwalの sup ワ ル ド検定 と fixed−b

漸近近似 法に 基づ く修正 sup ワ ル ド検定 の 差 は
，
　 T ＝ 60 の 場合 に は前者の 方が 良 い ように

見 え るが
，

サ イ ズの 差 も考慮すべ きで あ り，総じ て ，φ＝ 0．8 の 場合 に は両者の 差 は小 さ い

こ とが うかが え る．

　1（ejriwalの sup ワ ル ド検定の 検出力が オ リジナ ル 版 と修正版で 大き く異な る要因と して ，

長期分散の 推定精度の 違 い が 挙げられ る． どち らも長期分散は 過大 に推定 されが ちなの だ

が，オ リジナ ル版の 方が よ り過 大に推定 され る．例えば ， φ； O．8 の場合 ， 真の長期分散は

25で あるが ， c ＝ 40 の 場合 の オ リジ ナル 版／修正版 の 長 期分散推定値の 平均 は それ ぞれ ，

6Z4 ／ 46．9 （T ； 60）， 59．6／ 52。ユ（T ＝ 100）， 49．5／ 47．9 で あ る．　
一
方 ， 第 2 節で 論 じ

た本来の sup ワ ル ド検定統計量 sup 貼 ・で は帰無仮説の 下で の サイ ズの 歪みが大 きか っ た

が
，

Kejriwal の 修正版 sup ワ ル ド検定 で は その ような過剰 な棄却 は生 じて い な い ．理 由は

オ リジナル の 検定の 場合 と同 じで ，前者で は長期分散が 過少推定 されが ちで あ るが
， 後者

で は バ イ ア ス が 小さ くな る こ とが 実験 に よ り確認さ れて い る．結果 とし て
， 修正版の sup

ワ ル ド検定は，帰無仮説の 下で の Kejriwalオ リジナル版の 良い 点を継承 しつ つ ，対立仮説

の
．一
ドで の オ リジナ ル 版 の 欠点 を補 っ た もの とな っ て い る．
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の 経済 分析 では系列相関の 強さ は未 知であ り ， 系列相関 の 強弱 に 依 存して 有限 標本 特

が大きく左 右されるよう な検定はあ ま り望ましく な いと いう こ と を考慮 すると ，今 回 提
案

し た 修

版 Kejriwal の sup ワ ル ド 検 定 の 総 合 的な パフ ォ ー マ ン ス
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は，既存の 検定に 匹敵す るか ，そ れ以上の もの を持 っ て い る とい える．

5． 今後の展望

　確率項 に系列相 関が あ る場合 の レ ベ ル ・シ フ トの 検定で は，サイズ の 歪みや検出力の非

単調性な どの 問題が ある こ とが知 られ て い る．そ こで 本稿で は まず， これ まで 先行研究で

提案 されて きた対処策を整理 した うえで ， その対処策の
一

つ で ある Kqiriwal（2009）の方法

を修正 した，修正 sup ワ ル ド検定 を提案した ．モ ン テ
・カ ル ロ 実験に よ り， 修正 sup ワ ル

ド検定の 有限標本特性 は
， サ イズ と検 出力の 両面で

， 先行研究で 提案されて き た対処策 と

同程度か ， それ以上 の もの で あ るこ とが確認 された ，

　 しか しなが ら，
これで 問題 が す べ て解 決 された わけで は ない ．現段階で は

， 先行研究 と

比較 して 有限標本特性が 改善 され た だ けで あり，理論的に可能な最大の パ フ ォ
ー

マ ン ス か

らの 乖離は少 なか らず存在す る と思わ れ る．すなわ ち，検出力を向上 させ る余地 は まだあ

る と同時に
， 検定の サ イズ も

， 設定 された有意水準へ よ り近 づ ける べ く制御 され なけれ ぼ

な らない ． したが っ て ，モ デル は非常に シ ン プル で は ある もの の，レ ベ ル ・シ フ トの検定 の

有限標本特性の 向上 は，今後 も追及 され る べ き研究テ
ー

マ で あ る。
一

つ の方 向性 として は
，

確率項の 系列相関の 構造 をモ デル 化 す るこ とに よ り， 問題の 根幹を理論的に解明 し，それ

を修 正 して い くとい うこ とが 考 え られ る．こ の 場合 ， 有限標本 にお け る バ イ ア ス 修正 と い

うの が
一

つ の 可能性で あ り， それ が どの ような系列相関の 構造 に適応可能で ある の か，そ

の 限界を探 る こ とも興味深 い ．

　 また，本稿で は レ ベ ル ・シ フ トの検定 の み に焦 点を当て たが ，

一般 の 回帰係数 の構造変

化の 検定 は よ り複雑 な もの とな るた め
， 今 回の 手 法が 有効で あ るか は明 らか で は な い ， し

たが っ て ， 今後 の 方 向性 の
一

つ として ， レ ベ ル ・シ フ トの 検定だ けで は な く，線形 ・非線

形の
一

般モ デル に お い て ，サ イ ズが安定 して お り， か つ
， 単調な検出力 を持つ 構造変化の

検定 に関す る研 究 が展開され て い くだ ろ う．その 際 定常な誤 差項ば か りで は な く，系列

相関が非 常に強 い
， 長期記憶 過程や単位根過程 に対 して も頑健な検定の 構築が 期待され る．

構造変化の 検定の 歴史は長 い が ，以上 の よ うに まだ未解決な問題が 多数残 っ て お り，今後

も研究が 進め られ て い くだ ろ う．
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