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特　集

粒子 フ ィ ル タの 基礎 と応用 ：

フ ィ ル タ ・平滑化 ・ パ ラメ ー タ推定
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，
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，
　and 　Parameter　Estimatiorl

Koiti　Yano ＊

　本稿で は，粒子 フ ィ ル タ，粒子平滑化，粒子 フ ィ ル タに よ るパ ラ メータ推定 を解説 す る．粒子

フ ィ ル タは 非線形
・
非ガ ウス 状態 空 間モ デル の 状 態 推定 を実 行 す る シ ミュ レ

ー
シ ョ ン ベ ー

ス の ア

ル ゴ リズム で あり，1990 年代初頭 に 発表 さ れ た後，科学
・
技術の 幅広 い 分野で 活用 され て きた．

しか し，日本国内で は そ の 知識が
一
卜分 に 普及 して い る とは 言い が た い た め，本稿で は 第 2 節で 粒

子 フ ィ ル タ とその適用 例 ， 第 3節で 粒子固定 ラ グ平滑化 の基礎，第 4節で 粒子固定 ラ グ平滑化へ

の リサ ン プル ・ム ーブ法 の 適用 ， 第 5 節で粒子 フ ィ ル タ と 自己組織化状態空間モ デル に よ るパ ラ

メ ータ推定 ， 第 6 節 で 実 物景 気循 環 モ デ ル の 基 礎 と粒 子 フ ィ ル タを 用 い た 状 態推定例 を 解説 す る．

　 Partiele丘lters　 amd 　 smoothers 　 are 　 simulation −based　 rriethods 　to　 estimate 　 non −1iIlear　 non −

Gaussian　 state 　space 　models ．　 The 　filters　 and 　 sl皿 oothers 　 are 　 widely 　 applied 　to　science 　 alld

engineering 　frolll　the　early 　1990s，　 We 　describe　an 　introductbn　tQ　the 　particle　filter　and 　soIlle

applications 　ill　Seetion　2．　 The 　particle　fixed−lag　 smoother 　is　denoted　in　Sectbn　3，　 and 　 we

apply 　the　resample −move 　method 　to　the 　partic工e 丘xed −lag　smoo 七her　in　Section　4．　 We 　explain

parameter 　estimation 　 and 　a 　self
−orga エlzillg 　state 　space 　model 　in　Section　5．　 In　Section　6

，
　we

estimate 　a　Real　Business　Cycle　mode 正based　on 　the　filter．

キー
ワ
ード； 粒 子 フ ィ ル タ，粒 子 平滑 化，リサ ン プル ・ムーブ，自己組織化状態空間モ デル，パ

　　　　　　ラメータ推定，動学 的 マ ク ロ 経済学，実物 景 気 循 環 モ デ ル

1．　 は じめに

　本稿で は Kitagawa（1993，
1996），　Gordon　et　al．（1993）で提案 された粒子 フ ィ ル タ（particle

filter）， 粒子固定 ラグ平滑化 （part ・icle　fixed−lag　smoother ），　 Kitagawa （1998）で 提案された

自己組織化状態空間モ デル と粒子 フ ィ ル タに よ るパ ラメ
ータ推定を解説す る．

1）

’s
駒 澤 大 学 経済 学 部 ：〒 154−8525 東京都世 田谷 区駒沢 1−23−1 （E−nlai1 ： koiti◎komazawa −u ．ac ．jp），

1〕 粒子 フィ ル タ は 本来で あれ ば 原 論文で あ る Kitag乱wa （1993，1996 ）に 従 い 「モ ン テ カ ル ロ フ ィ ル タ （Mon 七e

　 Car］o 　filter）」 と呼 ばれ るべ き で あ る と筆者 は 考 えて お り，矢 野 ・佐藤 （2006 ）の 当 時 に は そ う して い た、し

　か し，その 後 「粒 子 フ ィ ル タ （パ
ー

テ ィ クル フ ィ ル タ）」 とい う別 称 が 普及 して しまっ た た め，本稿で は や む

　 を得 ず 「粒 子 フ ィ ル タ 〔パ
ー

テ ィ クル フ ィ ル タ）」 とい う名 称 を用 い る．
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　Kalinan（1960）以降 ， 線形 ・ガ ウス 型状態空間モ デル の 状態推定は カ ル マ ン ・フ ィ ル タ

（Kalman 　Filter）を用い るの が
一
般的 とな り，

カ ル マ ン ・フ ィ ル タは 1960 年代 以降 科学 ・

技術 ・社会科学の 多 くの 分野で 幅広 く用 い られて きた．状態空 間モ デル が非線形 ・非ガ ウ

ス 型で ある場合は
一

般に は カ ル マ ン ・
フ ィ ル タは使用 で きない が ，

モ デル を線形 で
・
次 近

似 し，そ の範囲内で あれ ば，拡張カル マ ン フ ィ ル タが 適用可能で ある． しか し，線形近似の

範囲 内か ら外れ る場合 は状態推定 が適切 に行 えな い な どの問題が あ る こ とも古 くか らよ く

知 られて きた ．その た め
，
1970 年代以降カ ル マ ン ・フ ィ ル タの 限界を解決す る べ くよ り

一

般的な状態椎定ア ル ゴ リズム が Kitagawa （1987），　Kramer　and 　Sorellson（1988），
　Tanizaki

（1993）等で 提案 されて きた ． しか し，
こ れ らの 手法 は

， ア ル ゴ リズム の複 雑 さや次元の 呪

い な どの 問題， さ ら に当時は CPU の 能力不足な どに よ り広 く普及す るこ とは なか っ た ．

　そ の よ うな状況 を打開すべ く，
Kitagawa （1993，1996），　 Gordon　et　al．（1993）が提案 し

た ア ル ゴ リズム が
「
粒子 フ ィ ル タ （particlc　filter）」 で あ る． こ れは 非線形 ・非ガ ウス 状態

空 間モ デル の 状態推定 ア ル ゴ リズム で あ り， モ ン テ カ ル ロ 法 （モ ン テ カ ル ロ ・シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン ）に よっ て 実現 され る ，ベ イズ の 定理 に 基 づ く比較 的シ ン プル な手法 で あ り，プ ロ

グラ ム が 非常に容易で ある とい う特徴を有す る．モ ン テ カ ル ロ 法を用 い るた め
， 計算機の

負荷が小 さ い とは言い が た い が ，提案された 1990 年代初頭以後，CPU や並列化計算 （近年

で は GPGPU ［General−Purpose　corllputing 　on 　GPU 】）等の 急速 な発展に よ り計算負荷の 問

題 は徐々 に解消され て きて い る．

　粒子 フ ィ ル タは その 提案後直 ちに 多 くの分野 に応用 され，現在で は時系列解析を含め科

学 ・技術 ・社会科学 に おい て標準 的手法 とな っ て い る．邦文 に よる入門 として は比較的初期

に執筆 され た北川 （2005），樋 口 （2005），伊庭 （2005 ），谷崎 （2006），矢野 ・佐藤 （2006），生

駒 （2008）な ど， 近年執筆された もの と して は樋口 （2011a ，
b），中村 ・樋 口 （2009）な どが あ

る．英文に よる入門として は Dollcetθオ祕 （2001），　Liu（2002），
Ristic　et　al．（2004），　Cappe

et　al．（2007），　 Candy （2〔）09），　 Prado 　and 　West （2010），　 Doucet 　and 　Johansen （2011）な ど

が あ る． また
， 応用例 と し て は

， 粒子 フ ィ ル タ と遺伝的ア ル ゴ リズム の 類似性に 着 目した

樋口 （1996），気象学に応用 した樋口 （2011b ）， 金融市場 に適用 した佐藤 ・高橋 〔2005）， 矢

野 ・佐藤 （2006）な どが ある．

　本稿で は
，

こ の 粒子フ ィ ル タの応用例 として ， 実物景気循環モ デル （Real　Business　Cycles

Model ， 以下 RBC ）の 2 次近 似の状態推定 を行 う．　 RBC は近年，マ クロ 経済学で しば しば

用 い られ る動学 的 マ クロ 経済モ デル の基礎で あ る． また ， RBG を 2 次近似 （定常状態近傍

で の 2 次 まで の Taylor 展開）した もの は非線形状態 空間モ デ ル となる た め，そ の 推定 は粒

子 フ ィ ル タの 典型的応用例 と言 え る．なお ， RBC を始 め と した動学 的マ ク ロ 経済モ デル へ

の 応用 は Fernandez−Villaverde　and 　Rubio−Ramirez （20〔〕7），
　 An 　and 　SchQrfheide（2007），

Yano （2009），
　 Yano 　et α1．（2010 ），矢野他 （2011）等，既 に多数に 渡る ため ，関連文 献 は
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DeJong　and 　Dave （2011）等を参照 された い ．

　本稿の構成 は以下の 通 りで あ る．第 2節で 粒子 フ ィ ル タの基礎 と適用例 ， 第 3 節で粒子

固定 ラグ平 滑化 ， 第 4 節 で粒子 固定 ラグ平滑化 へ の リサ ン プル ・ム ーブ法 の適用 を解説 す

る．その 後 ， 第 5節で 自己組織化状 態空間モ デル とパ ラメータ推定に つ い て 解説 し， 第 6節

で 粒子 フ ィ ル タに よる RBC の 状態推定を説明す る．最後 に ま とめ と今後の 課題を述べ る．

2． 粒子 フ ィルタ

2．1　 状態空間モデル

　粒子 フ ィ ル タは
， 以下に 述べ る非線形 ・非ガ ウス 状態空間モ デル を推定対象 と して 想定

し て い る．まず，時点 t の 状態 Ct が 状態 毋 捌 に依存 して 確率的に決まる場合を 考え る．

さ ら に そ の 状態 銑 か ら確率的に観測値 yt が 生成され て い る とす る．
2）なお ， 状態は 未知

（直接観測 す るこ とが不可能 ）で あ り， 観測値 は既知 （直接観測が可能）で あ る と仮定す る。

こ の 状況 を表す と図 1 となる，

　状態 lrtの 時間変化 を関数　f， 状態 邵 亡 か ら観測値 ytへ の 変換を関数 h で 表す と
，

こ こ ま

で の設定 は 以下 の 2 式 に集約 され る．

［1：t
＝！（mt ＿1 ，ξ5 ，

v ∂，

yt ＝ん（mt ，ξrn ，
〔…∂．

（2．1）

（2．2）

式 （2．1）をシ ス テ ム 方程式，式 （2．2）を観測方程式 と呼び，こ の 2 式をま とめて
「
非線形 ・

非ガ ウス 状態空 間モ デル 」 もし くは 「一般化状態空間モ デル 」 とい う （以下， 状態 空間モ デ

ル ）．なお，Vt は シ ス テ ム ノイ ズ，　 Et は観測 ノイ ズで あ り，ξs とξm は それ ぞれ シ ス テ ム 方

2〕 本論文で は 数式の ボール ド体は ベ ク トル を表す．
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程式 と観測方程式 の パ ラメ
ータで あ る．また，θ

t
＝ ［ξls， ξ1］と表す．

3）なお式 （2．1），（2．2）

の 詳細は付録 Al に 記述する．

　式 （2．1）は ， 状態 銑 が条件 付 き確率分布で

　　　　　　　　　　　　　　　　mt 〜 P（m εlmt− 1），

と表され，式 （2．2）は，観測値 yt が 条件付 き確率分布で

（2．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　 3／t 〜 P（！ノtmt ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

と表 され る こ とを示 して い る．なお， こ こ で 〜 は 「条件 付 き確 率分布 P＠己D か ら確率変

数　Ct がサ ン プ リン グ され る こ と」 を示す．なお ， 本稿で は確率分布を P（
・）， 確率密度関数

を p（・）と表す．た だ し，以下で は誤解が 生 じない 限 り確率分布 と確率密度関数 を単 に分布

と表現 す る．

　本稿で 我々 が考え る問題は，時点 1 か ら時点 オまで の 観測値 yt を所与 とした 時，式 （2．1），

（2．2）の 状態空 間モ デル を用い て，「未知の 状態 1］t を推定 す る」 こ とで ある． こ の ような問題

を状態推定 と い う．以下 ， 時点 1 か ら時点 t まで の 観測値 ytの 組を 〃1 オ
＝ ｛Yl，y？，

＿
，yt｝

と表す こ とに す る．

　状態推定で は
， 状態 Ct と観測値 Yl，t

；｛Y ］， Y2、．，．， yt｝を用 い て ，予測 分布 （predictive

distribution），
フ ィ ル タ分布 （filtering　distributioエ1）， 平滑化分布 （smoothing 　dls七ribtltiol1 ）

をそれ ぞれ以下の よ うに定義する．

　　　　　　　　　　　　　予測 分布 ： Mtlt ．一⊥
＝P 〔mt 　Yl／〔t＿1）），

　　　　　　　　　　　フ ィ ル タ分布 ： Mtlt ＝P（m ，lyl，，），　　　　　　　　　　 （2・5）

　　　　　　　　　　　　平滑化分布 ： MtlT ； P（CC，1yl，T ），

ただ し， 1 ≦ t ≦ T で ある．予測分布は Y1，（t
＿1）（時点 1 か ら時点 ト 1 まで の観測 値）を所

与 とし て 状態 飭 の 分布を 求め る こ と
，

フ ィ ル タ分布 は Y1．亡（時点 1 か ら時点 t ま で の 観測

値）を所与 とし て 状 態 η の 分布を求め る こ と，平滑化分布は Yl、T （時点 1 か ら時点 T まで

の観測値）を所与 として 状態 OBオ の 分布 を求め る こ とで あ る．

2．2　 粒子フ ィ ル タ

　粒子 フ ィ ル タで特徴的 な発想 は ， 推定 す べ き分布 （予測 分布
・
フ ィ ル タ分布 ・平滑化

分布）を
「
状態 ベ ク トル 嫉 とそ の 点 に 対応 す る

『
尤度』 畷 の 集合で 近 似す る 」 と こ ろ

に あ る．
4）本来で あれ ぼ， 推定 すべ き分布の 解析解が 得 られれ ば最 も良い はずで あるが ，

3〕 行列 ・ベ ク トル の 右 肩 に ’ を．
書 く場 合，転 置 を意 味 す る．

4｝ 尤度に つ い て は 付録 A1 で 解説す る．
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粒
・
子 フ ィ ル タが想定 す る非線形 ・非ガ ウス 状態空間モ デル で は その よ うな解析解が得 られ

る こ とは ほ とん どない ．そ の た め ，
モ ン テ カ ル ロ 法で 状態ベ ク トル i］tを発生 させ

， さらに

その 尤度 噂 を適切 に評価 して 経験分布 を構成 す る．

　た とえ ば，フ ィ ル タ分布 p（c，ly／、∂を経 験分布で 近似 す る こ とを考え よ う．粒子 フ ィ ル

タで は以下 の ような記法 が採用 され る こ とが 多い ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 M

　　　　　　　　　　　編 艀 ΣΣ猷・（・Ct　一　CC：lt− ・）・ 　 　 （26 ）

こ こ で
，

mlit −1
は式 （2．1）を用 い て モ ン テカル ロ 法 で発生 させ た 状態ベ ク トル

，　wl は ωII‘一，

に対応 す る尤度 M はモ ン テカ ル m 法の 試行回数 ei（・）はデ ィ ラ ッ クの デル タ関数で ある．

なお ， 本稿で は ty は分布の 近似を意味す る．また
， 以下で は状態 ベ ク トル を単に状態 と呼

ぶ ．式 （2．6）の 右辺 が p（c，lyl、t）の経験分布で あ り，
モ ン テ カ ル ロ 法で 生成 した 状態 mllt −−1

と尤度 擁 か ら構成 されて い る．なお，この分野で は，状態 釦撃毎一1 を 「粒子 」 ， 尤度 瞬 を粒

子の 「重み 」 と呼ぶ 習慣が あ り，
こ れか ら述 べ るア ル ゴ リズム が 「粒子 フ ィ ル タ （particle

filter）」 と呼ばれ る 由来 とな っ て い る．
5）

　また ， 粒子フ ィル タで は ，各ス テ ッ プで
「重 み に 比例 して粒子を リサ ン プ リン グ （復元

抽 出）」 す る （リサ ン プ リン グの 詳細 は 2，3 節）， リサ ン プ リン グされ た 粒子を 毒 とす る と，

それ ら の 重みはすべ て 1／M に規格化 され ， フ ィ ル タ分布 p（　Ct　lyi、t）の経験分布は 以下の よ

うに 書き直すこ とが で き る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 M

　　　　　　　　　　　　　P （・Ct　1〃・・t）  毒Σδ＠厂 te1）・　　　　　 （2・7）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝0

　なお ， 予測分布 ・平滑化分布 も式 （2．6）， （2．7）と同様の 記法で 表現で きる．ただ し ， デ

ル タ関数の 定義
6）に厳密 に 従 えぼ ， 式 （2，6），（2．7）は数学的に は誤 っ た 表記で あ るが

， 粒子

フ ィ ル タを解説す る際に便利で あるた め しば しば用 い られ る．本稿で もそ の慣例 に従い こ

れ らの 記法を採用 す る．

　以 ヒで 粒子フ ィ ル タに お け る経験分布の 記法が分 か っ た． それ らと状態空間モ デル （式

（2．1）， （2．2））を用 い て どの ようにすれ ば状態推定が 可能に なるだ ろ うか ？

　粒子 フ ィ ル タは基本的に は （1）予測，（2）尤度計算 ， （3）リサ ン プ リン グで 構成 され るモ

ン テ カ ル ロ 法に よるア ル ゴ リズ ム で あ る．具体的に は，時点 t− 1 の粒子 暇一1 と時点 t の

5） 粒 r一フ ィ ル タの 導出に っ い て は付録 A1 で 解 説 す る．
6） デ ィ ラ ッ ク の デ ル タ関数 の 定義 は 以 下 の 通 り．

　　　　　　　　　　　　　　　　　 δ〔x
’
）＝O，ifx ≠O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　隠・（醐 1・

　 定 義か ら分 か る よ うに デ ル タ関数 を 適切に 用 い るに は 本 来 は積 分 記号 が 必要 に な る は ずで あ る．
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観測値 yt，及び式 （2．1）， （2．2）の パ ラメータ θが所与 で あ る と して，時点 t にお い て 以下

の 手順を実行す る．

1．i ＝ 1 か ら i； M まで 以下 を繰 り返す

（a）予測 ：嘘1亡一1
〜p （Xtlmt − 1）．つ ま り， 式 （2．1）と所与の 窺一1 と θ を用 い て ，

モ

　　ン テ カル ロ 法 に よ り予測分布 p（XtlXt − 1）に従 う粒子 mlit − 1 を発生 させ る

（b）尤度計算 ：畷 ＝ p（yt 毋IIL− ⊥）．つ ま り，式 （2．2），観測値 yt，粒 子 嘘！t
− 1

を用 い

　　て ，重 み （尤度 ）擁 を計算 す る．

2．リサ ン プリン グ ：w
’1， （

’i ＝ 1
，
．．．

，
M ）に比例 して gじ毎一1， （i ＝ 1

，
＿

，
M ）を リサ ン プ

　 リン グ し
，

リサ ン プリン グされた粒子 婿 を用 い て式 （2．7）を計算す る

観測値 Yl、

’
T が所与で ある場合，この 手順を時点 1か ら時点 ア まで繰 り返す．なお ， 時点 0 に

お ける状態 mo の 初期分布 p（mele ）は所与で あ り， 時点 0で状態 嬬 〜 p＠olの），σ＝ 1
，
＿

，
M ）

を発生 させ る こ とが 可能で ある と仮定 して い る．7）言 うまで もな く，ス テ ッ プ 1（a ）が予測

分 布の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン ，ス テ ッ プ 1（b）と 2 が フ ィ ル タ分布の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で あ る．

　粒了フ ィ ル タで 時点 1 か ら時点 丁 まで の 式 （2．7）が 得 られれ ば ， そ こ か らフ ィ ル タ分

布の状態 Ct の 代表値 を計算す る こ とは容易で ある．状態 記 古 の ゴ番 目の 要 素を 跏 亡， 粒

子 履 （i ＝ 1
，
＿ ，M ）の ゴ番 目の 要素を 鯨 オ， （i ＝ 1

，
＿

，
M ）とす る と

，　 x
ゴ．t の 代表値 は

all，，， （i ＝ ユ
，
＿

，
M ）の 期待値猷　もし くは 鯨亡， （i ＝ 1

，
，．．

，
M ）の 中央値を求めれ ぼ良い ．

ま た，粒子 フ ィ ル タで は信用 区問 （credible 　interval）を求め る こ とも容易で あ る．なぜ な ら

式 〔2．7）を見れ ぼ明 らか なよ うに，時点 t に おけ る粒 了
・
媒 （i ＝ 1

，
．．．識f）が 分布を表 して

い るた め ，た とえば 95％ 信用 区間 は リサ ン プリン グ後の 粒子か ら 2，5％ 百分位数 と 97．5％

百分位数を求め れ ばよい ．

　パ ラ メ
ータ θ の 尤度関tw　L は ，　 yt の 予測分布 p （ytlyl，（t

＿1），
θ）を用 い て 以下の よ うに表

され る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T

　　　　　　　　　　　　　£ （θ 〃・、∂− Hp（y ・lyqt− 1），
θ）　　　　　　　 （2・8）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝1

さ らに粒子 の重 み wi
’

を用 い て尤度関数 £ は 以下の ように 近似で き る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T 　 　 　 　M

　　　　　　　　　　　　　　・（・1… ）¶ 毒Σ砿 　 　 　 （・・9）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝⊥　　　 i＝1

η のは 空 集 合 （っ ま り観測値が ま っ た くな い こ と）を表 す．p（¢ ole ）が適切 に 得 られ る か どうか は，粒 子 フ ィ ル

　 タに 限 らずベ イ ズ統計学全般に お い て 需要な問題で あ るが，本 稿 で は 取 り扱わ な い．
8） リサ ン プリン グされ た粒子 姥を用 い る場 合，単純 に平均値 を計算すれば期待値 とな る．
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よっ て 両辺で対数を取れ ば， 粒子 フ ィ ル タにお けるパ ラメータ θの 対数尤度関数の 推定量

は以下の ように 得 られ る．

　　　　　　　　　　… （・腓 書  （毒り
一

一 　　 （2・ ）

ただ し ， logは 自然対数を表す．

　式 （2．10）の 右辺 は重 み 嬬 か ら構成 され て い る こ とか ら分か る よ うに モ ン テ カ ル ロ 法に

よる誤差 を含 む推定 量で ある．
9） つ ま り （対数）尤 度関数の正確 な推定量 を得 るため に は

か な り大量 の 粒子 を発生 させ る （っ まり多 くの モ ン テ カル ロ 試行を実施す る）必要が あるた

め ，計算負荷が大 き い ，さ らに式 （2．10）は重みで 定式化されて い るた め微 分 を計算で きな

い ，そ の た め Newton 法などの 微分を用 い る非線形関数最適化ア ル ゴ リズム を用 い る こ と

が で き な い ．以上の よ うな理 由で 粒子 フ ィル タで は最尤法 に よるパ ラメータ推 定が困難で

あ る．（対数）尤度 関数 を用 い ず に パ ラメータ推定 を行 う方 法 として 第 5節で述 べ る 自己組

織化状態空間モ デル が ある．

　 こ こ まで の 記述 を ま とめ る と粒子 フ ィ ル タの ア ル ゴ リズム は 以下の通 りで ある．

1．観測値 Yl，T ，パ ラメータ θ，初期分布 p（XD1 の）を所与 とし， 時間の イ ン デ ッ クス t ＝ 0

　 を設定す る

2．状態 端 〜p（剛 の， （i ＝ 1
，
．．

，
Af）を発生 させ る

3．t ← t ＋ 1 とする

（a）i＝ 1か ら i＝ M まで 以下 を繰 り返す

　　 i．必要な疑似乱数を発生 させ る

　　ii，疑似乱数 と式 （2．1）に よ りXt の 予測分布を発生 させ る ：mlJt − 1
〜p画 「Xt − 1）

　　iii．式 （2．2）に よ り重 み （尤 度）環 を計算する ：wl 　＝p（y ，lml1，＿1）

（b）リサ ン プリン グ ：重み 擁，（i ＝ 1，＿ ，M ）に比例 して粒子 arlit− i ， （i＝ 1
，
＿

，
M ）

　　を リサ ン プリン グし，リサ ン プリン グされた粒子 酵 ， （i ＝ 1， ．．， M ）か ら式 （2．7）

　　を計算 す る

（c）リサ ン プリン グされた粒子 履， （z ＝ 1， ＿ ， M ）を用 い て代表値 （期待値 ， 中央値

　　等）と信用区間を算出する

4．所定の 回数 丁 に到達 して い れ ばパ ラメータ θ に対す る対数尤度関数 （2．10）を計算 し

　 て 終了．そ うで な い 場合は 3，に 戻 る

9） Higuchi （1995）が 式 （2，10）に お け る モ ン テ カ ル ロ 法に よ る 誤差に つ い て 分析 して い る．
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　こ の よ うに粒子フ ィ ル タは非常 に 単純 なア ル ゴ リズム で あ り，プ ロ グラ ム を組む こ とも

容易で あ る．ただ し，
コ ン ピ ュ

ーターの 処理性能は それ な りに 要求され る．CPU へ の 負荷

が大 きい の は疑似乱数発生 と リサ ン プリ ン グで あるが ，それ もマ ル チ コ ア CPU や GPGPU

等の 発展に より徐々 に解決 され て きて お り，今後 は さ らに多 くの 分野 に適用 されて い くと

見込 まれて い る．

2．3　 リサ ンプ リングと粒子の 縮退

　前節で 述べ たよ うに粒子 フ ィ ル タの ア ル ゴ リズム で は基本的に各時点 t に粒子の リサ ン

プ リ ン グが 行われ る． その 理 由は 「リサ ン プ リ ン グを行わな い と， 時間 t の 増加 に従い 粒

子の 分散 が次第に増大 して い っ て しま う」 か らで あ る （こ の こ とは シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に よ っ

て 簡単 に確認 で きる）L 粒子の 分散が 大 き くな る と， 少数の 粒子の 重みだ け大き く，そ の 他

の 多数の 粒子の 重み は ほ とん どゼ ロ に な っ て しまう． こ うな る と，「少数の粒子だ けで分 布

（f’測分布 ・フ ィ ル タ分布 ・平滑化 分布）を近似 す る」 こ とに な り，分布の近似精度が極端

に悪化す る こ とが 知 られて い る． こ の 問題 を 「粒 ．r・の 縮退 〔dcgeneracy）」 とい う．

　こ の 場合の 粒子 の 縮退の 解決策 として提案 された手法 として ， 〔1）リサ ン プリン グ，（2）

補助粒子 フ ィ ル タ （auxiliary 　particle舐 er ）が代 表的で あ る，　
I
　
u）

　リサ ン プリン グとは・既述の 通 り
「
粒子 婿1t− 1， （i ＝ 1・… ，

M ）を重み
・

ω1・ σ＝ 1
，
…

，
M ）

に 比例 して 復元抽 出す る こ と」 で あ る． リサ ン プリン グの 手法 と して は Kitagawa （1993，

1996）で提案 された 「ラン ダム ・サ ン プリ ン グ」 が標準的で あ り， そ の ア ル ゴ リズ ム は以下

の 通 りで ある．

1．重み 蛎，i＝ ｛1，．．．，M ｝を所与 と し，イ ン デ ッ クス i ； 0 を設定す る

2，イ ン デ ッ クス i ← 乞＋ 1 とする

　　（a）鴫 一 Unif・・m ［O，
1］

　　（b）（1／0 ）Σ仁11
ω 1＜ 瞬≦ （1／C ）Σf＿，

　wi を満 た す ゴを探す

　　〔c）その 」に該当す る 鰐1亡一1
を リサ ン プ リン グ後 の 粒子 姥 と して採用す る

3．iが 粒子数の 上限 M に 到達 して い れ ば終了．そ うで ない 場合は 2．に戻 る

ただ し， Uniform［O，
　1｝は 0 以上 1 以下の

一
様乱数，　C ＝Σ但1 ω 1で あ る．

　た だ し ，
こ の ラ ン ダム ・サ ン プ リン グは比較的計算負荷 が大 き い こ とが 知 られ て お り，

Kitagawa （1gg3，1gg6）で は計算負荷軽減 の ため層化抽出 を利用 した 手法 を提案 して い る．

lo｝ Tanizaki（2001）で は粒子 フ ィ ル タで 用い られ る重 点 サ ン プリ ン グ とそれ以外 の サ ン プ リン グ 〔棄 却 サ ン プ リ

　 ン グ，Metropolis−Hastingsアル ゴ リズ ム ）の 紹介 と比 較が 行 わ れ て い る．
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Douc （2005）は それ らの 手法 の 比較検討を行 っ て い る．なお ，粒子の 分散が それほ ど大 き

くなければ リサ ン プリン グは必ず しも必須で は ない ．その ため ， 分散が あ る閾値を超 える

まで は リサ ン プリン グを行わ ない アル ゴ リズ ム も提案 されて い る （Liu　and 　Chen （1998））．

しか し，近年で は あ る程度 コ ン ピ ュ
ータの 処埋性能が 向上 した た め

， 通常は毎ス テ ッ プ毎

に リサ ン プ リン グが実行 され る こ とが多い ．

　粒子の リサ ン プ リン グを行 っ た 場合 ，
ほぼ確実に起 こ る現象が

「
粒子の 多様性低下」 で

あ る。た とえぼ，リサ ン プ リン グ前に粒子 噛オ＿1 ， （i　＝ i1
，
＿

，
M ）の種類が M で あ っ た場

合，リサ ン プ リ ン グ後の粒子 餌， （i＝ 1
，
＿

，
M ）の 種類 は M 以下に なる． これ は 「重み 唖

の大 き い 粒子が複数回 （リサ ン プリン グで ）選択 され る可能性が高い 」 か らで ある． こ の よ

うな 「粒子 の 多様性低 F」 は
， 後述の 粒子 フ ィル タベ ース の 固定ラ グ平滑化や 自己組織化

状態空間モ デル で は深刻な問題 となる．なお
，

「粒子の 種類が少数 とな り，分布 を うま く近

似で きな くなる」 と い う意味で，この 問題 も 「粒子の縮退 」 と呼ぶ こ とが多い ．なお，
「
分

布を構成す るの に 有効な粒子が 少数に な り，分布が うま く近似で きない 」 とい う意 味で は

両者 （粒子の 分散増大 に よ る縮退 ［本節］と粒子 の 多様性 の 低下 に よ る縮退 ［第 3節］）は 同 じ

で あるが ， 問題 の発生原 因 は異な る，

　補助粒子 フ ィ ル タは Pitt　and 　Shephard （1999）に よっ て 提案された ア ル ゴ リズム で あ り，

時点 t − 1 に得 られた粒子 ml
’

＿11 （
’i＝ 1

，
．．．

，
M ）に 補助イ ンデ ッ クス k を付加 し， 時点 tの 観

測値 yt に基づ き ， 望 ましい T ：．．1 ， （i＝ 1
，
＿

，
M ）の選別 した 上で ， 予測分布 p（Vtlyl 、〔t＿1））

を発生 させ
， なおか つ 重み ω 1， （i ＝ 1

，
＿

，
M ）を修正するとい う手法で ある （詳 し くは Pitt

and 　Shephard（1999）を参照さ れた い ）． こ の ア イ デ ィ ア は縮退 を解決す る有効な手段 で あ

るの が，チ ュ
ー トリア ル とい う本稿の趣旨に沿わない た め省略す る．補助粒子 フ ィ ル タの 近

年，急速 な発展 を遂 げて お り， 多 くの 分野 で採用 されて い る．近年の 発展は Whiteley　and

Johansen（2011）に サーベ イ されて い るた め，興 味の ある読者は参照さ れたい ．

2．4　 適用例

　 こ の 節 で は
， 初期分布 ，

パ ラメ ータ を予 め与え，モ ン テカル ロ 法で状態空間モ デル か ら状

態 （真の 状態）と観測値を発生 させ ，そ の 観測値を元 に粒子 フ ィ ル タで状態 を推定す る． こ

の ように人為的 に発生 させ た観測値 の場合 ， 真の 状態が 分か っ て い るた め，粒子 フ ィ ル タで

推定 した状態 との比較 が可能 で あ る．なお ，こ の よ うな手法 を しば しばデータ生成 （Data

Generation）とい う．手順 として は

L 初期分布 p（mole ），
パ ラメーター

θを与 えて
， 所与の 状態空間モ デル か らモ ン テカ ル

　 ロ 法で 状態 （真の 状態）［Cl ，T と観測値 Yl、T を発生 させ る

山 なお，補助 粒
．
r一フ ィ ル タ を採用 す る場 合，リサ ン プリ ン グは 必 要な い ．
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2．初期分布 p（Xo ［e），パ ラメ ーターθ を所与 と し，発生 させ た観測値 y］，T と所与の 状態

　 空間モデル に粒 F フィル タを適用 して ，状態を推定する （粒子 フ ィル タに よ っ て 推定

　 され た粒子は 輯 ， （i − 1
，
．．．

，
A4）で あ り，それ が推定さ れ た状態の 経験分布を構成

　 す る）

3．真 の 状態 既 と推定 され た 状態 媛， （i＝ 1
，
＿

，
M ）の 代表値 を比較 し， 粒 ∫フ ィ ル タ

　 が適切 に真 の 状態 を推定で きて い るか 確認す る．（必要に応 じて ）信用 区間を計算す る

本稿 にお ける適用例 は以上 の手順を踏んで行 っ て い る．なお ，代表値 として は すべ て期待

値 を用 い ，必要 に応 じて 95％ 信用 区間を表示 する．
12）

　第 1の 例 として ， 以下の線形 ・ガ ウス 型状態空間モ デル の 状態推定 を考 え る．状態 をス

カ ラ
ー

　Xt ， 観測値をス カ ラ
ー

紘 と して

銑
＝a ；t− 1 十 ZTt．

（2ユ 1）
肱

＝．Tt 十 Et
，

た だ し，
シ ス テ ム ノ イズ Vt

， 観測 ノ イズ εt は それ ぞれ正規乱数で ある とする．

　式 （2．11）で ， Xo ＝ 0 を初期分布 ，
シ ス テム ノイズ を Vt 〜 N （O，1），観測 ノイ ズ を Et 〜

N （0， 0．25），T ＝ 50 と して デ
ー

タ生成を行 っ た ．さ ら に式 （2．11＞，初期分布，シ ス テ ム ノイ

ズ ・観測 ノ イズの 期待値 ・分散は 所与で ある として
， 観測値 Yi、T か ら粒子 フ ィ ル タで 状態 を

推定 した．結果 を図 2 に示す．
13）図中の 線が データ生成に よっ て 生成された真の 状態銑 （図

の
」‘True　State”），丸 と破線が 粒子 フ ィ ル タに よ っ て 推定され た 粒 ∫毒， （i＝ 1

，
．．．

，
M ）の

期待 値 （図の
“Estimated　Sta七e ”

）で あ る．こ の 結果か ら， 粒子 フ ィ ル タ に よっ て 推定 され

た状態 はデータ生成 に よる真 の状 態 をよ く追跡 （track）して い るこ とが分か る． また ，状

態 島 の 信用 区間を図 3 に示 す．なお
，

こ の ように粒子 フ ィ ル タ で 信用 区間を計算する こ と

は非常に容易で あるが ，表示が 煩雑に なる ため，以下の 図で は省略す る．

　こ こ まで 述 べ た 式 （2．11）の ような線形 ・ガ ウス 型状態空間モ デル の 状態推定は カ ル マ ン ・

フ ィ ル タで も可能で あ り，粒子 フ ィ ル タを使 う必要は な い ．そ こ で第 2 の 例 と して カ ル マ

ン ・フ ィ ル タで は 推定の 難 しい 非線形状態空間モ デル の状態推定 を考え よ う．Kitagawa

（1993 ，
1996 ），Gordon　et 　at．（1993）で用 い られた非線形 ・ガ ウス 型状態空間モ デル は 以 ド

の 通 りで あ る．状態 をス カ ラ
ー

mt ， 観測値 をス カ ラー
． yt と し て

　　　　　　　　　　Xt 一簗一1 ・ 251告辷1

＋ 細 … t）・＋・Vt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．12）

　　　　　　　　　　・t
− 1・1・ Ct

）

12） 代 表値 と して 中 央値 を 用 い て も何 ら問題 は な い ．
13） 各時 点 tで は 1万 個 の 粒 子 （M ＝10，000）を発生 させ た，以下，シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン で はす べ て 同様に 行 っ た ．
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図 2　 1 次線形 ガ ウス 状態 空間モ デル の 推定結 果，
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図 3　 1 次線形 ガ ウス 状 態 空間モ デ ル 推定の 信用 区間、

た だ し，
シ ス テ ム ノ イズ Vt ， 観測 ノ イズ Et は それ ぞれ正規乱数で ある とす る．式 （2．12）で ，

．To ； 0 を初期分布 ，
　 z・

t
〜 N （O ，

1），
6 〜 N （0，

10），　 T ＝ 100 と して データ生成を行 っ た． こ

の 状態空 間モ デル は 2 乗や余弦 cos が含 まれて い る こ とか ら明 らか なよ うに カ ル マ ン
・
フ ィ

ル タで の 椎定が 非常に 難 し い が
，

こ の よ うな場合 も粒子 フ ィ ル タは 線形近似等 は なしに 推
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図 4　 1 次 非線形 状 態 空間 モ デ ル の 推定 結果．

定 が可能 で あ る．

　データ生成 に よる観測値 を用 い
， 式 （2．12）

・初期値 Xo 及 びシ ス テ ム ノ イズ ・観測 ノイ

ズの期待値 ・分散は既知で ある と仮 定 して
， 観測値 ］v1、T か ら粒子 フ ィ ル タで 状態を推定 し

た．図 4 中の 線が デー
タ生成 に よっ て 牛成 された真 の 状態 蝋 図の

‘True　Stat，e ”

），丸 と破

線が粒子 フ ィ ル タに よ っ て 推定 された 粒子 舞 ， （i ＝ 1
，
．．．

，
M ）の 期待値 （図の

“Estimated

State” ）で ある．図か ら分 か る よ うに非線形 ・ガ ウ ス 型状態空 間モ デル （2．12）に よ っ て 生

成 され た 状態が 粒子 フ ィ ル タに よ りうま く追跡 されて い る こ とが分か る．

　第 3 の 例 として フ ァ イ ナ ン ス の 実証で よ く用 い られ る確率的ボ ラ テ ィ リ テ ィ モ デル

（Stochastic　 Volatility　 Model
，

以 下 SV ）の 推定 を行 う．SV は 以下 の よ うに 定義

され る，
14）

　　　　　　　　　　　　　　　 x
’
t ＝

μ 十 （bXt− 1 十 z，

‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．13）

　　　　　　　　　　　　　　　y・
一 ・・ eX ・（

11t2

），

こ こ で x
’
t はボ ラティ リティ ， yt は観測値 ， シ ステ ム ノイズ Vt ， 観測 ノ イズ Ct は それぞれ正規

乱数 μ，φは定数で ある．デ
ー

タ生成 は Xo 　・＝ O を初期分布 ，
　 u 孟

〜 N （0，
0．5）， ∈ 〜 N （0，

1），

μ
＝ O， φ； 0．98，T ＝ 200 として 行 っ た． こ れ まで と同様に状態空間モ デル ，初期分布，

パ ラ メ ータは 所与 で あ る と して
， 観測値 Y1、T か ら粒子フ ィ ル タで 状態 を推定 した ．真の 状

14〕 矢野 ・佐藤 （2006）で は SV モ デ ル を粒子 フ ィ ル タ （モ ン テ カル ロ ・フ ィ ル タ）で 推定 し，円 ドル 為 替 レ
ート

　 の 実証分析
．
を行 っ て い る．
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図 5　 確率 的 ボ ラ テ ィ リテ ィ
・
モ デ ル の 推定結果．

態 銑 と 鵝，（z ； 1
，
＿

，
M ）の 期待値を図 5 に 示す （線

・丸 と破線の 意味は図 2 と同じ）． こ

の 場合 も真 の状態 を粒子 フ ィ ル タが うま く追跡 で きて い る．

　 こ こ まで の 非線形例で ，
い ずれ も状態推定 に 「1 次 の 線形近似」 等は 不要で ある点 を強

調 して お きた い ．か つ て は非線形 ・非ガ ウス 状 態空問モ デル を推定す るに は拡張カル マ ン

フ ィ ル タ等の 線形近似等の 近似が 必要で あっ た が，粒子 フ ィル タに つ い て は その よ うな作

業 は不要で あ り， 所与 の 状態空 間モ デル を粒子 フ ィ ル タで 推定 す るだ けで 良 い ．

　 こ の よ うに粒子フ ィ ル タは線形 ・ガウス 型状 態空 間か ら非線形 ・非ガ ウス 型 状態空間 モ

デル まで 柔軟 に適用で き るア ル ゴ リズム なの で あ る．

3． 粒 子平滑化

　さらに Kitagawa （1993，
1996）は粒子 フ ィ ル タベ ー

ス の 平滑化 （以下，粒子平滑化）の 手

法 も提案 して い る （提案 され た手法 は 2 つ あ るが
， 極め て シ ン プル な 「粒子を保存す るだ け」

の平滑化 に つ い て述べ る），こ の 手法で は時点 t の とき，時点 t か ら時点 t − L
，

1 ≦ L ≦ t

まで の粒子 を保存 し， 時点 t の粒 子の 重み に比例 して リサ ン プ リン グす るだ けで 平滑化分

布が 得られ る。 ラグ L が 固定 されて い るため
「
固定ラ グ平滑化」 と呼ばれ る． こ の 手法 は

計算負荷が粒子 フ ィ ル タ とまっ た く同 じで あ り，要求 され るの は粒子 を保存す るメ モ リ空

間だ けで ある とい う利点が ある．た だ し，後述の 理由 に よ り L は 20 か ら 30程度 の 大 きさ

N 工工
一Electronlc 　 Llbrary 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statlstlcal 　Soclety

202 日本統計学会誌　　第44巻 第 1号 2014

に する こ とが 多い ．
15）

粒子 固定 ラグ平滑化の ア ル ゴ リズ ム は以下の 通 りで あ る．

1．観測値 Yl、T ，パ ラメ
ータ θ，初期分布 p（Xole ）を所 与 とし，時間の イ ン デ ッ クス t ＝ 0

　 を設定す る

2．状態 コじ1〜 p ＠o の， （i ＝ 1
，
＿

，
！吻 を発生 させ る

3．t ← t ＋ 1 とする

（a）｛ol、酵＿1 ，
＿

，媛一L ｝を保存す る配列 S ’

， （i ＝ 1
，
．．．

，
M ）を用意 する

（b）　 i＝ 1 か ら ’i＝ M まで 以下 を繰 り返す

　　 i．必要 な疑似乱数を発生 させ る

　　ii、疑似乱数 と式 （2．1）に よ り mt の 予測分布を発生 させ る ：媛1オ＿1
〜

ρ（銑 銑 一1）

　　iii．式 （2．2）に よ り重 み （尤度）擁 を計算す る ：ω 1＝ p（y ヵ1［　llオー1）

　　iv．妨1乙一1 を ♂ に 収納 し，　 S』 何 1‘＿1 ，溝一i ，
．．．

，
thl− L｝とす る

（c）リサ ン プ リ ン グ ： xlit − 1 ， （i＝ 1
，
．．．

，
M ）に 対応す る ω t，σ＝ 1

，
．．．

，
ルf）に 比例

　　して 該当す る配列 5i，（i ＝ 1，．．．，A4）を リサ ン プリン グ （復元 抽出）す る

（d）乎
， （i ＝ 1

，
．．．

，
．V ）内の粒子 諺一L ．σ； 1，＿ ，

M ）か ら代表値 〔平均値，中央値

　　等）と信用区間を算出

4．所定の 回数 T に 到達 して い れば パ ラメ
ータ θ に 対す る対数尤度関数 （2．10）を計算 し

　 て 終了．そ うで ない 場合 は 3．に戻 る

　粒子固定 ラ グ平滑化の 欠点 は L を大 き く設定 す る と ぷ
， （i＝ 1

，
．．．

，
M ）内の 平滑化分布

を表 す粒 了の 多様性 が減 少 し ， 平滑 化分布が うま く近似で きな くな る点 で あ る．これ は リ

サ ン プ リ ン グ毎 に p（Ct− zly1 、t），
1； ｛1，

．．．
，
L ｝を構成す る粒 Eの 多様性が低下 ，

つ ま り粒

子が縮退 し， 経験分 布が うま く構成で きな くなるた めで あ る．

　こ の 問題 を明示するた め，図 6 に L ＝50 とした場合の平滑化分布 p（mt − Lly1 ，∂を示 す．

図を見 る とヒ ス トグラ ム の 1．6 の 部分 に 多 くの粒子 が集 中 し， それ以外の 部分 に は極端に

粒子が少ない 分布に な っ て い る．図 6 の経験分布 は粒 子の縮 退が発生 して い る こ とを示 し

て い る． こ の ような問題 を避 けるた め に
，

一
般 に L を 20 か ら 30 程度に制限す るか ，次節

で 述べ る ように リサ ン プル ・ム ーブ法 を適用す る こ とが多い ．

15） 粒子固定 ラ グ平滑 化 の 導 出 は 付録 A2 で 解説 す る．
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図 6　 粒子固定 ラ グ平滑化 の 結果．

4．　 リサ ン プル ・ ムーブ法の利用

　前節で 述 べ た ように Kitagawa （1993 ，
1996 ）が 提案 した粒子 周定 ラ グ平滑化 で は 粒子 の

縮退が起 こ るた め ，

一
般に L は 20 か ら 30 程度に制限され る こ とが 多 い と い う欠点が あ っ

た，こ れ を解決 す るため に は い くっ かや り方 があ るが ， 有力 な手法 は Gilks　and 　Berzuini

（2001）で 提案 された リサ ン プル ・ム ーブ法 で ある．

　リサ ン プ リン グ後 の粒子 か ら構成 され るフ ィ ル タ分布 を p峨 脇 ）， それ に 対 して 不変で

ある分布を p（ditlyt）と表 し
，

マ ル コ フ 推移カ
ー

ネル K が 適切 に設定 され て い れば
，

マ ル コ

フ連鎖モ ン テカ ル ロ 法 （Markov　Chain　Monte　Carlo　method
，
　MCMC ）

16）で 知 られ て い る

ように 以下が成 り立 っ ．

・跏 一fK（醐 ・（・1・lyt）dXt （4．1）

こ の 式 は ， リサ ン プ リン グ後の粒子か ら構成 され るた め に縮退 した フ ィ ル タ分布 p（剣 ∬孟）

に マ ル コ フ推移 カーネル を適用 す る こ とで 粒子 を確率的 に 移動 させ る こ とを意 味 し， 粒子

媛， （i ＝ 1
，
＿

，
M ）が マ ル コ フ推移カ

ーネル K で確率的に移動させ られ るた め，粒子の 多

様性 が増加 す る こ とを意 味 して い る．

　こ の 発想に基づ き Gilks　and 　Berzuini （2001）が提案 した ア ル ゴ リズ ム は 以下 の よ うに

な っ て い る．

16） MCMC 全 般 に つ い て は 渡部 （2000），大森 （2001，2005），和合 （2005 ）等を 参照 さ れ た い ．
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　1．リサ ン プル ： 粒子 記 毎一1 σ ＝ 1
，
＿

，
M ）を重み 婦 ， （i ＝ 1

，
＿

，
M ）に比例 して リサ

　　　ン プ リ ン グ し，耐 C・i ＝ 1
，
．，．

，
M ）とす る

　 2．移動 （ム
ーブ）：マ ル コ フ推移カ

ー
ネ ル を適用 し

， 鋭 （i ＝ 1
，
．．．

，
M ）を溜 （i，＝ 1

，
＿

，
ル1）

　　　に移動 させ る

こ こ か ら分 か る ように リサ ン プル とム ーブ （粒子の 移動）か ら構成 され るア ル ゴ リズム で あ

るた め
，

「リサ ン プル ・ム ーブ」 と呼ばれて い る．

　不変分布を与え るマ ル コ フ推移カ
ー

ネル の 代表例が McMC で あ る．粒子の 多様性低下

を防 ぐと い う目的の た め に は Gibbsサ ン プリン グ ・Metropolis−Hastings サ ン プ リン グどち

らを用 い て も
．
構わな い が ，本稿で は Random −walk 　Metropolis−Hastingsサ ン プ リン グ （以

下，RWMH ）を用 い て シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン す る．各時点 士 に実行すべ きア ル ゴ リズム を以下

に示す （具体的に は粒子固定 ラ グ平滑化 ア ル ゴ リズム 3（c ）の後 に以下 の ア ル ゴ リズム を追

加す る）．

　1．時点 t に お ける
「 リサ ン プ リン グ後の 粒子 」 te1，　 i＝ ｛1，

＿ ，M ｝を用意 す る

　 2．イ ン デ ッ クス i ＝ 1 か ら i＝ M まで繰 り返 す

　　　（a）以下の ラ ン ダム ウ ォ
ークに従 い

， 粒子 履 か ら新 しい 粒子 姥生成す る ：

　　　　　　　　　　　　　　　 姥 〜 溝 十 et ，　et 〜 N （θ，
　c Σ m ）　　　　　　　　　 （4．2）

　　　（b）採択確率を計算す る

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P （ycltel）P （酵 ・一餌）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4，3）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T

’
＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P （粥 ）P （嬉 畷 ）

　　　（c）新 しい 粒子の候補 趨 を採択す るか棄却す るか を以下の ル ール に した が っ て 決定

　　　　　する

　　　　　　　　　　　・1− ｛
媛　　　　　　［確率 min （r ，

1

古い 瞬を保持　［それ以外］

）で採択 ］
（4・・）

た だ し， c は ス ケール パ ラ メータ ，
　 Xm は 分散で あ る． こ の 手 1頂を リサ ン プ リン グの 後 に

入 れ る こ とで 粒子の 縮退 をある程度防 ぐ こ とが で きる．な お ， Gilks　and 　Berzuini（2001 ）

が 指摘す る通 り髯，毫＝｛1，
．．．

，
M ｝は既 に p（trtlyl，t）を よ く近似 して い る と考 えられ る場

合 ， Burll−inは必ず しも必要 で は な い ，
17）

　図 7 に L − 50 とした場合の平滑化分布 p（［lrt− ． ly，，，）を示 す．図 6 と比較す る と粒 子が

一
部に偏 らず，比較的ス ム ーズな経験分布が得 られて い る こ とが分 か る． これ は リサ ン プ

ル ・ム ー
ブ法を採用 したお陰で 粒子の縮退があま り深刻 となっ て い ない こ とを示 して い る．

17） リサ ン プル ・ム ーブ 以外 の 手法 と し て，DOIicct　et α1，（2006）に よ っ て 効 率 ブ ロ ッ クサ ン プ リン グが 開発 され

　 て お り，今 後 は こ の 方 向 で の 研 究 も進 む の で は な い か と考 え ら れ る，
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図 7　 リサ ン プル ・ム ーブ法を併用 した 粒子 固定 ラ グ平滑化 の 結果．

5．　 自己組織化状態空間モデ ル

　第 2 節に述 べ た よ うに粒子 フ ィ ル タの 尤度関数 は モ ン テ カル ロ 法 の 誤差 を含 み ， なおか

っ 微分成分 が求 ま らな い た め
， 対数尤度に Newton 法な ど の 非線形最適化ア ル ゴ リズム を

適用 して の パ ラメータ θを推定す るこ とが 困難で あ る．それ らの 問題 に対 して Kitagawa

（1998）は 自己組織化状態 空間モ デル を提案 した．

　 こ の 手法 は非線形 ・非ガ ウス 状態空間モ デル の 状態推定 とパ ラメータ推定を同時に行 う

もの で ある．ベ イ ズ推定で は 「状態 Xt とパ ラ メ
ー

タ θ双方が分布を有する 」 ため
， 状態空

間モ デル で 「状態 とパ ラメ
ー

タ を同時に求め る 」 に は状態 とパ ラ メ
ータを含め た同時密度

p （Xt ，
θly1，t）を考 え る必要が ある．

　つ ま り，
Kitagawa （1998）に従 い 状態 ベ ク トル とパ ラ メ ータ を組み合わせ て 拡張状態ベ

ク トル を 以下の よ うに 定義すれ ば良 い ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　・
一［警］・

さ らに拡張シ ス テ ム 方程式 と拡張観測方程式を以下の よ うに定義する．

　　　　　　　　　　　　　　　　Zt ＝ F （Zt＿1，Vt ，ξ． ），

　　　　　　　　　　　　　　　　zノオ ー ff（Zt ，
Et

，ξm ），

た だ し，

　　　　　　　　　　　　F （・・
一

・，
・… s）一［

∫

∵
藁）

］

（5ユ）

（5．2）
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また

JI（Zt ，
E

亡，ξ肌 ）＝ 1喜（x ‘ ，
〔三L ， ξ汀 、）

で ある．式 （5．2）を 自己組織化状態空間モ デル （aSelf
−Organizillg　State　Space　model ， 以

下 SOSS モ デ ル ）と呼ぶ ．パ ラ メータ θ を含むよ うに 状態 ベ ク トル が拡張 され て い るた め
，

粒子 フ ィ ル タ を式 （5．2）に適用 すれ ば （対数）尤度関数 の 最大化な しに パ ラメ
ー

タ と状態が

同時に 求まる （詳 し くは Kitagawa （1998）を参照）．な お，（対数）尤度 関数の 定義自体は粒

了フ ィ ル タ と同 じで あ る．

　なお ， 状態 を求 め る とは，p（Mt ，
θlyl，t）の 周辺 密度 p（Xt ，

　Yl、t）を計算する こ とで あ る．

幽 〃1 ∂− 1晦 θ 〃1∂・θ

また ，パ ラ メータ を求め る とは
， 同 じ く周辺 密度 p（et，

’
Yl，t）を計算す る こ と ：

P （θ1・・，t）一／
’

・（・ ・，
elyi

，L）dxt

（5．3）

（5．4）

　具体的 には粒 了 フ ィ ル タの ア ル ゴ リズ ム に パ ラメ ータ θを含 めた 式 （J
” ．2）を与 え， 時 間 0

の 時点で の パ ラメ ータ θ の た め の 初期粒子 θ8， ｛i − 1
，
．．

り
M ｝は

一
様分布か らサ ン プリン

グすれ ば良い ．

　　　　　　　　　　　　θ1・，。 〜 U ・・ifb・ m ［P」
一

・
、鳴 ＋ 劑，　 　 　 　 （5−5）

た だ し，
θ
．；，O は θろの ゴ番 凵の 要素 ，　 Uniform［葛

一
与 罵 ＋ r．jlは 葛

一rj か ら 鳥 ＋ T
ア
まで

の
一

様分布， Pj は範囲 （Pj
− r

ゴ，B ＋ rj ）の 中心 ，　 rj は定数で あ る．拡張状態ベ ク トル は

粒 了フ ィ ル タを用 い て 推定 され る．つ ま り， 対数 尤度 の 最大 化抜 きで 状態 とパ ラメータを

同時に求め るこ とが で きる．

　た だ し，
こ の 手法 に は 「パ ラメ ータの 初期粒子 θ8の 範囲内に （求 め た い ）真の パ ラメ ー

タが 含 まれて い なけれ ぼな らな い 」 とい う重要な条件が あ る．そ れに 対 して Httrseler　and

KUnsch （2001）は SOSS モ デル の パ ラメ
ータ θの 初期分布を事前 に決定す る こ とは 困難で

あ る と指摘 した （つ まり， θ に つ い ての 事前情報が少な い 場合 ， Pj と r
フ
を適切 に選 ぶ 手段

が ほ とん どない ）． こ の 困難が生 じる理 由は粒子 フ ィ ル タで 求め られ た θは パ ラメ
ー

タ の 初

期分布 θ〔1 の サ ブサ ン プル で あるた めで ある （そ もそ もθ に誤差項 （イ ノ ベ ーシ ョ ン 項）が な

い た め ， 初期 の 粒 子か らリサ ン プリン グを繰 り返 す と粒子数 は単調 に減少す る）。 しか し，

実際に は事後分布の平均 ， 分 散，分布の 形が事前に分か っ て い るこ とは ほ とん どない ．そ

の た め
， 初期粒子 を発生 させ た 時に そ の 粒子の 中に真の パ ラ メ

ータ とな る値が 含 まれて い

るこ とは ほ とん どな い ． つ ま り，対策 として は （i）初期粒子 θo を発生 させ る分 布を適切 に

選ぶ ， も し くは （iり初期粒子 θo を発生 させ る分布 が適切で な くて も自動的 に真の パ ラメ
ー

タを探索す る仕組みが 必要に な るわ けで ある．
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　（i）の 方法を選択 した の は Yano （2008）で ある．そ こで は Nelder−Mead 法を用 い て 自己

組織化状態空間モ デ ル の 尤度関数を最大化す る こ とで，パ ラ メータの 初期粒子 θ1の 分布 を

探索する手法が 提案 され て い る，

　（ii）の方法 を選択 したの は ，　Kitagawa （1998）で ある．そ こで は 上記の問題を解決す るた

め にで は パ ラメータ θ に人工 的な誤差項 （イノ ベ ーシ ョ ン項）ηt を追加 し， 「時変パ ラメ ー

タ」 として θt を推定する手法を提案 されて い る．

θ亡
＝ θt＿1 十 η亡． （5．6）

こ れ は 「パ ラメ ータを状態で あるか の よ うに推定す る」 と い う発想の 転換を行 っ た もの で

あ り，パ ラ メータに関す る事前情報が極めて 少な い 場合 に は有効な手法で あ る．
18）

　こ の アイ ディ ア を さ らに発展 させ
， Liu　and 　West （2001）で は ， 補助 粒子 フ ィ ル タ を用

い ，p （θt＋ 1 θ∂を以下の ように設定 して パ ラメ
ー

タ推定 を行 うこ とを提案 して い る．

P（θt＋ ／1θ，）〜 1＞（αθt 十 （1
− a ）e，， （1

一
α
2
）Vt）， （5．7）

ただ し
，

et は et を表す粒子の 値の 平均 ，
　 Vt は 同じ く分散 ，

α ； （3δ1 − 1）／2δ1 で ある． さ

らに δ」 は （O ，
1亅で ある （Lhl　and 　West （2001）は 0．95か ら 0．99 の間の値を用 い るように提

案 して い る）．Liu　and 　West （2001）の特色 は時 間 tが 増加 す る に したが っ て Vt が 減少 し

0 に収束す る点で ある． この 方式 は θt が パ ラ メ
ータ θ に近 く （なお か つ Vt が 十分に大 き

い ）場合 は有効で あるが ， θ に つ い て 事前情報が乏 しい 場合 に は推定 に 失敗す る場合が あ

る （Yano （2008）に 推定に失敗す る場合の シ ミ ュ レ ーシ ョ ン が 示 されて い る）．なお Liu　and

West （2001）を拡張 し，
　Carvalho　et 　al．（2010 ）は Parameter 　Learning と い う手法 を提案 し

て お り， こ の 分野 で は さらな る発展が 続 い て い くもの と考 え られ る．

6．　 実物景気循環モ デル へ の応 用

　近年 ，

「ミク ロ 経済学 的基礎 」 に 基づ く動学 的 マ クロ 経済学が広 く普及 して きた．そ こ で

採用 され る動学的マ ク ロ 経済モ デル は，数学的に は制約条件付 き関数最大化問題 として 定

式化 され る．本節で は そ の
一

つ で ある ， 実物景気循環モ デル の 状態推定を考え る．

　動学的 マ クロ 経済モ デル の 基本 は Kydland 　and 　Prescott （1982）に よっ て 開発された 「実

物景気循環モ デル （Real　Business　Cycle　Mode1 ， 以下 RBG ）」 で あ る．　 RBC モ デル は （1）

無限の視野 を持つ 家計の 効用関数最大化，（2）企 業の 利潤最大化な ど の ミ ク ロ 経済学の フ

レーム ワ
ー クよ っ て定式化 され て い る．

19）

嚠 応 用 例 と して は た とえば Y 乱no （2eO9），　 Yano　et　a，1．（20ユD），矢 野他 （2D11）等 を 参照さ れ た い ．
19） RBC を含め た 動学的マ ク ロ 経済モ デ ル に つ い て は 英 文 で は McCandless （20〔〕8），　Bellassy（2011），邦 文 で は

　 加藤 （2006）， 江 口 （2011）等が初心 者向け解説が 充実 して い る．また，筆者が 動学的 マ ク ロ 経済学 とベ イ ズ

　 計量 経済学の 講義資料を ア ッ プロ ードして い る矢野 （2011）も参 照 され た い ，
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　 まず，経済で無 限期間の 視野 を有す る家計を 想定 し，そ の 効用 関数 σ が 以下で 与 え られ

て い る とす る．

　　　　　　　　　　　　　σ 一 E ・［シ・・（Ct）］・ 　 　 （61 ）

ただ し， Ct は消 費，βは 主観的割 引率 で あ り，　 Eo は条件付 き期待 を表す．家計の 制約条

件 は

　　　　　　　　　　　　 C ，
一トK 亡→ 1 ＝A オ」（£

一ト（1 一δ）／（亡 ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6、2）

た だ し，Kt は資本，馬 は技術レ ベ ル ，資本の 所得分配率 α と資本減耗率 δは パ ラメータで

あ り，Ko は所与 とす る． また，技術 レベ ル At は 以下 の 1 階自己回帰で表せ る と仮定す る．

　　　　　　　　　　　　　 lo9（At＋ ⊥）＝

ρa 　lo9（Ae）十
・
Vt

，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．3）

た だ し， ρa は パ ラメータで あ り，
7）t 〜！V （0，σii）で あ る．

　 ラグラ ン ジ ュ の 未定乗数法 を使 っ て こ の 閲題 の 1 階の 条件 を求め よ う．ラグラ ン ジ ア ン

（ラ グラ ン ジ ュ 関数）L は 以下 とな る．

　　　　　呵 シ［・・c ・ ・ 囓 ・ （・一・細 一

列
た だ し，

λ
亡

は ラ グラ ン ジ ュ の 未定乗数 で あ る．

　ラ グラ ン ジ ア ン L を C ，，Kt ，短 に対 して 微分 し，1 階の 条件を ま とめ る と，

1 − E ・「職 1κ指
1
＋ （・

一・）｝£ 、

0 ＝ A 孟κ £ 十 （1
一δ）Kt

− Ct − Kt ＋ 1

0 ＝ ρα
lo9（At）

− lo9（A ，＋ 1）十 Vt

（6．4）

（6．5）

（6．6）

（6．7）

こ の よ うに 1 階の 条件は，3 つ の 内生変tw　C 亡， 瓦 ， ん に よ っ て構成 され る 3 本の 非線形 の

式に なる．

　RBC の 1 階の 条件 をま とめ ると
， 動学的 マ ク ロ 経済 モ デル は

一
般 的に 以下の ように定式

化され る．

　　　　　　　　　　　　・・［ノ（x ・＋ 1　，
・Yt

＋ bx ・，幻］一・
， 　 　 　 （… ）

た だ し，Xt は先 決 変数 （pre−determined　variable ）の ベ ク トル
，　 Y ，

は非 先泱 変数 （non −

predeterlninded　variable ）の ベ ク 1・ル で あ る．

　先決変数 とは時点 t の値が 過去の 時 点 オー 1 に依存 して 決 まる変数で あ り， 非先決．変数 と

は時点 tの 値が次 時点 t＋ 1 の値 に依存 して 決 まる変数で ある．本稿 の RBC モ デル で は時

間 tの 資本 Kt と技術 レ ベ ル At は時点 ト 1 に 依存 して決 まる変 数で あるた め
， 先決変数

で あ る．それ に 対 して ， 消 費 Ot は時点 t＋ 1 で の 消費の 期待 （予想）Ct＋ 1 に依存 して決 ま る
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表 1 　 RBC の パ ラメータ．

パ ラ メータ　　β　　 α δ　　 ρa．　　 σd

数値 0．99　　 0，33　　 0．0〔〕25　　 0，9　　（］．0214

性質を有 して い るた め ， 非先決変数で ある．その ため ， 本稿の RBC モ デル を式 （6．8）に直

す と， Xl ＝［K ，，
A ，］

’

，　 yt ＝［C ，】となる．

　こ の
一般的な定式 （6．8）は，い くつ かの安定条件の 下で ，以下の よ うに変形 で きる こ とが

Schmitt−Grohe　and 　Uribe（2004）で 示 されて い る．

　　　　　　　　　　　　　　Xt
＋1 ；ん（X ，，

σ の＋ Vt ＋、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6．9）
　　　　　　　　　　　　　　 Yt＋1 ＝ 9（x じ＋、，

σ d），

ただ し， σ d は定数で あ る．

　さ らに Schmitt−Grohe　and 　Uribe（2004），
　Gomrrle　and 　Klein（2011）等は式 （6．9）を定常

状態近傍で 2 次近似す る と以下 となる こ とを示 した．

　　　　　　　　Xt ＋ 1
− a

’ZKT・ PX ・ ＋1（・nm ・ X の・ X ・ ＋ ・t＋ 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．10）

　　　　　　　　Yt＋ 1 − agK
， ＋ ・ X ・＋ 1 ＋ 1（・。 ，、… xi

＋ 1）EX ・＋1 ，

た だ し，P ，　 E ，　 F ，　G ，　 Kx ，　 Ky は行列で あ り，詳細 は Gomme 　and 　Klein （2011 ）に

従 う．
20）式 （6．10）をシ ス テ ム 方程式 （2．1）とし， さ らに ［xi ，

Y
，

’

］に観測誤差 Et を加 え

て 観測 方程 式 （2．2）とす る．なお，パ ラメ ータは Gomme 　and 　Klein （2011）に従い ，表 1 の

よ うに キャ リブレ
ー

シ ョ ン した ．

　初期分布 （Co ＝ 0
，
Ko ＝ O

，
　Ao ＝ 0），

パ ラメ
ータを所与 として ， 式 （6．10）を用 い て 真の

状態 Xt と観測値 Yi　
，T をデー

タ生成 し，そ の生成 した観測値に基づ き粒子 フ ィ ル タで 消費

Ct， 資本 瓦 ， 技術 レ ベ ル At を推定 した．図 8 に 推定結果 を示す． こ の 図 は 粒子 フ ィ ル タ

が 真の 状態 を うま く追跡 で きて い る こ とを示 して い る。式 （6．10）は 2次項 を含む ため非線

形 ・ガ ウス 型状態空間モ デル で あ り， 粒子 フ ィ ル タの有効性 を示 す良い 適用例 で ある．

7．　 まとめ

　本稿で は 「粒子 フ ィ ル タと粒子平滑化」 に つ い て （1）粒子 フ ィ ル タの 基礎 と応用例，（2）

粒子固定 ラ グ平滑化，（3）粒子固定 ラ グ平滑化 へ の リサ ン プル ・ム ーブ法の 適用，（4）粒子

フ ィ ル タに おけ るパ ラメ
ータ推定 を解説 した上で ， （5）動学的 マ ク ロ 経済モ デル （実物景気

循環モ デル ）推定へ の 応用 を解説 した，

20） P
，
E

，　F ，　G ，　Kx ，　Ky の 計算 は Paul　Klein の サ イ トで 公 表 され て い る Matlab プロ グラ ム を使用 した．

　 http；〃paulklein ．sefnewsite ！codesfcodes ，php
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図 8 　 RBC モ デ ル の 推 定結 果．

　本稿 で は取 り上 げられなか っ た が ，粒子 フ ィ ル タは Kitagawa （1993 ，1996），　 Gordon

et　al．（1993）以後，　auxiliary 　particle　mter （Pitt　and 　Shephard （1999）），　R　ao −Blackwellized

particle　filter（Doucet　et α奴2000）），　 merging 　particle　filt，er （中野他 （2008））な ど多 くの

発展形 を生 み 出 した． これ らに つ い て は粒子 フ ィ ル タの 教 科書 （Calldy（2009），Prado 　and

West （2010））やサーベ イ 論文 （Cappe 　et α1．（2007），
　Doucet 　and 　Johallsell（2011））等を参

照 され た い ．また ，本稿で 紹介 した よ うに粒子 フ ィ ル タ と MCMC をお 互 い に活か した応用

も進ん で お り，その 方向も今後大い に発展 して い くもの と考 えられ る．さ らに パ ラメ
ータ

推定 は本稿 で取 り上 げた 自己組織化状態空間モ デル や時変係数モ デル 以外の 提案後，Yano

（2008 ）に より自己組織化状態空間モ デル と Nelder−Mead 法 を組み合 わせた手法 ，　 Carvalho

et α1．（2010）に よ り Particle　learningとい う新 しい 手法が 提案され るな ど
， 今後 もさ らに

発展 して い くもの と思われ る．
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　また
， 粒子 フ ィ ル タは純粋な時系列解析の 手法 に留まらず，工 学 ・気象学 ・

経済 ・金融

等の 多 くの分野で応用 されて い る．特に コ ン ピ ュ
ータービジ ョ ン （Computer 　Vision）や気

象学 に お ける応用 は非常に盛ん で あ る．CV に つ い て は オ
ープ ン ソ

ー
ス の コ ン ピ ュ

ータ ビ

ジ ョ ン 向け ライ ブラ リ OpenCV に粒子 フ ィ ル タが condensation とい う名称 で 実装 され て

お り， 盛ん に用い られ て い る．また，気 象学 にお い て も様々 に応用 されて お り， それ らの

諸研究が 樋口 （2011a）に ま とめ られて い る．また
， 経済分野で も応用が 進ん で お り， 既 に

DeJong 　and 　Dave （2011）な どの 計量経済学の 教科書で 1 章分 を割 い て取 り上 げられ て い

る．粒子 フ ィ ル タは今後 もそ れ らの諸分野で の応用 が進 み ， さ らに新 しい 分野 へ も適用 さ

れて い くだろ う．
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A 　 粒子フ ィル タ ・粒子固定 ラグ平滑化の 導出

A1 　 粒子フ ィル タの導出

　粒子 フ ィ ル タ （Particle　Filter）は Kitagawa （1996），　 Gordon　et α1．（1993）に よっ て 提

案 され た 非線形非ガ ウス 状態 空間モ デル の 状態推定 ア ル ゴ リズ ム で あ る．時系列 デ ータ

yt，
　t ＝｛1，

2
，
，．．

，
T ｝を所 与 と して 非線形非ガ ウス 状態空間モ デル は 以下の よ うに 定式化 さ

れ る．

Ct ＝ ア（1］t＿1 ，ξ5 ，
v の，

yt 一ん（Ct ，ξ” 、， の ，

（A ．1）

こ こ で Xt は n 。
× 1 の 未知 の 状 態ベ ク トル

，
　 Vt は n

，，
× 1 の シ ス テ ム ノ イズ ベ ク トル （密

度関数は q（v ）
21）），Et は n

，
× 1 の観測 ノ イズ ベ ク トル （密度 関数は r （e ）），ξ、 は関数 ！の

n 、
× 1 の シ ス テ ム パ ラ メ ータベ ク トル

， ξm は 関数 h の nm × 1 の 観測パ ラ メ ータベ ク トル

を表す，関数 ノは ！： Rn ・
× Rn ・

→ Rn ・，関数 んは h ： Rn ・
× Rn ・

→ Rn ・ の
一

般に は非

線形の関数で ある．以下では 式 （A ．1）の 第 1 式をシ ス テム方程式，第 2 式を観測方程式 と

21） シ ス テ ム ノ イ ズ Vt は 現在 な らび に 過 去 の 状 態 ベ ク トル mt とは 独 立 で あ る．
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呼ぶ ． また，パ ラ メータ θ を 以下の よ うに定義す る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　・ 一 周　 　 （・ ・）

なお ，以下で は 時点 1 か ら時点 t まで の 観測値 yt の 組み合わせ を Y1、t ＝ ｛Yl，．．．，Yt｝と

表す．

　観測値か ら式 （A ．1）の 状 態 gじ
‘ を推定す るこ とを状態推定 と呼び，

パ ラメ ータ θ を推定

す る こ とをパ ラ メ
ー

タ推定 と呼ぶ ．状態推定アル ゴ リズム は ベ イ ズの 定理を そ の 理論的基

盤 として い る こ とが 広 く知 られ て い る （た とえば Arulampala皿 et　al，（2002）を参照せ よ）．

ベ イズの 定理 は 以下 の 通 りで あ る，

　　　　　　　　　　・（・ ・1・，，・）−

IED（

噺 牆
一’L）

，
t ≧ 1・ 　 （… ）

ただ し，P（Ct　Y1，0＿1））を事前確率分布 （事前分布 ），　 P（yt［Ct ）を尤度 ，　 P（Xt ］Ylit）を事後確率

分布 （事後分布 ），P （yciy］，（t− 1））を規格化 定数 と呼ぶ ．観 測値 が ま っ た くない 初期時点 に お

ける事前確率分布 （以下，初期分布）を P（M1 ）− P＠1 の）と表す．
22）ベ イ ズの定理 か ら明 ら

かで ある よ うに ， 初期分布 P（Xi ）を適 切に選 択すれば ， 繰 り返 し計算で 事後分布 P（mtly ／，t）

を推定す る こ とが で きる．

　なお
，

ベ イズの 定理 （A ．3）を確率密度に書 き換 え ， 規格化定数 を省略 す る と

　　　　　　　　　　 f）（x ，ly1：，）（xp （ytlXt）p（1）tY1 〔t
− 1）），　t ≧ 1，　　　　　　　　　 （A ．4）

とな る．

　粒子 フ ィ ル タで は時間 t に お ける フ ィ ル タ分布 を以下の ように 「粒子 」 を使 っ て 近似す る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 M 　　　　　z

　　　　　　　　　　　・（［c・i・・IYI，t）曙 Σ猷
δ（［Ct　一　xllt− 1）， 　 　 圃

た だ し ， 状態 ベ ク トル 蝿1置一1
は粒 子 ， 蝿 は 粒子 噛 亡

一1
の 重み を表 し，

M は 粒子 数 （モ ン テ

カ ル ロ ・シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 試行数），δはデ ィ ラ ッ ク の デル タ関数を表す （重 み の導出法 は

後述）．粒子フ ィ ル タの 標準的な ア ル ゴ リズム で は各時間 t に お い て 分布 （A ．5）か ら M 個

の 粒子の サ ン プ リ ン グを行 い
，

リサ ン プ リン グ後の 粒子 鳶，
i ＝ ｛1，

．．．
，
M ｝で p（Xtlyl 、t）

を以下の ように近似する．

　　　　　　　　　　　　　帥 1の ・ 纛道・い 1）． 　 　 （・．・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z±一］

22〕 のは 観測 値 が 存在 しな い こ とを 示す．
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　 こ こ まで の 基礎知識を元に粒子 フ ィ ル タの ア ル ゴ リズ ム を導出しよう． まず，予測分布

p（XtlYl 、（t＿1〕）は 以下の 式 （A ．7）の よ うに展開で きる （チ ャ ッ プマ ン ・コ ル モ ゴ ロ フ の 方程

式，Chapman −Kolmogorov　Equation とい う）。

・（・Ctly1 （ト 1））
− 1・（Ct1 　1］tT1 ）・（Ct − 11y ・（t

− ・）画 一1

式 （A ．6）を 1 期ずら して t を t − 1 に入 れ替え，式 （A 、7）の 右辺に代入 する．

・（X ・陬 一・））イ幽 ［C・− 1）晦 一1 〃壌
一D）d・ t− ・

　　　　　　・ 壱導1・（一 ）・（一 一娜 一

　　　　　　→堂・瞬 一1）

　　　　　　　　　智

　　　　　　型 毒Σδ＠一 咋 1）・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

（A ．7）

（A ．8）

ただ し， 粒子 卯 毎一1
は，時点 t− 1の 婿＿1 とシ ス テ ム 方程式 を用い て モ ン テ カル ロ 法で 発

生 させ る．つ ま り，

　　　　　　　　　　　　　　　 Mtlt −
、
〜幽 1鮨 ），　 　 　 　 　 （A ・9）

で 得 られ る もの で あ る。

　式 （A ，8）を式 （A ，4）に代入 す る と以下の 式が得 られ る．

　　　　　　　　　　P（［1　tY1 、t）O（P （ytl［Ct ）P（矧 野1μ
一1））

　　　　　　　　　　　　　　・・p （・・1・ ・）・ 罎・画 一
唯 1） 　 （A ．、。）

　　　　　　　　　　　　　　・ 纛£ ・（〃・1・c；it−1）・（1・、　
一
・・li，一、）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

式 （A ．10）の 左辺は 時間 t にお ける フ ィ ル タ分布で あり， 結局 ， 式 （A ．10）と式 （A ．5）を比較

す る と，式 （A ．5）の 重み 擁 を以下の 式で 与 え る こ とが 妥当で ある と考 えられ る．

　　　　　　　　　　　　　　譱 囓 1・− 1）・ 　 　 （・・11）

つ ま り重み 姆 は尤 度に比例す るように生成 すれ ば よい ．なお ，

一般 的 に は尤度か ら生成

した重 み w ｛は Σ但1 擁 ＝ 1 を満た さな い 。 しか し，式 （A ．5）は確率密度を意味 す るの で ，

砺 を 碑／Σ甦1 蝿 として規格化 して使用 す る必要 があ る こ とに注意された い ．
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A2 　 粒子固定ラグ平滑化の 導出

続 い て 粒子 固定 ラグ平滑化 を導 出す る．

般 に 以下 の式 が成 り立っ ．

・（m ・・1〃・：・）−
e（跳 1
駕島瓮黔

（t− ’））
・ （A ．12）

上 式で IP（YtlM1、t）＝ P （yt］　：t）と仮定 すれ ば以下の 式が 得 られ る．

晦 1細 一 晦

鵡默1｛髣li〔‘
一’））・

式 （A ．13）を用 い て 付録 A1 と同様に展 開すれば粒了平 滑化が 導出で きる．
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