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特　集

因子分析 へ の 行列集約ア プロ ー チ

足立 　浩平
＊

A 　Matrix−lntensive　Approach 　to　Factor　Analysis

Kohei 　Adachi＊

　現行の 標準的な因子分析の 定式化 で は，因子負荷量 と独自分散 は 固定 した パ ラメ
ー

タで あり，
共通 ・独自因子は 潜在的な確率変数 と して 扱わ れ る．こ れ とは対照的に ， 共通因 子 お よび独自因

子 もパ ラメータ と見 な して ，モ デ ル 部 全 て をパ ラ メータ行 列 で 表現 す る因子 分析の 定 式 化が 近年

に な っ て 提示 され て い る．こ れを行列因子分析 と名づ けて，その 諸性質 を論 じる こ とが 本稿の 主

題で ある．論及す る こ とに は，行列因子分析 の 解法が ， 線形代数 の定理だけ に基づ く点で 明解で

あり，低階数近似 と して の 主成分分析 と は 対照的に，因子 分析を データ行列の 高階数近 似 と見 な

せ る論拠を与 え る こ とが 含 まれ る．さ らに
， 行 列 因 子分 析 の 解 と標 準 的 な 囚子 分析 の 解 を比較 す

る数 値 例 を提示 し，行 列 因子 分 析 を発展 させ た ス パ ース 因 子 分析 法 に も言及 す る．

　In　the　standard 　formlllation　of　factor　analysis 〔FA ），factor　loadings　and 　unique 　variances 　are

treated 　as 丘xed 　par  eter5 ，　while 　Gommon 　and 　unique 　fac七〇 rs　are 　regarded 　as　latent　random

variab ！es ．　A 　very 　different　fDrmulation　of 　FA 　ha5　recently 　beell　presented 　in　which 　common 　and

ullique 　factors　at
’
e　aユso 　treated 　as 　pa エallleters 　and 　all　mQdel 　pa ［L

’ts　are 　expressed 　as　parameter
matrices ．　This　is　referred 　to　as　matrix 　factor　analysis （MFA ），　 whose 　properties　are 　djseussed

in　this　paper．　It　is　showll 　that　the 　MFA 　algDrithm 　is　clearly 　described　with 　concepts 　in　linear

aユgebra　alld 　allows　FA 　to　be　viewed 　as 　highel　rank 　approxinlation 　Qf 　a 　data　ma 七rix 　in　contlas 七

亡oprincipal 　 component 　 analysis 　 as　lower　rank 　approximation ．　 Xlie　further　give　numerical 　il−

lustrations　for　coIIlpariIlg 　MFA 　solutions 　wi 七h　the　standard 　FA 　ones 　and 　discuss　a　sparse 　EA

procedllre　derived　frolrl　MFA ．

キー
ワ
ード： 探索的因子分析，行列閃子分析，線形代数，高階数近似，因子 の 不確定性，ス パ ー

　　　　　 ス 因子分析，主 成分分析

L 　 序論

因子分析 で は
， 複数 の観測変数の 変動の 多 くは少数の 共通因子に よ っ て 説明され ， 共通因

子 に よ っ て は説明 されずに残 る各 変数 に独 自の 変動は ，独 自因子に よ っ て 説明され る と仮

定され る． こ うした モ デル に基づ き ， 共通 因子 と観測変数 の関係を表す因子負荷量 と，各変

数に独自の変動の大 きさを表す独 自分散が ，因子分析で 推定され るパ ラメータ とな る．因
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子分析の 歴史は，共通因子 を 1つ に 限定 した Spearman （ユ904）の 着想に始ま り， Thurstone

（1935）に よ る共通因子 の 複数化 ， そ して ， Rao （1955），　 Anderson　and 　Rubin （1956 ）や

Lawley　and 　Maxwell （1971）な どに よる数理統計学 的基礎の 確立 な どを経て ， 現在 に 至 る．

近年も， 市川 （2010）， 豊 国 （2012）や ， 改訂版で ある Mlllaik（2〔〕10）な どが発刊 され ， 因子

分析が 多 くの 研究者の 興味を 引き続けて い る こ とが 窺え る、なお
， 独自因r一は想定 されず，

共通因子だ けが 考慮され るモ デル を，広義に因子モ デル と呼ぶ こ とが あ るが （例 えば，奥井

（2014 ））， 本稿で は
， 独 自因子 を考慮す る モ デル に 基づ く分析 を指 し て

， 因子 分析 と呼ぶ ．

さ らに，因子分析は，因子負荷量に分析者が 制約 を課す確認的 （検証的）因子分析 と，そ う

した制約の ない 探索的因子分 析に 区別され るが （足立 （2006）， 狩野 ・三 浦 （2002）），本稿で

は
， 後者を指 して 単に 因子分析 と呼ぶ ．

　丘木 （1986）に よれば ， 因 子分析 の 定 式化 は
， 変量 モデル と母数モ デル に大別され る．前

者 は
， 共通因子 ・独 自因子 を確率的に変動す る潜在変数 と見なす もの で ，変量モ デル に基づ

く最尤法や最小二 乗法が ，因了分析の 標準的 な解法 とな っ て い る （市川 （2010），
Yanai　and

Ichikawa（2007））．従 っ て ，これ らの 解 法に よる因子分析 を，本論文で は，現行の 因子分析

と い っ た 呼び方 をす る．以上の 変量モ デル で 確率変数 と見な され た共通 因子を ， 固定 され

た未知 の パ ラメ
ータ （母数）と見なすのが，母数モ デル で あ るが ， 共通因子 を他の パ ラメー

タ と同時 に は推定 で きな い こ とが知 られ （Anderson　and 　Rubin （1956），
　ff．本 （1986）， 柳井

他 （1990））， 母数 モ デル は
， 所与の 因子負荷量 と独 自分散か ら共通因子の 得点 を推定す るた

め の 理 論的基礎の
一

っ に留ま っ て い る （丘本 （1986））．

　 前段の 変di　・母数モ デル とは異なる，因子分析の 新た な定式化が 近年に な っ て 登場 し，こ

れ を考究す る こ とが，本論文の 目的で あ る． こ の 定式化 の モ デル ・解法 を，それ ぞれ，行

列モ デル ・行列因子分析 と呼ぶ こ とに す る，行列 モ デル で は
， 母数モ デル よ りも，さ らに

パ ラメ
ータ と見なされ る パ ーツ が 多 くなる，すなわち

， 変量 ・母数 モ デル で 確率変 数 とし

て 扱われた独 自因子 をも固定 した 未知パ ラ メ
ー

タ と見なすの が ， 行列モ デル の 特微 で あ る．

従 っ て ， 因子分析の モデ ル部の すべ てがパ ラメータ とみ な されて ， それ らを要素 とす る行

列で 表現 され ，
パ ラメータの 推定法の 細部は全て線形 （行列）代数の 原理 に基づ くこ とが，

行列モ デル ・行列因子分析の 呼称の 所以で ある．

　著者の知 る限 り， 行列因子分析が最初 に現れ るの は
， Soean （2003）が オ ラ ン ダ ・Groningen

大学 に 提 出 した 博士 論文で ある．その 中に，同大学教授の Henk　A ．　L．　Kiersが 2001年 に

So6anに提示 した もの と して ，行列因子分析の 解法 が記 され る．こ れ とは独立 に
， 編著書

の
一

部に de　Leeuw （2004）が行列因子分析を記 して い るが
， 記述は簡単で あ り，解法 は 部

分的に しか明示 されて い ない 。その 後 ， 数年を経た Unkel　and 　Trendafilov（2010a ，　b）に

よる論文が ， 行列因子分析を扱 っ た最初の 原著論文で ある と考 えられ る．彼 らの 2010 年 a

の 論文は，因子分析の種々 の 定式化を レ ビ ュ
ーした もの で あ り， その 中で行列モ デル と解
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法が明示 され て い る．同著者 の 2010年 b の 論文は
， 行列因子分 析をロ バ ス トになる よう

に変形 した もの で あ る．その 後 ， Adachi（2012）は，デ ータ行列を必要 と した行列因子分

析 の ア ル ゴ リズム を ， 変数間の 共分散行列さ え与え られ れ ば解が 求め られ るよ うに修正 し，

Adachi　and 　hendamov （2014）は，負荷行列が ス パ ース に な るよ うに （多 くの 0 要素を持

つ よ うに）制約され た行列因子分析を提案 して い る．以上 の よ うに
， 多 くの 読者を もつ 学

術誌へ の 公刊が 2010 年以降に な る こ とが
， 行列因子分析 を 「新た な定式化 」 と称す る理 由

で ある．

　行列因子分析は ， 母数モ デル よりもパ ラメータが多い の に も関わらず ， 全て の パ ラメ ータ

の 鬩時推定が可能で あ る。 しか し， 現行 の 変量モ デル の 因子分析 と同様に
， 因子 は不確定 ，

つ ま り， 因子の 得点は
一

意に定 まらず，興味の対象 となるの は 因子負荷量 と独 自分散の解 に

限 られ る． こ の 点で ，行列因子分析が ，現行の 因子分析を上回 る実用上の ベ ネ フ ィ ッ トは

見 られ な い が
， 前者の 意義が，次に 列挙するような理論的側面にある こ とを論 じる こ とが ，

本論文の 目的 となる．［1］解法 の ス テ ッ プが ， 埋解 しやす い 線形代数 の 原 理に基づ き， 因子

分析の数学的成 り立ちが把握 しや す い ．図 目的関数 が
， 低 階数近似 と して の 主成分 分析の

目的関数を拡張 した形 を と る点で
， 因子分析 と主成分分析の 類似 と相違 を明確に す る，固

デ
ー

タ行列の 低階数近似 と見なせ る主成分分析 とは逆 に，因子分析が高階数近似 と見な し

得 る こ とを明瞭に す る．［4］どの ように 因子が 不確定で あ るか を ， 現行の 因子分析 とは違 っ

た方 法で 示す．［5］今 まで の 解法で は見出せ なか っ た 因子分析の 発展の方向を示 唆す る，

　本論文の 以下の 章は，次の よ うに構成 され る．まず ， 第 2節 で ， 現行 の 因 了分析 を概 観

した後 ， 第 3 節で は
， 主題 となる行列モ デル ・行列因子分析を紹介 し，そ の 解法を第 4 節

に記す．ただ し，第 3 節 と第 4 節で は ， 前段 に 記 した意義 の ［1］を明瞭にす るた め に
， 以前

の 文献 とは異な っ た解説を試み る．第 5節 で は ， 行列 モ デル と変量 モ デル の 解 を数値的に

比較する．第 6節で は
， 意義の ［2］， ［3］， ［4］を論 じる．第 7 節で は意義 ［5］の

一
例 とな る ス

パ ース 因子分析を概説す る．

2．　 現行の 因子分析の 概要

　因子分析の 変量 モ デル を 2．1節で概説 した後 ， 変量モ デル に 基づ く解法 を 2．2節 に 記 す．

2．3節で母数 モ デル を概説 した後 ， 2．4 節で は 因子分析 の モ デル が持 つ 2種 の 不定性を記す．

2．1　 変量モ デル

　観測され る p 個の 変数を pxl の ベ ク トル x で表そ う．ただ し， その期待値 E （x ）は px1

の 零ベ ク トル Op とす る．変量モ デル で は ，　 x に対 して ，潜在変数ベ ク トル f（m × 1）と

u （P × 1）が ，

　　　　　　　　　　　　　　　　 x ＝ Af 十 Ψ u 　　　　　　　　　　　　　　 （2、1）
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図 1　 因子分析の パ ス 図 に よ る 表現，

の ように 関係づ けられ る． こ こ で ，m ＜ p，重 は p × p の 対角行列で あ り，A は pxm の

行列で ， その要素が 因子負荷量で ある．潜在変数は
，

E （f）＝ 0
肌 ，　E （ff

’

）＝1
”し，　E （u ）＝Op

，　E （uu
ノ

）＝ Ip
，　1ヨ（fu

’

）＝
mOp 　　　（22）

を満 た す と仮定 され る． こ こ で ， 砺 は m × m の 単位行 列 ， mOp は mxp の 零行列 を表す．

　図 1 は，p ＝ 5，　 m ＝ 2 と して
，

モ デ ル （2．1），（2．2）を描 い た もの で ある．図の 下部の パ

ス （矢印）は，f ＝［fi， ．．．，fm］に前か ら A − （λjiC）が 乗 じ られて x 一 囮 ，
＿ r　，Tp ］

’

を説明す

る様子を表し， 上部の パ ス は
， U − ［Ul ，

＿ ，細
’
に Ψ が 乗 じられて X を説明す る様子 を表

す． こ こ で
，
fの 各要素は，　 x の p 変数すべ て に パ ス を伸ば して ，全観測変数に共通 して 作

用 す る要因 と見なせ る の で ，共通因子 と呼ばれ る．
一

方，u に乗 じ られ る Ψ が 対角行列で

あ るため ， u と x の 対応要素だ けがパ ス で 結 ばれ ， さらに
， （2．2）よ り u の 要素は互い に無

相関で あ るこ とか ら，u の 要素は該当変数に独自の 要因 と見なせ て ， 独自因子 と呼ばれ る。

　（2．1）式右辺の 最後の項を e ＝Ψ u とお い て ， e を誤差 ベ ク トル と呼ん で構わない ．（2．2）

よ りE （e）＝ Op，　 E （ee
’

）＝ Ψ
2
（対角行列）が導かれ ，

こ れ らが示 す誤差 の 変数間 の 無相関 ，

つ ま り， 誤差が各変数に独 自に作用す る とい う仮定が ， 因了分析の特徴 で ある．こ うした

誤差の 独 自性か ら， その 分散を表す Ψ
2

の 対角要素 は
， 独自分散 と呼ばれ る．

2．2　 最小二 乗法 と最尤法

　変量モ デル の パ ラメ ータは
， 負荷行列 A と独自分散を含む対角行列 Ψ

2
で あ るが ， それ

らを推定するため に，変数間の共分散行列が重要な役割 を果たす．こ の共 分散行列は
，

モ

デル （2．1）と （2．2）に基づ けば，

Σ ＝ E （xx
’

）＝ AA
’

十 Ψ
2

（2．3）

N 工工
一Electronlc 　 Llbrary 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statlstlcal 　Soclety

因 了分析 へ の 行 列 集 約 ア プロ ーチ 367

と表せ
， デ

ー
タか ら算出され る共分散行列の 最尤推定値 は ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　 S ＝ − X

’

X 　　　　　　　　　　　　　　　（2，4）

と表せ る． こ こ で
，

X は x
〆
の n 個の 実現値 を行 と し て ，列平均が 0 にな る よ うに 中心化

され た n 個体 × p 変数の デー
タ行列で あ り， 不偏性 を重視すれ ば

， （2．4）右辺 の 分母 の n

は n − 1 に 代 え られ る．

　現行の 主 要なパ ラメ ータ推定法 に最小 二 乗法 と最尤法が あ る．最小二 乗法で は，（2．3）と

（2．4）の 二 乗誤差

hLs（A ，
Ψ

21S
）＝IS− AA ノ ーΨ

22 ＝ tr（S − AA
’ − W2 ）（S − AA ’ 一Ψ

2
）
t

（2，5）

を最小にす る A と Ψ
2
が 求め られ る．

一
方，最尤法は，（2．2）に f，u の 正規性の仮定を加

えて 導かれ る対数尤度

hML（A ，
Ψ

2
　S）ex − log　AA

ノ

十 Ψ
21 − tr｛S（AA

’

十 Ψ
2
）
− 1

｝ （2．6）

を最大化する もので ある．ソ フ トウ ェ アの SAS や SPSS で は ， （2．5）， （2．6）の最適化に ， 勾

配法に基づ くア ル ゴ リズム が 利用 され るが （SPSS 　Inc．（1997），SAS 　Institute　Inc．（2009）），

（2．5）の 最小化に特化 した 交互最小二 乗法 （Halman 　and 　Jones（1966），
　Harman （1976））や，

（2．6）の最大化に特化 した EM ア ル ゴ リズム も考案され て い る （Rubin　and 　Thayer （1982），

豊田 （2012），
Adachi （2013））．なお

， （2．5）に ウエ イ トを加えた 目的関数 を最小化す る
一

般

化最小二 乗法 もあ る （市 川 （2010），
豊田 （2012））．

2．3　 母数モ デル

　以上 の 変量 モ デル で確 率変数 と見 な され た共通 因子 fを，各個体に固有の 固定され た パ

ラ メ
ー

タ （母数）と見なすの が，母数モ デル で あ る。すなわち，個体 i，の観測値お よび共通

因子 の 得点 を ， それ ぞれ ，
Xi お よび fi と表す と

， 母数 モ デル は

Xt ＝ Afi＋ Ψ Ui （2．7）

と表せ る．こ こ で ， Ui は個体 iの 独自因子で あるが ，
これ は

， 確率変数 と見な されて ，
　 Ui

お よ び n 個体 × Trb共通因子の 行列 F ＝ ［f1， ＿ ，
fn］

’

は，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　1鳧F ＝ 0缶，　− F ’F ＝ Im

，　E （Ui．）＝ Op
，　E （Uiuli ）； Ip　　　　　 （2．8）

を満たす と仮定 され る．た だ し
，
ln は要素が 全て 1 の n × 1 の ベ ク トル で ある．（2．7），（2．8）

よ り（2．3）が導かれ るの で，最小二 乗基準 （2，5）の 最小化 は，母数モ デル の解法 とも見なせ

る．
一

方，母数 モ デル の 最尤解 は 存在 しない こ とが知 られ る．すなわち ， u
、
の 正規性仮定

N 工工
一Electronlc 　 Llbrary 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statlstlcal 　Soclety

368 円本統 計 学 会 誌 　 　 第44巻 第 2号 2015

と （2．7）， （2．8）よ り， 対数尤度

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　gM ・（恥 ，
Ψ

21X
）D・　

一
・ Σ 1・g丐

一L・（X
− FA ’

）Ψ
”’

（X
− FA ’

）
’

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」＝1

　　　　　　　　　　　　　湧 厩 雲毒ll拘 一畔 （2．9）

が導かれ る．こ こで，Xj は X の第 ゴ列，舶は A の 第 ゴ行，砺 は Ψ の 第 ゴ対角要素を表

すが． Xj ＝F λ1， ψ」
＝0 となる よ うに

，　 F ， λ1， ψ3 を選ぶ こ とがで き， （2，9）は無 限大 と

な る．すなわち ， 共通因子行列 F と A ， Ψ
2
を同時 に 推定 す るこ とはで きな い （Anderson

and 　Rubin 〔1956），丘 本 （1986）， 柳井他 （1990））．

2．4　 回転 の不 定性 と因子の不確 定性

　m × m の 正 規直 交行 列 を T と表 す と，
モ デ ル （2．1）で は ATT ’f ＝ Af ， （2，7）で は

ATTtfi ； Aft の よ うに
，
　 AT を負荷行列 と み な し

，
　 ff また は f

，／T を共通因子 と見な して

も ， 条件 （2．2），（2，8）が 満た され る． こ の よ うに T を 白由に選 べ る こ とが ，同転 の 不定性

と呼ばれ る．適用 目的に 適 した負荷行列 AT を 与 え る T を 求め る 手続 き は
， 因子回転 と総

称 され るが （Browne （2001）），本論文で は，因子回転を数値例で使 うだ けで ，それ に関する

議論は しな い ．

　上記 とは異な る不定性 に
， 因子 の不確定性があ る． こ れは ，変量 モ デル に お い て ， （2．1）

と （2．2）を満た す f と e の 組が
一

意で な い こ とを表 す （丘本 （1986））． こ の 因子の 不確定性

は
， 次節の 行列因子分析の 解に も見 られ，第 6節 で 論じられ る．

3．　 行列 モデル

　前節の 母数モ デル で 確率変数 と見なされた 独自因子 Ui を ， 固定 された 未知パ ラ メータ と

見なすの が ，行列モ デル で ある． これ を扱 っ た文献で は （So6an （2003），
　de　Leeuw （2004），

Unkel　and 賢 enda 且lov（2010a，
　b），

Adachi （2012））， 行列因子分析の 目的関数が 最初 に記さ

れて
， その 基礎 とな る モ デル の 記述が な い が

， 本稿 で は
， 行列 モ デル を最初 に 記す，こ れ

は ， n 個体 × p 変数の 独 自因子の 行列を U と表す と ，

　　　　　　　　　　　　　　　X 望 FA ’

十 U Ψ ＝ ZA ’

　　　　　　　　　 （3．1）

と表せ る．こ こ で ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A ＝ ［A ，
Ψ］　　　　　　　　　　　 （3．2）

は，負荷行列 A と独 自分散の 平方根を含む対角行列 Ψ を ブ ロ ッ ク とす る p 変数 × （m ＋ p）

因子の 行列で あ り， 図 1 の パ ス に付 く係数 を含 む こ とか ら ， A を係 数行列 と呼ぶ こ と に す

る。 また ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z ＝ ［F ，
U ］　　　　　　　　　　　　　　　　 （3・3）
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は
， 共通因子行列 F と独自因子行列 U を ブ ロ ッ ク とす る n 個体 x （m ＋ p）因子の行列で

あ り，
こ れ を因子行列 と呼ぼ う，この行 列は ，

　 　 　 　 　 　 　 1
1L．Z ＝ 0；n ＋ P ，　

− Z ／Z ＝ Im＋P

と制約され る．（3．4）の 2 つ の 制約は，（2．2）の行 列版 とい える 5 つ の 制約

・aF− ・硯 ・
’

・ 一 ・m ，
　 ・AU − ・S，　ii　・ ’

U − ・
・ ， 毳FU − ・

・

（3．4）

（3、4
’

）

と同値で ある．

　モ デル （3，1）と類似 した因子分析の 表現 x ＝ FAt ＋ U Ψ は，　Mulaik （2010）や芝 （1979）

に見 られ る． こ の 表現で は
，
左辺 と右辺が等号で 結ばれ るの に対 して

， それ らが 〔3．1）で は

近似記号 2 で結ばれ る． こ の 相違は，前者で は，X と U さ らに は F の 行が 確率変数 と見

な されて い るの に対 して，後者の （3．1）で は，両辺に現れ る行列が 全て 固定 した要素を持っ

と想定されて い るか らで ある．
一般 に，任意 の行列 X は ， （3．4）を満た す Z と対角行列 Ψ

をブロ ッ ク とする A の転置の積 ZA ’
に は 分解で きない の で ，（3．1）の 両辺は等号で は結べ

な い わ けで ある． しか し，
X を近似す る ZA ’

を求め る こ とは ， （3．1）か ら直接導け る最小

二 乗基準

　　　　　　　　　f（Z ，
A ）＝ IX−

（FA
’

十 U Ψ）12＝ ilX− ZA ’li2　　　　　 （3．5）

を制約条件 （3．4）の も とで 最小化す る こ とで 達成で きる． こ の 方法 は最小二 乗法 に違い な

い が ， 2．2節 の （2．5）の 最小化 を最小二 乗法 と呼び続 け，（3、5）の最小 化 を行列因子分析 と

呼ぶ ．

4． 行列因子分析の アル ゴ リズム

　行列因子分析の た め に最初に 提示 され た So6an（2003），
　 de　Leeuw （2004），　 UnKel 　and

丑 enda 丘lov（2010a）の解法 を ， 4，1節 に記 す． こ れ は，データ行列 X を要する もの で あ っ

た が ， X が 与え られな くとも標本共分散行列 （2．4）だ けで 十分な Adachi （2012）の解法 を ，

4．2 節 に 記す．4．3節 で は，最小二 乗法 ・最尤法 とは異 な る行列 因子分析 の 特 徴 を論 じる．

4．1　 デ
ー

タ行列を要する解法

　行列因子分析の解 は ， 次の ス テ ッ プを収束するまで 交互に反復す る交互最小二 乗法に よ っ

て 求 め られ る．

　［係数 ス テ ッ プ］Z を
一

定に して，（3．5）を最小にす る A を求め る．

　［因子 ス テ ッ プ］A を
一

定に して，条件 （3．4）の も とで （3．5）を最小 にす る Z を求め る．

　まず ， 係数ス テ ッ プの 解を求め るため に ， Ψ が対角行列 で ある こ とと （3，4）を用い て ，
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（3．5）が

！IX− ZA
／ 12＝ n

＝  

＝ n

1　　　　　
2

− X
／

Z − A
TL1

− xtF − A

l
− X ’F ＿A
η

十 co
’
rb，s亡

2
　　　1　　　　　

2

十 児 　一X
／

U 一Ψ　 十 const
　 　 　

’
rt．

2
　　　 1　　　　　　　　　

2

十 n − dia9（XIU ）一Ψ　 十 const
’

　 　 　
’
n， （41 ）

と書き換え られ る こ とに着 目する．こ こ で
， const と const

＊

は A に 関係の ない 項 を表 し，

diag（X
’u ）は ，　 x ’U の 対角要素を対角に配 した対角行列 で あ る。（4．1）よ り，　 A ＝ ［A ，

Ψ］

の ブ ロ ッ クで あ る負荷行列 と独 自分散行列の 解は
， それ ぞれ ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　 A ＝ − X ’F 　　　　　　　　　　　　　　　 （4．2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 η．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　Ψ ＝ − diag（xtu ）　　　　　　　　　　　　　　（4．3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 η

に よ っ て 与 え られ るこ とが わか る．

　次に，因子ス テ ッ プの 解 を求め よう．（3．4）を用 い て （3．5）は Hx− ZA
’

「12＝ trX ’X ＋

π trAA
’ − 2trX ！ZA ’

と展開 され る の で
， 本ス テ ッ プの 課題は

， 条件 （3．4）の もとで の

g（Z）＝ trX ’ZA
’ ＝ trZ ’XA の 最大化に帰着す る．こ の 解 は

，

Z ＝ V宛K1 ノ
＝ 〉椀KIll 十 V 覧K211 （4．4）

で与 え られ る． こ こで ， K ＝［K1 ，
K2］，L ＝ ［L，　，

　L2］は，それ ぞれ ，
nx （p ＋ m ）， p × （p ＋ m ）

の ブU ッ ク行列で あ り， その ブロ ッ ク Kl ，
　 L1 は ，

　 n，
− 1／2XA の 特異値分解

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　1ZiXA
＝ Kl ° L：　 　 　 　 （4・5）

よ り求 め られ ， K2 ，　 L2 は K 弖K1 ＝ LIL2 ＝
，，、
Op を満たす正規直交行列で ある．すなわ

ち， 0 は pxp の 対角行列 で あ り，　 K ’K ＝ L ’L ＝ Ip＋ m で あ る．（4．4）が解で ある こ とは，

ten　Berge （1983）の 定理 よ り，（3．4）の 制約条件の 1 つ n
− 1Z ’Z ＝ 1

，n ＋p
の もと で 導か れ る

不等式

　　　　　　　　　　　　　　 9（Z）＝ trZ
／

XA ≦ trO 　　　　　　　　　　　　　（4．6）

の 上 限 trO を （4，4）が達成 し， さらに ， （3。4）の もう
一

つ の 条件 脇Z ＝ 0銚＋p
も， （4．4）に

よ っ て満た され る こ とか ら確認され る （Adachi （2012 ，
　Appendix　1））．

　（4．4），（4．5）で わか るように，解 （4．4）の 右辺の 〉
「
nKiLi は

一
意に定 まるが ， 〜

f7iK2Li は

．・
意で な く，K ’K ＝LtL ＝ Ip＋ m を満た す任意の K2 ，　 L2 を選ぶ こ ととな る．

　以上 よ り， （4．2）， （4．3）， （4，4）を求 め る こ とを交互 に 反復すれ ば
， 条件 （3．5）の も とで の

（3．4）の最小化 は達成 され る．すなわち，行列因子分析で は，共通 ・独自因子，負荷行列 と
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独 自分散の 同時推定がで きるが ，
K2

，
　 L2 が

一
意で ない た め，共通

・独 自因子は
一

意に 定 ま

らない ．

4 ．2　 共分散行列だけで 十分な解法

　前節の ア ル ゴ リズ ム は n × p の データ行列 X を要 す るが ， Adachi（2012）は，　 p × p の

共 分散行列 （2．4）す なわ ち S さ えあれ ば， 負荷行列 と独 自分散の 解を求め られ る ア ル ゴ リ

ズ ム を考案 して い る．因子分析の データは π ＞ p とな るこ とが 要請され るため，X よ りサ

イズが小 さい S だけを要す る点で ， 本節の 方法 は よ り経済的で ある，なお ， Adachi （2012）

は
， （3．5）の 目的関数 に重み行列 も加 えた tr（X

− ZA
’

）W
− 1

（X
− ZA

’

）
’

を考慮 して い るが
，

本節で は，W ＝ Ip と して Adachi （2012）の 方法 を記す．

　p × （p ＋ m ）の 変数 と共通 ・ 独自因子 の共分散行列 を

　　　　　　　　　　　　　　C ． 亠X ・Z 。 2X’

［F ，
U ］　 　 　 　 （4．7）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　 　　 　　 rb

と表せ ば，（4．6）左辺 の g（Z）は
， C の 関数 と して

　　　　　　　　　　　　　g（C）＝ trZ
／XA ＝ ntrA ℃ 　　　　　　　　　　　　（4．8）

と書 き換え られ る。 こ れ が （4．6）右辺の 上隈 trO を達成 す る ときの （4．8）は
， （4．5）か ら導

か れ る n
− 1／2X ＝ nr1 ／2XAA ＋ ＝ KlOl 叫A ＋

の 転置 に
， 後 ろか ら （4．4）を乗 じて ，

　　　　　　　　　　　　　　　　C ＝ A
’＋L ，OLI 　　　　　　　　　　　　　　 （4．9）

とな る． こ こ で ，
A ’＋ は A ノ

の ム
ー

ア ペ ン ロ
ーズ逆行列で あ り，A の 階数が p で AA ＋ ＝Ip

とな るこ とを仮定 して い る．（4、9）に現れ る L ，OLI は
， （4．5）か ら導か れ る 固有値分解

　　　　　　　　　　　　　　　 A ’SA ＝ LiO2Ll 　　　　　　　　　　　　　 （4．10）

に よ っ て 求め られ る．以上 よ り，（4．6）の上限達成 とい う因子 ス テ ッ プの 課題 は，A と標本

共分散行列 S が 与 え られれ ば
， （4．9）と （4．10）に よ っ て 達成 され る こ とが わか る．

　係数ス テ ッ プで も X が不要で ある こ とは，（4．7）を使 っ て，（4．2），（4．3）が，それ ぞれ ，

　　　　　　　　　　　　△ − CH ［m ・1
，
　 W − di・g（CHiv］）　 　 　 　 （4．11）

と書 き換 え られ るこ とか らわか る， こ こ で ，H ［m ］＝ ［lm ， mOp ］
t
（（m ＋ p）× m ），　 H

囮
＝

［pOm ，Ip］
’

（（m ＋ p）xp ）で あ り，　 C は （4，9）に よ っ て与え られ る． さ らに，達成 され る目

的関数の 値 も ，

　　　　　　　　　　 71trS − 7ztr （AA
’

十 Ψ
2
）＝ ntr （S

− AA
「

）　　　　　　　　（4，12）

と表せ ，X を要せ ずに算出され る．これは，（3．4
’

）を用 い れ ば，（3．5）を trX ’X ＋ η trAA ノ

＋

ntr Ψ 2 − 2trX ’FA − 2trX ’U Ψ と展開で き ，
こ の 式に （42 ）， （4，3）， （2，4）を使 っ て

，
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trX ’U Ψ ＝ tr　diag（X
’U ）Ψ に 着目す れ ば導か れ る．なお，（4，12）を ntrS で 除 した 1 −

trAA ’

／trS は
， 0 以．Ll　1以

．
ドに lil規化 され て ， 収束判定 に便利な指標 と して 使える．

　以上 よ り， 最適 な A とΨ を求め るた め の 行列 因子分析の ア ル ゴ リズム は，次の よ うに

記され る．

　［1］A を初期化す る．

　［2］固有値分解 （4．10）を行 っ て
， （4．9）を求め る．

　［3］（4，11）に よっ て，A ＝ ［A 、Ψ］を更 新す る．

　［4］収束 して い れ ば終 了 し， 他 の ときは ［2］に戻 る．

4．3　行列因子分析の 解法の 特徴

　現行の 因子分析 と違 っ て 独 自因子 をパ ラメ ータ と見 なす行 列 因子分析 で は ，当然 なが

ら， その 解法の 要所に独自因子に関わ る行列が現れ る点が ，2．2 節の 解法に は見 られ ない 特

徴 に な る．そ うした 行列 の 中で も ， 変 数 と共通 ・独 自因子 の 共分散行列 （4．7）す なわち C

が ，前節 の ア ル ゴ リズム で 重要 な役割 を果た す．こ の ア ル ゴ リズ ム の 要点 は
， 因子 ス テ ッ

プに お い て ，因子を求め るか わ りに
，

trA ℃ を制約 （3．4）の もとで 最大化す る C を求め

る こ とで あ っ た． さ らに，C が係数ス テ ッ プで も重要な役割を果たすこ とは，（4．1）よ り，

［n
− 1xtz

　一　AII2＝ IC− Al2 の 最小化 が ， 係数ス テ ッ プの課題 とな る こ とか らわか る．す

なわ ち，行列因子分析の ア ル ゴ リズム は，11C− A2 の A に関する最小化 と，　 trA ℃ の C

に 関する制約つ き最大化の交互反復に帰着する と言え る．

　（4．3）に示され る よ うに，独自分散の 平方根が，変数 と独自因 了の 共分散 に よ っ て 与 え ら

れ る こ とも， 行列因子分析の特徴で あ る． これ とは違 っ て ，現行
．
の因子分析，すなわち，2．2

節の 最 小 二 乗法 ・最尤法の 両者 で は ， Ψ畏IL ＝ diag（s − AMLA 套IL）が独 自分 散の推定値 とな

る． こ こ で ，行列因子分析の A ，Ψ と区別す るた め
，

それ ら に ，最尤法の 略語で あ る ML

を添 え字 として 付 して い る．上記の 式 の トレ ース を考 える と，

t・ Ψ IIL− t・（S
− AMLAiiL） （4．13）

が 得 られ るが
，

こ れ と
， 行列因子分析の 目的関数が達成する値 （4．12）を比較す る と

，
独 自

分散の 大小に関 して解法間に
一

定の 傾 向が ある こ とが 推察 され る．すなわ ち，（4．12）は最

小二 乗基準 （3．5）か ら導かれ るの で ， 非負の値 を とる ，
つ ま り， trS − tr（AA

ノ

＋ Ψ
2
）≧ 0

で あ り， これ は
，

　　　　　　　　　　　　　　　trΨ 2
≦ trS − trAA ’

　　　　　　　　　　　　　 （4ユ4）

と書き換えられ る． こ の 不等式 と
， （4．13）で 両辺を結ぶ 等号を見比 べ る と， 行列因了分析の

独 自分散 が ， 最小二 乗 ・最尤法の それ よ り，小さ い 値 を とりやす い 傾 向が推察 され る．た

だ し， （4．13）， （4．14）の 両辺は トレ
ー

ス
， すなわち ， 個々 の 独 自分散で は な く，そ の 合計 に
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関 す る式で あ り，
さ らに，右辺の AML と A が 等 しい 保証は な い の で

，
上 記の 独 自分散の

大小関係は 推察 にす ぎな い ． こ の 推察の 妥当性は，次節で 経験的に検証 され る．

5．　 数イ直｛列

　現在普及す る変量モ デル とは趣 を異 に す る行列因子分析が ， 本当に 「
因子分析らし い 解」

を出力す るの か が ，素朴な問 い となる．そ こ で ， 変量モ デル か ら導かれ る最小二 乗法 ・最

尤 法 と同等の 解を ， 行列 因了分析が与 え るか 否か を ， 本節で 数値的に 検証す る． こ の 同等

性 は ， Adachi （2012）の 数値例か ら も察せ られ るが ，同等性 を示 す適用例が 増 えれば，勿

論 ， その 経験的妥当性は高まる．そ こで，本節で は，Adachi （2012）とは異な るデータへ の

適用例 を提示 し，
さ らに，シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン 研究 も報告す る．こ れ らの 数値例に は

， 前節

に 記 した 独自分散の 大小 関係の 検討 も含 まれ る．なお ， 本節で は，行列因子分析に よ っ て

得 られ た 因子負荷行列，独 自分散 の平方根 の 行列 ， その 対角要素を単に A ，Ψ ， 砺 と表す

の に対 して ， 変量 モ デル の 最小二 乗法に よ るそれ らの 解を ALS，Ψ LS，ψ｝
s と， 最尤法 に よ

る解を AML ，Ψ ML ，樗
IL

と表す．

5．1　 実データへ の適用

　web ペ ージ http：〃bm ．osaka −u ．ac ．jp／data／big5／か ら入 手で き る 25 変数 間の 相 関行列

を ， 適用例 に用い る．こ の 相関行列は ，繁桝 （1998， p，144）の性格特性 に関 す る 25 項 目

（変数）を，著者が n 　＝＝　lgo　Z の 男女大学生 に提示 して
， 各項 目の 特性を 自身が 有する程度

を 自己評定 させ た結果 に 基づ く．表 1 の 左の 列が 示すよ うに，25変数は ， 5 因子 の い ずれ

かに 関係 す るもの と して 5 群に分類 され る こ とが ， 性格特性研究 の知見か ら知 られて い る

（柏木 （1997））．相関行列 に ， 因子数 を 5 と して
， 最小二 乗法 ・最尤法 ・行列因子分析 を適

用 し，解 の 負荷行列 に は バ リマ ッ クス 回転を適用 した．

　表 1 は，行列因 子分析の 解 を示 す．太字に した 絶対値の 大 き い 因子負荷量 は，前段 に記

した知見 の とお り，
25 変数が 5 つ の 因子 に分類 され る こ とを示 して い る．以上の 解 と最小

二 乗法 ・最尤法の 解 を比較す るた め，それ らの解か ら行列因 了分析の 解を減 じた値，すな

わち，ALS − A ，Ψ呈s 一Ψ
2

の対角要 素 と
，　 AML − A ，Ψ 呈IL 一Ψ

2
の 対角要素を表 2 に掲

げる．表よ り， 殆どの 行列因子分析の 因子負荷量 は他の 2 方法 の 解 と一致 して ，違 っ た と

して も 土 0．01 の 差で あり，負荷量は方法 問で 同等 とい え る．独 自分散 の差 も 0．04 以下で

あ り， 方法間で ほ ぼ同等 とい える．ただ し，
マ イナ ス の差が ない こ とに 着目すべ きで あ る．

すなわち ， 4．3節 で推察 した とお り，行列因子分析に よ っ て得 られ る独自分散は，最小二 乗

法 ・最尤法の独 自分散 よ り小さ くな っ て い る．同 じ傾向は ， Adachi （2012，
　Table　2）の 最尤

法 と行列因子分析の 解に も窺える．
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表 1　 行列 因子分析 の 解 ； 絶対値の 大きい 負荷量 は 太字で 表示．

群 変数 A Ψ2

1

心 配性

傷つ きや す い

悲観的

動揺す る

気 苫 労 が 多 い

0 ，71

α 740

．670

．560

．61

一
〇，14

− 0．｛15

− 0．29

　0．05
− 0．09

一
〇．13

− 〔〕、｛〕4

− 〔〕．13

− 0、15

− 〔1，16

　0．22

　0、01
− U．03

− 0．08

　 0．m

一〇，ll

　O．09
− 0．27

　0．32

− D．31

〔〕．39

〔〕．430

．370

、53U

、47

2

社交的

お し ゃ べ り

白発的

陽 気

目立 ち た が り

一〇、15

　 0．05

− 0．09
− 0．21

　0，07

0．810

．820

．720

．800

．64

　0、10

− 0．05

　0．18

　0．08

　0．22

　0．09

− 0、〔｝2

　〔，．10

　0，16

− 0．03

一〇、12

　0、〔〕B

− 0．13

　0．00

　0，05

u．270

．300

．400

、270

，52

3

独 創 的

冒険 志 向

進歩的

臨 機応 変

想 像 的

一〔L〔｝9

− O．22

− 0．18

− 0．27

　0．18

o．030

．220

．240

、310

，〔｝9

0．850

，670

．620

，350

，45

一〇．04

− 0．Ol

　 o．u9

　 〔〕．20

　 〔〕」 ⊥

　0，07

　0．20

− o．09

− 0．03

　 0 ．34

0260

．41

〔｝．500

．660

．62

4

おだ や か な

や さ しい

利他的

協力的

共 感的

一〇．14

　0，08

　0，12

　0．Ol

　O．11

一〇．10

　0．20

　0．01

　〔〕．27

　0．13

　 0．15

　〔｝．1⊥

− 0、01

− 0．12

− 0．03

0．590

．590

．690

．630

．72

一｛〕．03

　G．00

− 0．15

− 0．D9

− o．2u

〔〕．580

．570

．460

．490

、39

5

慎重な

信頼で き る

勤 勉 な

計画的

几 帳面な

　0，14

− 〔〕．12

− 0．04

　0，10

　0．21

一D．U3

　0、31

　0．05

− 0．02

　0．02

　 o．07

　 0．08

− 0．06

− 0，09

− 0，18

0，220

．27

〔〕．150

．020

．04

一
〇．56

− 0 ，56

− 0，77

− 0．69

− 0．73

o、590

、490

．370

．490

．38

5．2 　 シミ ュ レーシ ョ ン

　Adachi （2012）は，変量モ デル に よ っ て 発生 させ た人工 デ
ー

タに
， 行列因子分析を適用 し

て
， それが ， 最小二 乗法 ・最尤法 と同程度の 正確 さ で 因子負荷量 と独 自分散の 真値を再現す

る こ とを確認 し て い る． こ こ で は ，真値再現 の 程 度で はな く， 方法問の 解の 類似性 ，
お よ

び ， 行列 因子分析が よ り小 さ い 独 自分散を与 え る傾向を，人工 データを使 っ た シ ミ ュ レ ー

シ ョ ン に よっ て検証す る．

　データ牛成の 手続きは
， 区間 ［a ，

b］の 整数を定義域 とする離散
一様分布を DU （α ，

b）， ［α ，β］

の （連続）
一

様分布を U （α ，β）と表す と
， 次 の ように記述 され る．［1］因子tu　m を DU （1，

5），

変量数 p を DU （4m ，
8m ），そ して，個体va　n を DU （8p ，

12p）か ら抽出する．［2】A の要素を

σ（
− 1．0

，
1．0）か ら抽 出 し ， Ψ

2
の対 角要 素を U （O．05，

0．65）か ら抽 出す る．［3］f お よび u の

各要 素を独立 に 標 準正規分布か ら抽 出 して
，

モ デル （22 ）を満た す x
’

を n 個生成 し ， そ れ
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表 2　 最 小 二 乗法 ・最 尤 法 の 解 か ら行 列 因子 分 析 の 解 を減 じた値 ．空 欄 は 0．00 を表す．

変数
最小 二 乗法 と行列 因子分析 最 尤 法 と行 列 因子 分 析

ALS − A Ψ且一
Ψ

2 AML − A Ψ 設lL 一Ψ
2

心配性 0．010 ．Ol 一〇，010 ．01 一〇，01 O、02

傷 つ きや す い 一〇．01 一〇．010 ．01 一〇．01 0．01

悲観 的 0．0］ o．o］ O．Ol0 ．0工

動揺 す る O，0／ 0，01 0．01 0．02

気 昔労が 多い 一〇．01 0、020 ．01O ．000 ．Ol　　 O．Q1 0．01

社交的 0、02 001 0、02

お しゃ べ り 0．01o ．02 一〇．01 0．01

自発的 0．010 ．02 一〇．01 0．02

陽気 0．01 一〇．Ol 一〇．010 ．01 一〇．01 一〇．01 一〇．01 O．03

目立 ちたが り 一
〇．01 0．03 一

〇．01 0、01　 　 0、010 、02

独創的 一〇．01 0．D1 0．Ol

冒険志向 0．01 0．01

進 歩的 一〇，Ol 0．Dl 一〇．01 一〇，0⊥　 　　 　　 　 0．0⊥ 0，02

臨機応変 0．Dl 〔〕．01

想像的 O．Ol 0．Ol 一〇．Ol 0．02

おだ やか な 一〇．01D ，Ol 0．01 0．01 一〇．01 〔〕、03

や さ しい 〔｝．01D ．Ol 0．01 一〇．01 一〇．01 一〇、01　 −0．〔｝1 0、04

利他的 0．01　　 0．010 ．01 0．02 0．03

協力 的 一〇、Ol 0．D3 0．01 0．02

共感 的 一D．01 一〇．Ol 一〇．010 ．040 ．01 0．02

慎重な 一〇、010 ．01 一〇．01　　 0．01 0、02

信 頼 で き る 一〇．010 、01D ．02 一〇．01 0．010 、01

勤 勉 な D、〔〕1 〔｝、01 一D．01　　 　　 　 − 0，D1

計 画 的 0，020 ．01 一〇，01　 　 0，010 ，02

几 帳 面 な 一〇．Ol 0．010 、02 o．Ol 0．02

表 3　 行列因子分析 ・最小二 乗法 ・最尤法の 解 どうしの 非類似度 〔差の 絶対値 の 平均）．

因子負荷量 独自分散

要 約統 計 量 　行列一LS　　 行列一ML 　　　 LS−ML

dA（A ，
ALS ）dA （A ，

AML ）dA 〔ALS ，AML ）

　 行列一LS　　　行列一ML 　　　 LS−ML

噸 Ψ
2

，
ΨEs）晦 （Ψ

2、Ψ急Ir．）d・ CΨ7．，，wi ，，）

平 均値

95パ ー
セ ン タイル

0，003　　　　　　　〔工，004　　　　　　　　0．〔〕06

0，009　　　　　　　0．012　　　　　　　　0．018

〔〕．〔〕〔〕7　　　　　　　　0．007　　　　　　　　　0．OO9

0，015　　　　　　　　0，016　　　　　　　　　0，022

を X の 行 とする．［4］X の 列を標準化 して ， 変数問の 相関行 列 S を求 める．以上の 国〜［4］

を繰 り返 して
， 計 1000 個の S を求め た．各 S に

， 最小二 乗法 ・最尤法 ・行列因子分析を

適用 した．

　各データに つ い て ，
二 つ の 方法 間の解の 非類似度 を ， 対応す る行列要素間の 差の 絶対

値 の 平均に よ っ て 定義 した ．すなわち ， 最尤法 と行列因子分析 の 間の 因子負荷量 ， 独 自分

散 の非類似 度 を ， そ れ ぞれ ， dA（A ，
AML ）＝ （pm ）

− lllA − AMLII“ お よび dv （Ψ
2

， 蝶 IL）＝

［1Ψ 2 − vilILHiiと した． こ こ で ， 1・ 11 は ll ノ ル ム を表す ．他 の 方 法 間の 解 の 非類似度

dA（A ，
ALS），　 dA（ALS ，

AML ），　 dΨ （Ψ
2

，
ΨZs）， 晦 （Ψ Zs， Ψ畏エL）も同様 に定義され る． こ こで，
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表 4　 独自分散の 大小関係の 頻度 偶 ）．

行列一LS 行列一ML LS−ML

物 〈 ψ｝s ψ、
〉 ψ

、

LS
ψ丿

く ψ
コ

ML
ψ、

〉 ψIILザ 〈 ψ11Lザ 〉 ψ登
IL

85，4　 　　 　 14．6 84．7 15．3 49．7　　 　 　　 50．3

回転の 不定性が あ る負荷行列の 非類似度に つ い て は，dA （・．・）の 後 ろの 行列に近づ くよ うに

前の 行列 に プ ロ クラ ス テ ス 回転を適用 した，計 1000 個の 非類似度 の 平均 と 95 パ ーセ ン タ

イル を表 3 の左 に示す．例 えば dA（A ，　AML ），　dv（Ψ
2

， 味 IL）の 95 パ ーセ ン タイル は ， 1000

個の データの うち 950個以上に つ い て ， 最尤法 と行 列因子分 析の 負荷行 列間の 要素の 平均

相違が O．012以下で
， 独 自分散 の 平均相違が 0．016 以下 と微小 で あ っ た こ とを 表す．さ ら

に
， 行列因子分析 と最尤法 ・最小二 乗法 との 相違は

， 最尤法 と最小二 乗法の 相違よ りも，む

しろ小 さ い こ とが窺 え る．以上 よ り，行列因子分析 と普及 す る 2 つ の 解法の 類似性が 確認

で きる．

　次 に ，解法間 の 独 自分散の 大小 関係 をみ るた め
， 計 1000 個 の データか ら得 られた 延 べ

17177 個 × 3 方法 の 独 自分散の 大小 を，解法問で比較 した結果を表 4 に示 す．例 えば，表

の ψ、
〈 樗

IL および 吻 〉 ψ》
IL

の欄 は，17177回 の比較機会 の うちの 84，7％で行列 因子分析

の 独自分散が 最尤法 の それ よ り小 さ く， 逆の 関係で あ っ た の は 15．3％の 機会 にす ぎなか っ

た こ とを示す．最小二 乗法 と行列因子分析 と の 大小比較 も同様の 結果 を示 し，行列因子分

析が よ り小 さ い 独自分散を示す傾向が 確認さ れ ると同時に， こ れ が 常に成 り立つ 性質で な

い こ とも明 らか に な っ た．なお ， 表 4 の右か ら， 最小 1乗法 と最 尤法の 独 自分散 に は 大小

関係が な い こ ともわか る．

6．　 高階数近似と しての 因子分析

　因子分析 と同様 に
， n 個体 × p 変数の データ行列 X を対象に して ，　p 変数の 変動を少数の

成分 に縮約す るこ とを目的 とす る方法 に，Pearson（1901），　 Hotelling（1933）が 導入 した主

成分分析が ある （Okamoto （1969），
　Jolliffe（2002）），因子分析 と主成 分分析の 関係は，種々

の 側面か ら議論 され て きたが （例 えば ， Sato （1987），
　Belltler　and 　Kano （1990），Ogasawara

（2000））， 両者の 類似 と相違を明 瞭に す る の は
， 種々 の 定式化の 中で も，主成分分析 を ，

fpc（F ，
A ）＝ IX− FA

，

112 （6．1）

を最小にする n × m の主成分得点 F ， お よび ， p × m の 負荷行列 A を求め るこ と と定式化

す る ア ブn 一チで あ る （Eckart　and 　Young （1936）， 足立 ・村上 （2011），
Takane （2014））．こ

こ で ， m ≦ min （n ，p）で あ る．（6．1）よ り，主成分分析は，データ行列 X を階数が m の 行

列 FA ノ
で 近似す る低階数近似問題 と見なせ る．行列因子 分析の 目的関数 （3．5）と主成分分
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析の （6．1）を見比べ る と明らか で あ るが ，主成分分析の 目的関数に U Ψ を加 えて 拡張 した

ものが，因子分析で あ る と捉 え られ る．言 い 方 を変 えれば，X に FA ’

をフ ィ ッ トさせ る ，

つ ま り， 変数 の 変動を共通 因子 ・成分で説 明 しよ うとす る点 まで は
， 因子分析 と主成分分

析は同様で あるが ，前者を後者か ら区別するの は ，独 自因子の 項 U Ψ の存在で あ る． こ の

視点か らする と ， 因子分析を主成分分析か ら峻別する特徴 は ， 共通因子 よ りも， む しろ独

自因子の 存在で ある と言えよう．

　さ らに
， 低 階数近似 と して の 主成分分析 とは対照的に

， 因子分析を等階数近似 ， さらに

は，高階数近似 とも見なせ る こ とを，以下 に論じ る．

　まず ， 因子分析が データ行列 X の 等階数近似 と見なせ る こ とは
， （3．5）が X に ZA ’

を

フィ ッ トさせ て い る こ とか らわか る，すなわ ち，X と A ’

が 列フル ラ ン クで あれば，　 X の

階数は p で あ り，（3．4）よ りZ の 階数は p ＋ m ＞ p で ある こ とか ら， ZA
’

の 階数は X と等

し くp で あ る，等階数 の 行列 どうしの フ ィ ッ テ ィ ン グで あるの に
， （3．5）が 0 に な らない の

は ， A ＝ ［A ，
Ψ］の ブロ ッ クの Ψ が対 角行列 ， すなわち ，

Ψ の 非対角要素が 0 に制約 され

て い る こ とに よる．

　次 に ， 因子分析を高階数近似 と称す る こ とが で き る理 由は ， （3．5）が

IX− ZA ／ll2＝ llZ− XAI2 十 c＃ （6．2）

と書 き換 え られ る こ とに ある． こ こ で ， c＃ ＝ llX　2
＋ nHAIi2 　− IXA ［

2 −− n （p ＋ m ）は
，
　 Z

に無関係な項を表す．すなわ ち，所与の A に対 し て ，階数が p の 行列 XA を， よ り高階

数 m ＋ p の 行列 Z で 近似する問題 と して 因子分析を とらえる こ とが で きる．

　著者 の 知 る限 り， 因子分析を高階数近似 と称 した過去の 論文は見 出せ ない が
，

こ の 呼称は

新奇なもの で は ない ，変量モ デル で も
， 共通因子 と独 自因子の 高次元性が 因子の 不確定性

を導 くこ とは，古 くか ら知 られて い る （丘本 （1986）， 柳井他 （1990））。例 えば，McDonald

（1979）は ， z ＝ ［f，
Ψ u ］，　 H ＝ ［A ，

　Ip］とす る と （2．1）は x ＝ Hz と書 き替 え られ ，　 H が

p × （m ＋ p）で ある こ とか ら方程式 x ＝ Hz を満たす z の解 は
一

意で な い こ とを示 して い

る．ただ し， （6．2）の ように ， 因子 を求 める ための 目的関数 の形 で ， 因子分析を高階数近似

と して 見なせ る こ とを示すの は
， 独自因子 もパ ラ メ ータ と見なす行列因子分析に 特有の も

の で ある．

　共通 ・独 自因子 は不確 定 ，
つ ま り， 因子 の解 は無数 に あ るが ， それ ら無 数の 解 どうしが

一
定の 関係を持 つ こ とをみ るた め に

， 行 列因子分析の 解 （4．4）を思 い 出 そ う．それの 右辺

の
一意 に定 まる第 1 項 は，（4．5）を用 い て ，

Zl ＝
＞
tTnKiLl ＝ XALi ◎

− iLl
（6，3）
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の よ うに X の 関数 となる．Adachi （2012）は，（6．3）と共通 ・独自因子の 解 （4，5）の 問に，

1Z− Z エ 12＝ ［v
／万K 五

’ 一謳 1（1Li 　l2＝ η（trL
／L − tr五iLl）＝ nm （6．4）

が成 り立 つ こ とを示 して い る．行列 Z および Zl の 列 を縦 に積ん だベ ク トル を，それ ぞれ，

Vec （Z ），　 Vec （Zl）と表す と，（6．4）は，解に対応す る Vec （Z ）が ，　 X の 関数 として
一意 に定

まる Vec（Zl）を中心 に，半径 ＠m ）
1〆2 の 円を描 くこ とを表す．以上 の行列 因子分析の性質

に 類似 した 事実が
， 変量モ デ ル で は

，
Mulaik （1976）の 円錐の 名で 知られ る （丘本 〔1986），

柳井他 （1990））．すなわち ，

E （s）＝ OmT　E （ss
ノ

）＝ 1・nl − AtΣ
一τA

，　E （xs
ノ

）＝ pO ，i、 （6．5）

を満たす任意の確 率変数 ベ ク トル s を用 い て定義 され る f ＝ A
’

Σ
一lx

＋ s，　 u ＝ Ψ
一1

Σ
一1x

＋

Ψ
一IAs

は，変量 モ デル （2，1），（2．2）を満た す こ とが 知 られ，共通因子ベ ク トル fが ，　 f］ ＝

A ’

Σ
一lX

に S を加 えた円周 を構成す る． こ の変 量モ デル の 円 と， 上述 の 行 列モ デ ル の 円の

違い は
， 前者が共通因子 だ けに 関わ り， 円周 と中心 と の 隔た りs が確率的に 変動す る の に

対 して，後者は ，共通因子 ・独 自因子の 両者か らな る行列 の 性質 を述 ぺ ，円の 半径は定数

nm
正／2 で あ る点 で あ る．

7．　 スパース因子分析

　行列因子分析が ， 現行の定 式化 で は 見出 しに くい 因子分析 の 発展 の 方 向を示す例 として ，

負荷行列が ス パ ース で あ る と制約す る因子分析の 研究開発が あ る，こ こ で ，ス パ ー
ス な行

列 とは ， そ の要素の 多 くが 0 で あるが ， どの要素が 0で あ るか は特定 され な い 行列 を指す．

こ うした研究の 背景 に は
， Jolliffe　et　al．（2003）に よる最初の 提案か ら現在まで

，
ス パ ース

なウ ェ イ ト行列を求め るた め に，主成分分析を修正 した多 くの手法 が提案 されて きた動向

が あ る （五 enda 且lov（2014））． こ こ で
，
ウェ イ ト行列 とは

， 変数 を重み づ け る行列 ， す なわ

ち，（6．1）にお ける主成分得点 F は F 二 XW と表せ るが ，　 W を指す．上記の修正手法は

スパー
ス主成分 分析 と総称 され るが ， それ らの 多 くは

， 非零の 重み を罰則 するペ ナル ティ

関数 を従来の 主成分分析の 定式化に組み込 む もの で あ り，代表的な ペ ナ ル テ ィ 関数の
一

つ

に ，ウ ェ イ ト行列 W の llノ ル ム があ る （Zou　 et　at．（2006））．ウ ェ イ ト行列 の 要素の 多 く

が 0 に なれ ば ， 非零要素 に 着 目す るだ けの 容易 な解釈が 可能 にな り，こ うした 解は因子分

析の 負荷行列に も望 まれ る，従 っ て ，Yoshida　and 　Wcst （2010）や Hirose　and 　Yamamoto

（2014a ，　b）の 方法を先駆 として ， ス パ ー
ス な負荷 行列 を求 め るた め の スパ ース 因子分析の

開発が，近年に な っ て ト レ ン ドに な りつ つ あ る．

　上記の Hirose　and 　Yamamo 七〇 （2014a，　b）の 方法は，変量モ デル に基 づ く尤度 に ペ ナル

テ ィ 関数を組み込 むア プ ロ
ーチで あ り，Yoshida｛and 　West （2010）の 方法は

，
ベ イ ズ法に基
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づ き，事前分布が ペ ナ ル テ ィ関数の役割を果たす．こ れ らの ス パ ース 因子分析に対 して ， 行

列モ デル に基づ き，ペ ナル テ ィ関数 を使わな い ア プ ロ
ーチ をAdachi　and 　Trendafilov （2014）

が提案 して い る． この方法 は，負荷行列 の ZOノ ル ム IAI］iO つ ま り非零の 負荷量の 数 を

lA隔 ＝ K 　　（所与 の 整数 ） （7．1）

とす る制約条件 を行列因子分析に加え るだ けで定式化され，目的関数 （3．5）の 平方和の分割

f＝ 1X− FB ’ − U Ψ 一
（FA

ノ ーFBi ）12； X − FB
’
　一　U Ψ

2
十 π I　A − BH2 　 （7．2）

を利用 す る こ とが要点 に な る． こ こ で ， B − n
− 1X ’F は p（変数 ）× m （共通因子）の 共分散

行列で あ り，条件 （3．4
’

）を分割 の導出に利用 して い る．（72）の 右辺で A と関わ るの は単

純な関数 g（A ）＝ IA− Bl2 だ けで あるた め
， EU ，

Ψ を
一

定 と して （7．2）を最小に する

A を求 め る問題 は，g（A ）の 最小化 に帰着す る．た だ し，　 A は （7．1）の よ うに制約 され る．

こ の 制約つ き最小化が 容易で ある こ とは，A ＝ （Ao
・
k），　 B ＝ （娠 ）とお けば ，　 g（A ）が

　　 9（A ）一Σ（福
一bゴ・）

2 一 Σ 喚 ＋ Σ 賑
一b謡 ≧ Σ 廓 　 （7・3）

　 　 　 　 　 　 フ，海　　　　　　　　　 （j
’
，k）∈N 　　　　〔i，iC）∈N ⊥

　　　　　　　　　（3、k）∈N

の 不等式 を満たす こ とか らわか る． こ こ で ，N は 裾 ＝ 0 に対応す る要素番号 （ゴ， 初の 集合 ，

N ⊥
は λjiC≠ 0 に対応す る （i　k）の 集合 を表す．（7．3）よ り， b凱（ゴー 1

，
．．．

，p；k ＝ 1
，
＿

，
M ）

を降順に並 べ て，上位 K 個の 喚 と要素番号が 同じ λ弛 を λ飴
＝ b卿 他の λjk を 0 とす

れ ば ， g（A ）が下限 ΣN 嗾 を達成 して ， か っ
， 下限が最小化 され る こ とが わか る． こ の 方

法 に よ る A の 更新 ， お よび ，
4．2節 に 記 した Ψ の 更新の 交互反復に よ っ て ，ス パ ー

ス 行列

因 子分析の A と Ψ の 最適解が得 られ る． また，4．2 節の アル ゴ リズム と同様に，X がな く

と も S さ えあれ ば十分で ， 反復中の F ， U の更新は 不要で あ る （Adachi　and 　［frendafilov

（2014））．

　前段の ス パ ース 因子分析は
， 行列因子分析の 目的関数 （3．5）が ， （72 ）の よ うに ， A の 単純

な関数 g（A ）− llA− BII2と A に無 関係 な項 に分割 で きる こ とが基礎 となっ て い る．こ うし

た分割 を現行 の 最小二 乗法や最尤法 の 目的関数 （2，5），（2，6）か ら導 くこ とは難 しく，Adachi

and 　Trendafilov （2014）の ス パ ース 因子分析 は，行列因子 分析の 波及的効用 を示す例 とい

え る．

8． 結論

　本論文で は
， 列中心化 された η 個体 × p 変数の データ行 列 X に対 して

，
minz

，
A 　［IX　−

ZA ’1LllX − （FA
’

＋ U Ψ ）ト
2

と定式化され る行列因子分析 を論 じた． こ こ で
，
　 Z ＝ ［F ，U ユ

は共通 因子行 列 F と独 自因子行列 U をブ ロ ッ ク とす る n 個体 × （p ＋ m ）因子の 行列 ，

A ； ［A ，Ψ1は 負荷行列 A と独 自分散の平方根 を含む対角行列 Ψ か らな る p 変数 × 伽 ＋ p）
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因子の行列で あ り，Z は列中心化 されて ，　 n
− IZ ’Z − Im

＋ p を満たす と制約され る．上記の

目的関数 IX− ZAtl12は ，
モ デル 部 をデータ行列 X に フ ィ ッ トさせ る形 を とるが ， 第 4 節

に記 した ように，変数 x 変数 の標本共分散行列 さえ与 え られれば
， 最適化で きる．その 過

程で，変数 ×（共通 ・独 自）因子の 共分散行列 C ； n
− IX ’z が重要な役割 を果たす．す なわ

ち，行列因子分析の ア ル ゴ リズム は， C − AH2 の A に 関す る最小化 と，　 trA ℃ の C に

関す る制約 つ き最 大化 の 交互 反復 に帰着す る．

　第 5節の 数値例で は
， 行列因子分析は

， 現在普及す る最小二 乗法 ・最尤法 に 比 べ て
， 小

さい 独 自分散 を示 す傾向が あるもの の
，

ほ ぼ同等の 解を与 え るこ とが 示 された ． こ の 結果

は，行列 因子分析が ，因子分 析の 定式化の フ ァ ミ リーに含め られ るこ とを，経験的に確証

させ る．さ らに，行列因子分析 は，第 6 節で 論じた よ うに ，新 たな理論的視座 を提供 す る．

その
一

つ は，低 階数近似 と して の 主成分分析の 目的関数 lX− FAtl12 に独 自因 ∫に関す る

項 U Ψ を加えた IX− （FA
’

＋ U Ψ ）12が 目的関数 に な る点で，因子分析 と主成分分析の 相

違 は，独 自因子の 有無 に集約 され る と い う視座で ある． また，因了分析が ，低階数近似 と

は逆 に高階数近似問題で あ る とい う視点も与え る．すなわ ち ， A が 所 与の とき ， 行列因子

分析が minz 　IIZ− XA ’

［
2
＋ （Z に 無関係な項）と表せ

， データ行列の 線形関数で あ る階数 p

の XA を，階数 p ＋ m の行列 Z で近似する問題 と捉え られ る．さ らに，（6，4）の よ うに X

の 関数 として 定義され る Zl と z の解は ，
　 Iz− z ，

2 ＝ rl・7Tl，の よ うに 一定 の距 離を保 ち ， 因

子 の 不確定性 に関す る新た な表現 を与 え る。

　行 列因子分 析を発展 させ た 方法 と して ，第 7節 に，ペ ナル テ ィ関数を使わ ない ス パ ー
ス

因子分析法を紹介 した が ，そ の 他に も，行列因子分析を 出発点 と した 因子 分析の 新展開が

期待 で きる．

謝辞

本稿 は，2014 年 3 月に第 8 回日本統計学会春季集 会 （同志社大学）に おい て ， 著者が企 画

したセ ッ シ ョ ン 「行列分解 に よる多変量データ解析」 の 中の 演題の
一

つ と して，著者が 行 っ

た 講演に加筆 した もの で ある．セ ッ シ ョ ン企画をお勧め い ただい た集会の プ ロ グラ ム 委員

長の宿久洋先生，編集委員長の谷崎久志先生，講演後に質問 ・コ メ ン トをい ただい た先生 ，

匿名の 査読者の先生 に感謝申 し上 げます，そ して ， 多変量 データ解析法 へ の行 列集 約 ア ブ

n 一チ に著者が興 味を抱 く契機 を ， 著書を通 して 与 えて い た だ い た （故）柳井晴夫先生 に謝

意 を表 します，

　　　 　　　　　　 　　　　　　　 参　考　文　献

足 立浩 平 （2006）．
『多変 量 データ解析法一心理 ・教育 ・社会系 の た め の 入門一

』 ナカ ニ シ ヤ 出版、

Adachi．　K ．（2012 ）．　Some 　contributions 　to　data−fitting　factor　analysis　with 　empirical 　eoエnparisons 　to　covariance −

　 fitting　factor　analysis ，」．　Jpn．　Sec．　Oomp ・Statzst・，25，25−38

N 工工
一Electronlc 　 Llbrary 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistical 　Society

因 子分析 へ の 行 列 集約 ア プ ロ
ーチ 381

Adachi，　K ．（2013）．　Facter　analysis 　with 　EM 　algorithm 　never 　gives　improper　solutions 　when 　sample 　covariance

　 and 　initial　parameter 　Inat ，riaes 　are 　proper，　Psychometrika，78，38〔レ 394．

足 立浩平，村上　隆 （2011）．
『
非計量 多変量 解析法 ．主成 分分析か ら多重 対 応 分析 ヘ ー

』 朝 倉書店，

Adachil　K ．　and 　Trendafilov
，
　N ．　T ．（2014）．　Sparse　orthogona 旦factor　analysis，　Advαnces　irt　Latent　Vartablesr

　 IVethods
，
　Models　and 　APPIications

，
　pp．227−239，　Springer．

Anderson，　T ．　W ．　and 　Rubin ，　H 、〔1956）．　Statistical　inference　ill　factor　analysis
，　Proc．　Third　Berketey　Symp ．

　Math ．　Statist．　Prob．
，
　voL 　5

， （ed ．　J．　Neyman）｝ pp．111
・．150，　University　of 　Caユifornia　Press，　Berkeley，　CA ．

Bentler，　P，　M ．　 and 　Kano ，　Y ．（1990）．　On 　the 　equivalence 　of 　factors　and 　componen 七s，　Multivariate　Behav．　Res．，

　 25 ，67−．74．

Browne
，
　M ．（20D1）．　An 　overview 　of 　analytic 　rotatioIl 　iII　exploratory 　factor　a皿 alysis 」Multivaniate　Behav．　Rcs．，

　 36
，
111−150．

dc　Lccuw ，　J，（2004）．　Least　squares 　optimal 　scalil よg　of　paエ
・tiaユly   bserved　linear　systems

，
　Recent　Developments

　 of 　Structural　Equation　Models’ TheorSt　and 　Applica亡ions， （eds，　K ，　van 　Mont 丘）rt ，　J，　Oud　and 　A ．　Satorra），

　pp，121
−134

，
　Kluwer　Academic　Publishers，　Dordrecht．

Ee！cart
，
　C ．　a皿 d　Young

，
　G ，（1936），The 　approxima ・tion　of 　one   atrix 　by　another 　of 　lower　rank ，　Psychom ，etrikrz，

　 1
，
211 −218 ，

Harmal1
，
　H ，　H ．（1976）．　Modern 　Factor　Analysis

，
3rd　ed．

，
　Chicagol　The 　University　of　Chicago　Press．

Harman ，　H ．　H ．　and 　Jones，　W ．　H ．（1966 ｝．　Factor 　analysis 　by　minimizing 　residuals （Minres），
　PsV，　chomerika ，

31
，

　 351369 ．

Hirose，　K ，　alLd 　Yamairioto
，
　M ．〔2014a）．Sparse　estimation 　via 　noIlconcave 　penallzed　likelihood　in　factor　analysis

　model ，　Statist．　Oomput．7　http；／！dx．doi．org ！l〔〕，1007／s11222 −014−9475−z （to　appear ）．

Hirose
，
　K ．　 and 　YamarnetQI　M （2014．b）．　 Estimation　 of 　an 　 oblique 　 strllcture 　 via 　penaユized　likelihood　factor

　 ana ユysis，　Comput．　Stat’ist．　Data　Anal．
，
79

，
120−132．

Hote1上ing
，
　H ．（1933）．　Analysis　Qf 　a 　complex 　of　statistical 　variables 　into　p跏 cipal 　components ，　J．　Educ ．　P ．gych ．ol．，

　 26 ，417−4411498 −520 ．

市 川 雅 教 （2010）．
『因 予分 析 』 朝倉書店．

Jolliffe，1，　T ，（2002），　Principat　Component 　Analysis
，
2nd　ed ．

，
Springer

，
　New 　York，

JolLiffe
，
1．　T ．

，
　Ttendafilov

，
　N ．　T ．　and 　Uddin

，
　M ，（2003）．　A　modified 　prlncipaユcomponent 　technique 　based　on

　 the　LASSO
，
　J．　eomput ，　 araph．　Stαtist．

，
12

，
531−547．

狩野　裕 ， 三浦麻子 （2002），『AMos ，　EQs ，　LlsREL に よる グラ フィ カル 多変量解析 （増補版）一目で 見 る共分散

　構 造 分 析一
』 現代数学 社．

柏木繁男 （1997）．
「性格 の 評価 と表現一特 1生 5 因子論か らの ア プ ロ ーチー

』 有斐閣．

Lawly，　D ．　N ．　 and 　Maxwell ，　A ，　E ，（1971 ）．　Factor　Analysis　as 　a　Statistical　Method
，
2nd　ed ．

，
　Londeon

，
　Blltter−

　 “ ror 七hs，

McDollald，　R．　P．（1979）．　The　simultaneous 　estimation 　Df　facter　loadings　and 　scores，β嘛 ．」．1Vaath．　Statis．

　Ps ！ノchol ．，32，212　228，

Mulaikl　S．　A ，（1976 ）．　Comments　on
“The 　measurement 　of　factor童aユindeterminacy  Ps クchometrika ，

41
，
249−

　 262、

Mulaik
，
　S．　A ．（2010）．　Foundations　of 　Factor／Analysis

，
2nd　ed ．

，
　CRC 　Pres5

，
　Boca 　Raton ．

Ogasawara，　H ，（2000）．　SOme　relatiOnShipS 　betWeen　faCtorS　and 　COmpOnentST 　PSyChOmetrtka，65，　i67−185，

Okamoto
，
　K ．（1969）．Optimality　of 　principal　components ，

　Mttltivariatε 月ηω解 お
，
　vol ．　II

， （ed ．　P．　R ．　Krishinaiah），

　 pp ．673．687，　Academic 　Pressl　New 　York．

丘本　正 （1986）．『因子分析の 基礎 』 日科技連．

奥井　亮 （2Dl4）．
「因子 モ デル に 関す る近 年の 計 量経済 学 研究の 進展」

『日本統計学会誌』 43，247−−273．

Pcarson
，
　K ．（1901）．　On 　Iines　amd 　planes 　of 　closest 丘t　to　systems 　of 　points 　in　space

，
　Phil．　Mag ．

，
2

，
559−572．

Rao
，
　G ，　R ．（1955），　Estimation　and 　tests　of　significance 　in　factor　analysis

，
　PsychoTrtetrika

，
20

，
93−111．

Rubin，　D ．　B ．　and 　Thayer，　D 、　T 、（1982 ）．　EM 　algorithms 　f（〕r　ML 　faCtor　analy ．gis ，　Psychometrika，47 ，69−76．

SAS 　Institute　Inc．（2009）．5A 卵 Z47   9．2　Users　Guide
，
　version

，
2nd　ed ，

，
　Cary　NC

，
　SAS 　IIistitute　Iエlc．

N 工工
一Electronic 　 Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistical 　Society

382 日 本統計学会誌 第44巻 第2号 2015

Sato，　M ．（1987 ）．　A　study 　of 　an 　identification　problem　and 凱 lb5titute 　use 　of 　priI）．cipal 　cornponent 　analysis 　in

　　fεしctor　analysis ，　Horosh・i’rno，．4／a，th．eni，a．tlcαl　Journ．al ，
39

，
479−527．

芝　祐順 （1979）．
『
因了分析法』 （第 2 版）， 東京大学出版会．

繁桝算男 〔1998 ）．『心理測定法』 日本．放送出版協会，

So6an，　G 、（2003）．　The　Incremental　Va．hl．e θ∫M 乞擁 π 1、冠η 1』 α．rLk ．Hacto．r・Ana．1．ysis，
PhD ．Thesis

，
　University　of　Grollin−

　　gen，
　Groningen．

Spearman，　C．〔1904）．
［General　int、ellige エ1ce

’

object ，ively　detcr1．nined 　al〕．d　measured 、．4mer．　J．　Psychol．，15，201−

　　293，

SPSS 　Inc・（1997）．　SPSS 　7．5Stat・istical　Atgorith．m
，
　SPSS 　IIIc．，　Chi〔：ago ．

Ta  ne ，　Y．〔2014）．　Const／ra，71ned　P．厂漁 oゆαオCornponent　AnatV．　s．is　and 　Rctated　Teeh．n．．iques，CR．C　Press，　Boca 　Rat．oll，

ten　Berge，　J．　M ．　F ．（1983）．　A　generalizatioll　of 　KristQf　s　theQrem 　ull　the　trace　of　certain 　matrix 　products ，

　　P5クcんθγ几ε々話rα，48 ，519 −523 ．

Thurstolle，　L．　L．（1935）．　The レ乙cオor50 ∫」V 舳 d，　IJniversity‘〕f　Chioago　Pr・ess ，
　Chk ：a．go．

豊 田秀樹 〔2012），「因子分．析入門　R．で 学 ぶ 最新デ
ー

タ解析一
』 東京図書．

Trenda．filov，　N ．
．
T ，〔201．

・．1）．　From 　simple 　structure 　to　sparse 　component ，s：、．、　review
，
　Corn，pu．t．、9tatist．， 29 ，

43
．
1−454．

Unke1，　S．　 and 　Trenda丘lov，　N ．　T ．（201｛〕a ）．　Sim ／lltane ｛〕us 　pa，ra ．mcter 　cstilna ．tion　in　 explora ．tory　fa．ctor 　anal ．ysis：

　　An 　expository 　rcvicw ，　Jnt．　Statzlst．．Re’v．，78，363382 ，

Unkel，　S、　a皿 d　bendafilov，　N ．　T ．（2010b）．　A　mujorization 　algorithm 　for　simultaneous 　paramet・er　estimation 　in

　　robust 　exploratory 　fact．or 　analysis ，　Comp・i．‘t．　Sta．．齬、号オ．1）ata，　A　nal ．，54，33！18−3358．

Yanai ，　H ．　and 　lchikawa
，
　M ，（2007）．Factor　allalysis ，

∬a，rl，〔茄 （）ok 〔’f、蛎 砿 ゴ5 オ｛c5 ・vot ．26 ： Psychornetrics
， （eds ．　C 　R ．

　　Ra．o　and 　S．　SilLha．ray ），
　pp．2．57−296，

　Elsevier
，
　Amst ．erdam ．

柳井晴夫，繁桝算男，前川眞
一，市川雅教 （1990）．『因子分析　その 理論 と方法．一．．一

』 朝
．
倉書店，

Yoshida，　R ．　aI上d　Wl ｝st
，
　M ．（2D10）．　Bayesii，　n　learning　in　sparse 　graphical　factor　models 　via 　valiational 　mea −

−field

　　annealing
，
」．　Mach ．　Learn．　Res．，11 ，1771−1798 ．

Zou ，　D ．　M ．，且 astie ，　T ．　a 皿 d　Tibshira ．ni ，　R ．（2006 ）．　Sparse　principal　component 　a．na ユysis，」．　CJo・mput ．（；ra，ph．

　　Statist．，15 ，265 −286．

N 工工
一Electronic 　 Library 　


