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非負値行列因子分解 とそ の 音響信号処理 へ の 応用

亀 岡　弘和 ＊ †

Non −negative 　Matrix　Factorization　and 　lts　Variants

　 with 　Applications　to　Audio 　Signal　Processing

Hirokazu 　Kameoka ＊ †

　実世界 に は パ ワ
ー

ス ペ ク トル ，画素値，頻度な ど，非負値で 表 され る データが多 い ．こ の よ う

に 非負値で 表 され た デ
ー

タを有意な加法的な構成成分に 分解す る こ とを目的 とした多変量解析手

法を 非負値行列因 子分解 （Non−negative 　Matrix　Factorization；NNIF）とい い ，近年音響信号処理

分 野 をは じめ様 々 な 分野 で 注 目を集 めて い る．本 稿 で は，NMF の 基 本 性 質，ア ル ゴ リズ ム の 導

出方法，生 成モ デル として の 解釈，音響信号処理 へ の 応用 とそ の た め の 拡張モ デ ル に つ い て 解説

す る．

　In　this　paper，
　I　wnl 　givG　a　bricf　introduction　to　a　data　anaLysis 　tcchniquo 　caned 　non −negative

matrix 　f乱ctorization （NMF ），which 　has　at 廿 acted 　a　lot　of　attention 　in　the　field　of　audio 　signa ユ

processing　in　recent 　years．　I　will 　mention 　some 　basic　properties　of　NMF ，　effects 　induced　by　the

non −negative 　 constraintsl 　how　to　derive　an 　iterative　algorithm 　for　NMF ，　and 　some 　attcmpts

that　have　been　made 　to　app ！y　NMF 　to　audio 　processing 　problems ．

キ
ー

ワ
ード： 行 列分 解，非 負制 約，ス パ ー

ス 性，補 助 関 数 法，音響 信 号 処 理

1．　 は じめ に

　実世界 に は，パ ワ
ー

ス ペ ク トル ，画素値，頻度など，非負値で 表され るデ
ー

タが 多い ．主

成分分析や独立成分分析な どの 多変量解析で は，所与 の データを複数の加法的な成分に分解

す る こ とを 目的 とす るが ，
こ れ と同様 に 上述の ような非負値 の データか ら構成成分 を抽 出

す る こ とが役立 つ 場面が 多い ．例 えば，複数の 音源の 音響信号が 混在す る多重 音の パ ワ
ー

ス ペ ク トル か ら個 々 の 音源 の パ ワ
ース ペ ク トル を うま く取 り出す こ とがで きれば ， 雑 音除

去や音源分離な ど に役立 て る こ とが で き る し
， 顔画像データを 目や鼻な どの 顔の パ ー

ツ に

該当す る画像データに うま く分解す る こ とが で きれ ば，顔認証や顔画像合成などに役立て

る こ とが で きる．また ， 文書データ （文書に 出現す る各単語の 個数の データ）か ら 「政治 」
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東京大 学大 学 院情報理 工 学 系研 究科．
† 日本電信電話株式会社 NTT コ ミ ュ ニ ケーシ ョ ン 科学 基 礎 研 究所 ．

N 工工
一Electronlc 　 Llbrary 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statlstlcal 　Soclety

384 日 本 統 計学 会 誌 　　第44巻 第2号 2〔）15

や 「
ス ポー

ツ 」 や 「経済 」 と い っ た 潜在的な トピ ッ クに 該当す るような単語 ヒ ス トグラム

の構成成分 を うま く取 り出す こ とが で きれ ば，各文書に対 し 自動イ ン デキ シ ン グを行 うこ

とが可能 とな り， 文書検索 に大 い に役立て る こ とが で き る．同様に ， 購買 ロ グか ら消費者

の 潜在的な購買欲 求に該当す る購買 パ ター
ン を取 り出す こ とがで きれば推薦 シ ス テ ム に役

立て るこ とが で きる．以上 の ように
， 非負値 の データを加法 的な構成成分 に分解 す る こ と

を目的と した多変量解析千法を非負値行列因子分解 （Non −negative 　Matrix　Factorization；

NMF ）（Lee　and 　Seung （2000））とい う．本稿で は，　 NMF の 定式化，基本的 な性質， アル

ゴ リズ ム の 導 出方法 ， 音響信号処理 の 問題 に 焦点を 当て た改良 ・拡張の ア イデ ィ ア に つ い

て 解説す る．

2． NMF とは

　以後，デー
タ を ベ ク トル で 表記す るこ と とす る．例 えば

， 画像データで あれ ば各 ピ クセ

ル の 画素値が ベ ク トル 要素 と な り，
パ ワ

ー
ス ペ ク トル で あれ ば各周波数に お け るパ ワ

ー
値

が ベ ク トル要素 とな る．今，N 個の 非負値データ ベ ク トル Yl ，
．．．

，YN ∈ R ≧o，K が与え られ

た と しよ う．これ らを観測ベ ク トル と呼ぶ ．ただ し， R ≧〔広 は K 次元 の非負値 ベ ク トル 全

体 の集合 を表す．NMF で は，各観測ベ ク トル を M 佃の 基底ベ ク トル の 重みつ き和に よ っ

て表 された もの と見 な し， すべ て の観測ベ ク トル を最 も良 く説明す る ような M 個の基底ベ

ク トル お よび重み 係数を推定す る こ とが 目的で あ る．よ っ て
，
NMF で は 加法性 が成 り立 つ

量の み が対象 となる．画素値やパ ワ
ー

ス ペ ク トル は い ずれ も厳密に は加法性が 成 り立 つ 量

で は ない が ， NMF を適用 す る場面で は近似 的 に加 法性が 成 り立 つ と仮定 さ れて い る とい

うこ とに注意が 必要で ある．パ ワ ース ペ ク トル の 非加法性に つ い て は第 7 節で 詳 し く述べ

る．以上の 加法性 に関す る仮定の他に，基底ベ ク トル と重み係数が い ずれ も非負値で ある

とい う仮定が置か れ る点も NMF に お ける重要な ポイ ン トで あ る．すなわち ，
　 NMF は

， 観

測 ベ ク トル Yn を基底ベ ク トル h1
，
．．．

，
hM ∈ R ≧O，K の 非負結合 （結合係数 U1 ，．、， ，

．，．
，　
UM ，n

が非負値の 線形結合）

　 　 　 M

〃．　・・　Zh 肌
Um ．n （η ：＝ 1

，
．．．

，
1＞）

　 　 鵬
＝1

〔2．1）

で 近似 す る問題 と見 なせ る． こ こ で ， 観測 ベ ク トル を並 べ た行 列 を y ＝ ［Y1 ，
＿

iYN ］＝

（肱 のKxN ， 基底ベ ク トル を並べ た行列を H ＝ ［hl，．．．，h ”f］＝ （幅．，n ）K 。 M ，結合係tw　Um ，n

を m 行 n 列の 要素 と した 行列を U ＝（Um ．n ）M × N とす ると，式 （2．1）は y 　fy　HU を意味

する． この よ うに NMF は ，観測ベ ク トル を並べ た行列 を二 っ の非負値行 列の 積 に分 解す

る問題 と捉える こ とが で きる． これが ， 非負値行 列因子分解 と呼ばれ る所以で ある．NMF

N 工工
一Electronlc 　 Llbrary 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statlstlcal 　Soclety

診

綣
謬
靉
臨

NMF とそ の 音響信 号 処 理 へ の 応用 385

電繍 鐙

図 l　 NMF に よる ス ペ ク トロ グラム の分解．

の イメ
ージ を掴ん で もらうた め に

，

⊥）ス ペ ク トロ グラ ム を行列 と見な して NMF を適用 した

例を 図 1 に示す．

3． NMF の基本性質

　NMF で は通常 ， 基底tw　M は観測ベ ク トル の 次元 K やデ
ー

タの個数 N よ り小さ く設定さ

れ る．例 えば M ＝ K の 場合 ，
H ＝ 1 （1 は単位行列）で あるよ うな分解表現 y ＝ HU を

得 るこ とが で き るが
， 明らか に こ の 分解は意味をな さな い ． また，M ＝N の 場合 ，σ ＝ J

で あ る よ うな分解表現 y ＝ H σ を得 る こ とがで きるが， こ の 分解 か らも意 味 を見 出せ な

い ．M 〈 min （K ，
　N ）の とき，

　 NMF は観測行列 y を低 い ラ ン クの 行列で 近似 し よ うと し

て い る こ とに相当し，その場合 に 求 まる基 底行列 と係数行列が重要 な意 味 をもつ ．幾何学

的 に は ， 主成分分析 （特 異値分解）で は観測 データが属す る部分空間を見 つ けよ うとして

い る の に 対 し，
NMF で は観測データに良 くフ ／ ッ トする よ うな凸錐 （図 2 参照）を 見つ け

よ うと して い ると解釈で きる．基底数 M は観測データが属す る凸錐の次元 に対応 し，本来

は未知で あるため ， 観測デ
ータか ら適切な基底数を決定する問題は NMF に お い て 重要課

題の
一

つ で あ る．NMF にお ける基底数の 推定方法 つ い て は第 8節 で 紹介す る．

　NMF で は 非負制約 の副次 的効果 に よ り係数行列 の要素が ス パ ース （疎）に なる傾 向が あ

る．こ の こ とは直感的に は以下の よ うに説明で き る ．まず ，
1）（・卜）を ベ ク トル 間の 距離 （な

1｝ 各時 刻周辺 に お ける信号 の ス ペ ク トル を時間順 に 並 べ て 表小 した もの をス ペ ク トロ グラム と呼ぶ ，
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図 2　 NMF の 幾側学的イ メ
ージ．

い し擬距離）と して
， 非負制約が な い場合の a 　・＝ 　argmin ／）（ylHu ）の ような最適化問題を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 u

考え よう． この と き Ha は ，　 hl
，
．．．

，
h ”f が 張る平面上 で y か ら最 も近 い 点 とな る、例 え

ば の をベ ク トル 問の 差 の ノ ル ム とすれ ば，こ の 点は y か ら当該平面に下ろ した 垂線の 足 に

対応す る． こ こ で ， 非負制約 下で の こ の最適化問題の 解 を ft とす る と，無制約下で の 最適

解 itが た また ま非負制約 を満た して い る場合 を除い て ，
　 Hti は図 2 で 示 した凸錐の 中で a

に最 も近 い 点 ， すなわ ち必ず凸錐の 境界上 の 点に な る． こ れ は係数 ベ ク トル の 要素の うち

い ずれか が 0 に なる こ とを意 味 し，非負制約下で の 最適解 醜 が無制約下で の 最適解 愈 に比

べ て ス パ ー
ス に な る （多 くの 要素が 0 に な る） こ とを示 して い る．なお ，ス パ ー

ス 性は統

計的独立 性 （非ガ ウス 性） と関連が あ り， 上述の 傾向は係数行列 の 各行 が似通 い すぎな い

よ うにす る効果を生ん で い る．以上 の こ とは Y ， HU の 転置 yT 　or σ
THT

に 対 して も
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まっ た く同様で あ り， H に 対す る非負制約 に よ り H もス パ ース に な る傾向が ある．

　NMF で は，観測データの 中で 共起す る成分を ひ とま とめ に した ものが基底 ベ ク トル の推

定結果にな る傾向が あ る．例 えぼ ， どの データも成分 x 。 ，
Xb

，
　xc の 重 み付 き和で 表され る

とき，Ma
，
　Mb

，
　x

． を基底に すれ ば全データ を完全 に表現する こ とは可能で あ る． こ こで も

し， 成分 m
。 や成分 Mb が生起する とき い つ も成分 x

。
も揃 っ て 生起 す る ような ら，

　 x
。 ＋ mc

お よび Xb ＋ x
。 を基底 と して もデータを同様に表現可能で ある． こ の方が ， 少ない 基底で

データを表現可能 な分，よ り 「節約 的 」 で あ る． こ の よ うに ， 共起 する成分 をひ とま とめ

に して基底 と置 い た方 が ， 基底 を節約 で き ， 節約 した 分 を他の 成分 に フ ィ ッ トす るの に 充

て られ る よ うに な るわ けで ある。先に述べ た よ うに
，

NMF で は少な い 基 底で 観測 データ

を で き るだ け良 く表す必要が あ るた め，上記の よ うな基底が 自然 に 得 られ る傾 向 に あ る．

4． NMF ア ルゴ リズム

4．1 正値行列因子分解 と NMF

　観測行列を二 っ の 非負値行列の 積で 表そ うとい うNMF の 基本概念自体は，　 Paatero　and

Tapper （1994）に よっ て 最初に提案されて い る．　 Paa七ero 　and 　Tapper （1994）は誤差行列

Y − HU の Frobenius ノ ル ム （行列の 要素の 二 乗和）で HU の y か らの 乖離度 DEU （H ，
U ）

を定 義 し， さ らに
， H と σ の 各行列要素が 非負で あ るこ とを保証 す る目的で

，

　　　　　　　　　　 B （H ，
σ）一 一Σ 1・gh ・，m

一Σ 1・9 ・ m ，n 　 　 　 （4ユ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

，
m 　　　　　　　　 m ，n

の よ うに各行列要素が 0 に な る場合 に無限大の ペ ナ ル テ ィ を課す障壁関数を定義 し， こ れ

に 適当な係数を掛けて 乖離度 DEU （H ，
σ）に足 した もの を目的関数 とした最適 化 ア ル ゴ リ

ズ ム を提案 して い る．Paatero　and 　Tapper （1994）の 方法 は ， 最終的 に 得 られ る H と U

が 上 記 の 障壁関数の 性質 よ り正値行列 に限 られ る こ とか ら，正値行列因子分解 （Positive

Matrix　Factoriza七ion；PMF ）と呼ばれ る．
一

方，上述の よ うな障壁関数を用い ず とも行列

要素の 非負性 を保証 しなが ら y 　ny　HU とな る H と U を効率的 に 得 る反復 ア ル ゴ リズ ム

が Lee　and 　Sellng（2000）に よ っ て考案 され，これ をき っ か けに NMF が広 く知れ 渡る こ と

とな っ た．

4 ，2　 行列の 乖離度

　 NMF は ，
　 H σ の Y か らの 乖離度 を表す規準の 定義に応 じて異なる最適化問題 に帰着す

る．Lee　and 　Seung （2000）は消 む述の 二 乗誤差規準に加 え ， 1ダイバ ージ ェ ン ス 規準 （Csisz6r

（1975））の NMF ア ル ゴ リズム を導出して い る．当然なが ら異な る 乖離度規準を用 い た場合

で は 異な る解 が最適解 として得 られ る． こ の ため ，最適解が所 望の 解で ある た め に は，背

後 にあるデータ の 生成 プ ロ セ ス に 合 っ た 適切 な規準を設定す る こ とが重要で ある．例えば
，
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　　1GO −
E ： 1　　 1

　　　　1i
　　　　　i　　　　　

、。嘆 i　　
　　　　… 1　　　
　　　　i…　　
　　　　 tt　 i　　　　

旦
6° −ll　　

M 　 　 l…
　 　　 　　　　　：

040 譌
　　　　　〜1

・・ 》 ／
　 　 　O　　　

I
　　　

　 　 　 0　　 2　　 4　　 6　　 8　　1e　　12　　14　　16　　18　　20

　　　　図 3　 PEu
／KL ／Is （yl＝ ）を x の 関数 と見 た ときの グ ラ フ．

パ ワ
ース ペ ク トル を対象 とした NMF で は板倉齋藤擬 距離 （板 倉 （1972））が乖離度規準 と

して用 い られ るこ とが ある （F6vo亡te　et 　a，1．（2009））が
，

これ は 7．3節で 述べ る信 号波形の 生

成プ ロ セ ス に関す る仮定に基づ い て い る．

　y ，
x ∈ R とし ，

　 y の x か らの 二 乗誤差 ， 1 ダイ バ ージ ェ ン ス
， 板倉齋藤擬距離は そ れぞれ

　　　　　　　　　　　　　 Z）EU （yx ）＝（y − x ）
2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．2）

　　　　　　　　　　　　　 D 。。（yl。）− yl・9璽一
ツ 檎 　 　 　 　 　 （4．3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」じ
’

　　　　　　　　　　　　　　つ 1、鯛 」 − 1。gY − 1 　 　 　 　 　 （4．4）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 x 　　　 　　 x

で与 え られ る．い ずれ も， x − y の と きに の み 0 とな り，　 x が y か ら離れ るほ ど増大する

関数 で あ る。図 3 にそれぞれを x の 関数 と見た と き の グラ フ を示す．二 乗誤差 は y を中心

に対称で ある の に対 し，1ダイバ ージ ェ ン ス と板倉齋藤擬距離は非対称 で あ り，励 物 を下

回る場合 に ， よ り過大な ペ ナル テ ィ を課す関数で ある こ とが 分か る． また ， 板倉齋藤擬距

離 は y と x の 比 の みで 表 され る関数で あ るた め，y と x の ス ケール に 非依 存で ある．こ れ

らを用い れ ば，
HU の y か らの 乖離度を，

D ・（H ，
σ ）一 Σ D ・（酬 Σ 娠 ，肌 ・

叩 ）
　 　 　 　 　 　 h，n 　　　　　　　 m
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で 測る こ とが で きる （・は EU ／KL ／ISの い ずれか を さす もの とす る）．

4．3　補助関数法

　NMF で は こ れ らを最小化 す る非負値 の H とσ を求 めるの が 目的で ある． い ずれ も非

負制約 っ き非線形最適化問題で あ り，解析的に解 くこ とはで きな い が ，
2＞補助関数法 と呼

ぶ 方法論 （Ortega　and 　Rheinboldt（1970），
　Hunter　and 　Lange （2000））に よ り局所 解 を得

る ため の反復ア ル ゴ リズム を導 くこ とが で きる．詳細 は後述す るが 補助関数法 とは， 目的

関数値が ち ょ うど下界 とな っ て い る よ うな関数 （補助関数 と呼ぶ ）を設計 し， 目的 関数の

代わ りに そ の 関数を反復的に 降下させ る こ とで 目的関数を間接的に 降下させ て い く方法

で ある．なお
， 不完全 デ

ータの ドで確率モ デル の パ ラ メ
ータを推定 する方法 として 有名な

Expectation−Maximization（EM ）アル ゴ リズム は この方法の
一

種で ある．

　上述の最適化聞題 に お けるポイ ン トの
一

つ は 非負制約で あ る．仮に 目的関数が 行列要素

娠 m ，
Um ，n ご と の 関数 の 和 に分離 した形 を して い て くれ れ ぼ，各行列要素ご とに非負制約

の 中で 解を探索す る こ とが で きて 大変好都合で あるが ， 残念 なが らこれ らの 目的関数は そ

の よ うに な っ て い な い ． しか し，
こ の よ うな関数 を補助関数 の 定義を満た す ように設計す

る こ とがで きれ ば ， 非負制約 を満た しなが ら局所 解を探索す るこ とが可能で ある．本章で

は ， この 方針 に則 っ て NMF の ア ル ゴ リズム を導 く．

　 まず，補助関数の 定義 と補助関数法 の原理 は 以下 の とお りで あ る．

　定義 4．1　θ＝｛θ， ｝1 ≦、≦1 をパ ラメ
ータ とす る 目的関数 D （θ）に 対し， D （θ）＝ min

α σ（θ，
α）

が成 り立 っ とき，G （θ，
α ）を D （θ）の 補助関数 と定義する．ま た，α を補助変数 と呼ぶ ．

　定理 4，1　（補助関数法）補助関数 G （θ，
α）を ，

α に関 して最小化する ス テ ッ プと，θ1，

に関 して 最小化する ス テ ッ プ

　　　　　　　　　　　　α ← argmin 　a （θ，
α）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α

　　　　　　　　　　　　ei← argmin 　a（θ，α）（i ＝ 1
，
＿ 」）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 θi

を繰 り返す と，目的関tw　D （θ）の 値は単調減少す る．

　証明 4．1

に 更新 され た ときに
， D （θ）が増加 しな い こ とを示 す．

，
θ／

（4．5）

（4．6）

　　　　　　反復計算の ス テ ッ プ数を e とし，θ＝θ 
，

α ＝ cu （
E）か らθ ＝ 酵 ＋1），α ＝ α

（e＋ ／）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α 〔e＋1）＝ argmin
α
　C （θ（

e）
，
α ）な の

で ，補助 関数 の 定義 よ り D （0（
e｝）＝ G （θ（の．α

（組 ））で あ る． また
， 式 （4．6）よ り， 明 らか

に C （θ〔
e）

，
α （e＋ 1｝）≧ G （θ（

e ＋ 1）
，
α 〔e← 1））で あ る．更に補助 関数 の 定義 よ り G （θ（e＋1〕

， α
（e＋ 1

り≧

D （θ（
e＋ O）で あるか ら， 結局，D （θ（e）≧ D （θ〔e＋］））で あ る （図 4 参照）．

2〕 Majoriza 七lon −Minlmization （ま た は Minorization −Maximization）法 とも呼 ば れ て い る，

N 工工
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鬟
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　図 4　 補助関数法 に よ る パ ラ メ
ータ更新 の イ メージ，

θ

4．4　DEU
／KL （H ，σ ）を規準 とした NMF

　上述 の補助 関数 法の 原理 に基づ き ， まず DEU （H ，
　U ）を規準 と した NMF ア ル ゴ リズム

を導出する．以下の 導出方法は Re 　and 　Seung （2000）の もの とは異 な るが ア ル ゴ リズム は

同形 とな る．

　DEU （H ，
　u ）を展開し，　 H と u に依 らな い 項 を省略 す る と，

　　　　　　　　　　　　DEU （H ，
σ ）型 Σ（

− 2Y・
，
。 ・ ・

，
n ＋ 如 　 　 　 　（4・7）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 κ，η
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λ・

（y）

）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ■

　 　　　　　　 　　　 彑

　　　　　　　　　　　λ2

Jensen の 不等式 （∫＝2 の 場合）．

391

彑
λ1

　 図 5

y

と書 ける，た だ し，

　　　　　　　　　　　　　　　x ・・，n
一Σ h・，mum ，n 　 　 　 　 　 （4。8）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 肌

で あ る． また，≦ は x に関係す る項の み に関す る等号を表す．式 （4．7）の 中で ， 魂，n
が H

と σ の 行列要素 煽 」 ，
．．．

，
hk，M ，

’u1 ，n ，
＿

，　UM ，n を含んだ非線形関数項で ある． こ の 項 に対

し， 行列要素 娠 ，。 ，
Um

，
n ご との 関数 の 和 に分離 した形 を した上 限関数 を設 けたい ．2 次関

数 は 凸関数で あるた め ， 以下の Jensenの 不等式 を用 い るこ とで ， 上述 の よ うな上限関数が

設計可能で あ る．

　定理 4．2　（非負変数に対する Jensen の不等式 （図 5））任意の 凸関数 g，1個の 非負の

変tw　Zl ，
＿ ，21 ，　Ziλi ＝ 1 を満 た す 1 個の 非負 の 重み係数 λ1 ，

＿
，
λ1 の も とで ，

　　　　　　　　　　　　　・（写の・

写
・・（紛　　　　（4・・）

が 成 り立 ち ， Zl ／Al ＝… ＝ 2ifA ∫， すなわち

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Zi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．10）　　　　　 　　　　　　 　　　　　　 λi ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Σj　・」

の と き等号 が成立 す る．

　hk，mUm ，n ≧ 0 なの で こ れ を用 い ると
， 嬬n

に対 し，

　　　　　　　　　　　　xZ ・，n ・ Σ蜘 （
hk，，nUm ，

n

　λ槝肌 ，見 ）
2

　 　 （41 ・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

の よ うな不等式を立て るこ とが で きる．た だ し， λk，，n ，n ≧ O
， Σm 从 肱 π

＝ 1 で あ る．さ

て ，こ こ で 重要 なの は
， 右辺が 行列要素 hk，m ，

　u
，n ．n ご との 関数の 和 に分離 した形 を して い
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る と い うこ とで ある．また
， もう っ 重要なポイ ン トは

， 右辺 を λk，m 、n に 関 して 最小化 し

た とき等号が成立す る とい うこ とで あり・　 gn．
　abs

・
成立す る の は

ん

綜 謦
一 … 一 触誓急笋

すなわち ， λk，m ，n が

　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 hk、mum 　rL

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．12）　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 λk：．Tn ．n ＝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 trk，n

の ときで あ る．以上 よ り， DEU （H ．　U ）にお ける 媛，，、
の 項 を式 （4．11）の 右辺 に置き換 える

こ とに よ り得 られ る関数

　　　G・U（H ，
・U

，
・）一

需（・黒…
・

碑
幅 一 ＋ 敦 細 （413 ）

は DEu （H 、
　U ）の 補助関数の 要件を満たす．た だ し，λ 一 ｛λκ，m ，n ｝K 、 MxN を表す もの と

す る．GEu（H ，　U ，λ）が 得られれ ば，あ とは定mp　4．1 に従 い
，

　　　　　　　　　　　　　 λ ← argmin 　GEU （H 、　U ．λ）　　　　　　　　　　　　（4．14）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 λ

　　　　　　　　　　　　　 H ← argnnin 　GEu （H ，U ， λ）　　　　　　　　　　　　　　（4．15）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 H

　　　　　　　　　　　　　 σ ← argmin 　aEU （H ，
　U ．λ）　　　　　　　　　　　　（4．16）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 u

を反復的に行 えば DEU （H ，
σ ）を単調に降下 させ て い くこ とがで きる．式 （4．14）に つ い て は

既に述べ た とお り式 （4．12）で 与えられ る．式 （4．15）と式 （4．16）は hle．，rrL ≧ 0
，

鴛
” 、，，L ≧ 0 の制

約の もとで 解か れな ければならない 点 に注意が必要 だが
， 先 に述べ た よ うに GEU （H ，

U
，
λ）

は行列要素 ご との 関数の 和 に分か れ た形 を して い るの で ，
こ れ らは い ずれ も行列要素ご

との
一

変数関数の 非負制約 つ き最小化問題 に帰着 し， 容易 に解 くこ とが で きる．例 えば，

GEu （H ，
　U

，
λ）は hk，，n ご とに見れば二 次関数で あり， これ を最小化す る hk，m は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ脈 冠
＿

　　　　　　　　　　　　　　
ん願

＝

寸噺 ／・＿ 　 　 　
（4’17）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

の よ うに解析的に求 まる．こ の 値が もし負で あれば hk，m ≧ 0 の 制約下で GEU （H ，
U

，
λ）が

最小 とな るの は 明らかに hk，，，。
； 0 の ときで ある．また，　 Um ，n に つ い て は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ ・」・・，。 h・・，m

　　　　　　　　　　　　　　
a

… n
＝

Σ1礁 ／蜘 　　　　　
（4・18）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

の とき GEU （H ，
U

，
λ）は最小 とな る． よっ て ， 式 （4．15）と式 （4．16）は，そ れ ぞれ hk，m ＝

max ｛hk，，n ，
0｝，

　umln ＝ max 価 m
，
児 ，
O｝で与え られ る． と こ ろで，式 （4．17）， （4．18）は

，　 H ，

U
，
λ の 要素がす べ て 非負で あれ ぼ い ずれ も非負値 とな るた め ， H と U の 初期値が 非負
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で あるこ とが 前提 とな っ て い る場合は 幅，m
＝ 娠 m ，

　Um ，n
＝妬 ，π で あ る．以上 よ り， 式

（4．14）を式 （4．15）， （4，16）に代入 す る と， 下記 の NMF ア ル ゴ リズム が導かれ る．

二 乗誤差規準の NMF ア ル ゴ リズム （Lee　and 　Seung （2000））

1．H ，σ を非負値行列に 初期設定す る．

2．以下の 更新を収束す る まで 繰 り返す．

　　　　　　　　　　　　Σ yk，nUm ，n

　　　　　　
hk，m ← ん駟

ま婦  

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

Σ y・，。 h・，．
k

u
皿 ，n ← Um ，rt

　　　　　　Σ肺
ん
駟

　 　 　 　 　 　 k

DKL （H ，
U ）を規準 と した NMF ア ル ゴ リズム も以 、Lと1司様 に導 ける．　 DKL （H ，　U ）は ，

　　　　　　　　　　D ・ ・（H ，
σ）

H
・
u
　2 （− y・，。 　1・9Xk ，n ＋ 鰯 　 　 　 （4．・9）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 た，η

と書 けるが
，

こ の 式の 中で 一Yk，n 　log　Xk ，n が 娠 1 ，
＿

， 娠 M ，　
Ul ，n ，

＿
，
UM ，n を含む非線形項

で あ る．負の 対数関数が 凸関数で ある こ とに 注意す る と，
こ の項に 対 し Jensenの 不等 式

　　　　　　　　　　一1・gxic，n ≦
一
Σ規 一

bg （
hil，mUm ，n

　Ah，m ，n ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

が 立 て られ る． これ に よ り行列要素 飯 ，m ，
　u

，n ，n ごとの 関数の 和に分離 した形の 補助関数を

設 けるこ とが で き る．こ の補助関数を用い て 以下の NMF ア ル ゴ リズム を導ける．

1 ダイバ ージ ェ ン ス 規準の NMF ア ル ゴ リズム （Lee　and 　Seung （2000））

1．H
，
　U を非負値行列に初期設定す る，

2．以下の 更新を収束する まで 繰 り返す．

　　　　　　　　　　Σ y・，。 Um ，。 ／xk ，n

　　　　 hk，m ← hk，m 　
n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Um ，n ← Um ．n

　　　　　　　　　　　　Σ　・ m ，n
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

Σ 脈 森 ，m 似 ，。
k

Σ h・O，mk

4 ．5　DIS（H ，
σ ）を規準と した NMF

　次に
， 筆者 らに よ る，板倉齋藤擬距離 Dls（H ，

　U ）を規準 と した NMF ア ル ゴ リズム の 導

出 （亀岡他 （2006））を以下に示す．H
，
　U に依 らない 項を省略す る と，　 Dls（H ，

U ）は

　　　　　　　　　　　D ・S即 ）掣 Σ（ll：
’

iil
・
”

．

＋ 1・9殉 　 　 （・ ）
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と書け る．先 と同様の 方針 で 補助関数法 に よ り当該非負制約 つ き最適化問題 を解決するた

め に は，DlsCH ，　U ）に対 し，行列要素 hk．m ，u ，、、，n ご との 関数の 和 に分離 した形 を した上限

関数 を設計で き るか ど うか が 鍵 とな る．まず，逆数関数 は 正領域 に お い て 凸関数で あるた

め
，

1／2
’
k ，n の 項に関 して は

，　 Jensenの不 等式

　　　　　　　　　　　　∴・ Σ蜘 偽 翻 　 　 （・・21）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

が 成 り立っ ．た だ し，λk
，

，rr、，，n は 先 と同様，駄 m
，
，z ＞ 0，　E ’

n 、
λ紙燃 η

＝ 1 を満 たす．次 に
，

log瓶 ，、
の 項に関 して は，正 の 対数関数は凹関数なの で Jensen の 不等式で は上限関数が 作

れ ない ． こ こ で ， 任意 の微分 可能 な凹関数 g に対 し，

　　　　　　　　　　　　　 g（x ）≦ g（α ）十 （x
一

α ）g
ノ

（α）　　　　　　　　　　　　　　　（422 ）

（等号成立 は x
’

＝ α ）が成 り立 つ こ とを利用 す る と，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　 109Xk

，
n ≦ log　CMk，n 十

一
（：：k：，Tt

− Cl！k，n ）　　　　　　　　　　　〔4．23）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α κ，η

の よ うな不等式が 立 て られ ， 行列要素の 1 次式で表 され た E限関数 を設計で きる．以上の

二 つ の 不等式の 等号成立条件は 騙 、m ／n と α κ，． が そ れ ぞれ

　　　　　　　　　　　　λ、，。 ，n
．

娠 ｛ ・・
气 。 。。

． x 、，n 　 　 　 （・．24）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

・Th
，
n

の ときで ある．以上 よ り，Dls（H ，
U ）にお ける 1／t（rkln の 項を式 （4．2／）の 右辺 に

，　 log　XiC，n

の 項 を式 （4，23）の 右辺 に置 き換える こ とに よ り得 られ る関数

G ・S（H ，
・U

・
　・i ・ ）一

黒（購諏 ・黔欝
η

一 ・ 1・g… k・n
− ・）（・ 25）

は Dls（H ，
　U ）の 補助関数の 要件を満た す．あ とは 定理 4．1 に 従 っ て 各更新式 を求 めれ ば

板倉齋藤擬距離規準の NMF ア ル ゴ リズム が導か れ る．

板倉齋藤距離規準の NMF アル ゴ リズム （亀 岡他 （2006））

1．H
，
σ を非負値行列に 初期設定する．

2，以下の 更新を収束する まで 繰 り返す．

h・，m − h・・m （≧爵 ）∵ 《聖爵 ）
1／2
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4．6　D
β（H ，

U ）を規準と した NMF

　式 （4．2）〜 （4．4）に 3 種類 の規 準 を挙 げたが ，
こ れ らは βダイバ ージ ェ ン ス と呼ぶ 規 準

（Eguchi　and 　Kano （2001））

　　　　　 9
β
一1 一

偲
β
一1y β 一

m
β

D β（
’
ylx）＝ y

　　　　　　　β
一1　　　　 β

（426 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 lim（x
β一y

β
）／βで統

一
的に記述す る こ とがで きる．た だ し， βは β≠ 0

， β≠ 1の 実数で ある．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 β→0

；　log（姆〃）で あ るこ とを利用 すれば
， 式 （426 ）は β → 0 の とき板倉齋藤擬距離 β→ 1 の

とき 1 ダイ バ ージ ェ ン ス ，β ＝ 2 の とき 二 乗誤差 とな る こ とが 確認で き る．筆者らは こ れ

を規準 とした一
般化 NMF アル ゴ リズム を導い て い る （Nakano　et　al．（2010））．式 （4．26）の

第
一

項の （yfi
− 1 − xfi

− 1
）／（β

一 1）は，　 x の 関数 と見れ ば β≦ 2 の とき凸関数 β≧ 2 の と き

凹関数 となる．
一

方 ， 第二 項の 一（yfi− mP ）／βは β≦ 1 の とき凹関数 ， β≧ 1 の とき凸関数

となる。導出の ポイ ン トは前述 の亀岡他 （2006）の ア イデ ィ ア と同様 で あ り， 凸関数 の項 に

対 し て は 式 （4．9）を，凹関数の 項に 対 して は式 （4．22）の 不等式を用 い て 上限関数を設計す

る， とい う方針で 閉形 式の更新式 か らな る反復 ア ル ゴ リズ ム を補 助関数法 に基づ き導 くこ

とがで きる．以上の ア イディ アで導 出 される具体的 なア ル ゴ リズ ム は 以下 の とお りで あ る．

βダイバージ ェ ンス 規準の NMF ア ル ゴリズム （Nakano　e孟 α」．（2010））

1．H
，
σ を非負値行列 に初期設定す る．また ， ψ（β）を以下 の ように 設定 す る．

・・（・・）一 ｛1：：：ll：
2．以下の 更新 を収束す るまで 繰 り返 す．

（β＜ 1）

（1 ≦β≦ 2）

（β＞ 2）

（4．27）

h・・一 一 《綜 り∵ 一 （宅爵ゾ
上記の ア ル ゴ リズム は，β＝ 0

，
1

，
2 の とき 4．4 節 と 4，5 節で示 した板倉齋藤擬距離規準 ， 1

ダイバ ージ ェ ン ス 規準，二 乗誤差規準の NMF ア ル ゴ リズ ム と等価 となる．
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5． 生成モ デ ル と して の 解釈

5．1　二 乗誤差，1ダイバ ージ ェ ン ス，板倉齋藤距 離，βダイパ ージ ェ ンス 規準の NMF

　 こ こで は ， 以上 の よ うな規準で NMF を行 うこ とが観測デ
ー

タの 背後に ど の よ うな生成

プ ロ セ ス を仮定 した場合 に 正 当化 され るか に つ い て 考 える．二 乗距離 1 ダイバ ージ ェ ン

ス ，板倉齋藤距離 βダイ バ ージ ェ ン ス を規準 と した NMF は，観測行列の 要素 Yk
，
n が Mk

，
n

を平均 とした正規分布，Poisson分布，指数分布，　 Twecdie分布

　　　　　　　　　　　　 Yk．n 〜N （yk．n ；．a・k，n ，
σ
2
）　 　 　 　 　 　 　 （5．1）

　　　　　　　　　　　　 Yk，’rt 〜 Poisson（IYk，
Ti ；Xk ，’n ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．2）

　　　　　　　　　　　　 ？Jk，n 〜 Exponential （tyk，n ；Mk ，n ）　　　　　　　　　　　　　　　　　（5・3）

　　　　　　　　　　　　
’
Yk，n 〜 Tweedie （

’
Yk，n ；Xk ，n ，ψ）　　　　　　　　　　　　　　　（5．4）

に従 っ て独立 に生成 され た と仮定 した場合 の H
，
U の最尤推定問題 と等価で ある．ただ し，

κ 伽 ，の 一 盡 。
，
e
−
（＝ 一・）

±

〆2c［
Lt

Poisson（z ；μ）＝μ
彦

e
一

μ
／z ！ （x ≧ 0）

E・p … enti ・1（・；μ）一 去・
一
ψ （・ ≧ 0）

Tweedie （z ；μ， φ）一α（z ， φ）e＄
〔x ρ（μ）

一
κ （μ）〕

姻 一 ｛読1劉1，姻 一｛誰 ：：

（5．5）

（5．6）

（5．7）

（5．8）

で ある． こ の こ とは
， 以下 に よ り確 か め られ る，式 （5．1）〜 （5．4）に よ り立 て られ る Xk ，n の

対数尤度 L （Xk ，n ）＝ logp（Yk，n ［Xk ，
n ）は い ずれ も x κ，n ＝ gyiC，n の と きに最大 となる．すなわ

ち，L（YiC，n ）≧ L（Mk ，n ）で ある．よ っ て ，対数尤度差 L（tJk，。、）
− L（Mk ，n ）は，　 Xk ，n

＝ Yk，，、 の

ときに の み 0 に な る ， Yk，n と Xk ，，， の 近 さを表す非負の 尺度 と見 なせ
， 式 （5．1）〜 （5．4）の 場

合の 対数尤度差 L（9k，n ）　一　L （Xk ，n ）は ，それ ぞれ式 （4，2）
〜

（4．4）と式 （4．26）と等 しい ．

52 　自然指数分布族と Bregman ダイバ
ージ ェ ンス

　以上 の ように
， 観測値 へ の モ デル フ ィ ッ テ ィ ン グ問題 にお ける フ ィ ッ テ ィ ン グ規準の仮

定は観測値の 確率分布の仮定に対応 して い る．．．ヒ記で は 4 っ の例 を示 したが ，
こ こ で は 自然

指数分布族 に含 まれ る確率分布の クラ ス と Bregman ダイ バ ージ ェ ン ス （Bregman （1967））

と呼ばれ るフ ィ ッ テ ィ ン グ規 準が対応 して い る こ と
， βダイバ ージ ェ ン ス が Bregman ダ

イバ ージ ェ ン ス に含 まれ るこ とを示す．以降表記の 簡単化の た めイ ン デ ッ ク ス k
，
n を省略

し， 観測行列の 要素 y が 指数分布族の 確率分布

　　　　　　　　　　　　 y 〜 ・xp ｛ηT （y）一ψ（η）＋ ・（y）｝　 　 　 　 　 （5・9）
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に従 うもの とする．ただ し， ψは無限微分可能な凸関数で ある，η を自然パ ラメータ と い

い
， 確率分布 の パ ラ メータの 関数で あ る． こ こ で ， 特 に T （y）− y と い うクラス を考 え る．

こ の ときの 指数分布族 を自然指数分布族 とい う．

　まず準備と して
， ψの Legendre 変換

　　　　　　　　　　　　　　 φ（z ）＝max （v2 一
ψ＠））　　　　　　　　　　　　 （5．10）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v

を導入す る．ψは 凸関数なの で，Legendre変換の 性質 よ りφも凸関数で ある．　 vz 一
ψ＠）

を最大に する v を ガ とする と， が は （
’vz 一

ψ（v ））
t ＝ 0， す なわち

　　　　　　　　　　　　　　　　　ip
’

（v
＊

）＝ z　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．11）

を満たす．
一

方 ， y の キ ュ ム ラン ト母関数が K （t）＝ logE［eyt ］＝ ψ（t十 η）一ψ（η）とな るこ

とか ら， y の 期待値を x とす る と
，

　　　　　　　　　　　　　　　K ’

（0）＝ψ
’

（η）＝ x 　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．12）

が言 え る，ψは凸関数 よ りψ
’
は
一

対
一

対応の 関数で あるこ とが分 か るの で ， η と x は
一

対

一
対応す る．式 （5．11）， （5．12）よ り， η

＝ argmax （vx
一

ψ（v））が 言え るの で ，φ＠）は

　　　　　　　　　　　　　　φ（x ）； η（．T ）x
一

ψ（η（x ））　　　　　　　　　　　　　　　　（5．13）

と書け る． こ こ で ， 式 （5．13）の 両辺を微分す る と，

　　　　　　　　　　　ip’（x ）＝ η（x ）＋ η
’

（m ）x
一

ψ
’

（η（x ））ガ＠）　　　　　　　　　　 （5．14）

となるが
， 式 （5．12）よ りφ

’

（m ）＝

η（x ）とな る こ とが分か る．

　以 上で 得 た φ（x ）＝
　nx 一

ψ（η）お よび φ
’

＠）＝ ep（m ）とい う関係 式 を ， 自然指数分布族 の

確率密度関数 exp ｛nyy一ψ（η）＋ c（y）｝＝ exp ｛脚 一ψ（η）＋ η（y − x ）＋ c（y）｝に代入 する と
，

　　　　　　　　　　　　 exp ｛φ（m）十 φ
’

（x）（y − x）十 c（y）｝　　　　　　　　　　　　　　　　（5．15）

を得る．こ こで ， nt の対数尤度 L （x ）＝ logp（ylx）は ， （φ（x ）＋ φ
’

（x ）（y
− x））

s ＝φ
”

＠X〃
一
勾

よ り， m ； y の ときに 最大 とな る，すなわち ，　 L（y）≧ L（x ）で ある． よっ て ， 前節 と同様 ，

対数尤度差 L （y）
一五＠）

　　　　　　　　　　　ユ）
ψ（ψ ）＝ φ（y）一φ（x）一

φ
ノ

（¢ ）（y − x ）　　　　　　　　　　　　　（5ユ6）

は
， x ＝ y の ときに の み 0 に な る，

　 y と x の 近 さを表 す非負の尺度 と見 なせ る． こ の 尺度

は Bregman ダイバ ージ ェ ン ス と呼ぼれ る （Bregman 〔1967））．図 6 に示 す とお りヱ）φ（yix）
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φ（之）

D φ（

灘 　　 　　 9　 　 之

D φ（ylx ）

φ
ノ

＠）（z − x ）＋ il（x ）

図 6 　Brcgma皿 ダイバ ー
ジ ェ ン ス．

は 凸関数 φと φの接線の差 に相当す る． この 図か ら も D
φ（Yla，）≧ 0，お よび ．7： と tJが 等 し

い ときに の み Ddi（ylx）＝ 0 とな る こ とが 分 か る．

　先に登場 した βダイ バ ージ ェ ン ス （Eguchi 　and 　Kano （2001））は
， φが

φ（x ）；

一lo9澱 ＋ ．T − 1　　　（β ＝ 0）

x
’
　log　x’− x

’
＋ 1　　　（β ； 1）

，（論
一

，
曁， 瑞 （・・h・・wise ）

（5．17）

の 場合の Breg皿 an ダイ バ ージ ェ ン ス の 特殊ケ
ー

ス に相当す る （Heiinequiii　et　al ．（2〔）11）），

従 っ て ， βダイ バ ージ ェ ン ス の特殊ケー
ス に相当す る 二 乗誤差 ， 1ダイ バ ージ ェ ン ス ， 板倉

齋藤距離 も当然 Bregman ダイ バ ージ ェ ン ス の 特殊ケース に 相当す る．

　なお，Dhillon　and 　Sra（2006）は Bregman ダイ バ ージ ェ ン ス を規準 とした NMF ア ル ゴ

リズム を φを特殊な クラ ス に 限定 して 議論 して い るが ， 任意の φに 対す る補助関数法 に基

づ くア ル ゴ リズム は まだ見っ か っ て い ない ．

6． 確率的潜在意味解析 との 関連

　文書データの クラス タリン グや イン デキシ ン グを目的 とした確 率的潜在意 味解析 （prob
−

abilistic 　Latent　Semantic　AIialysis；pLSA ）（Hofmann （1999））は
，　 NMF と関連が 深 い の

で 簡単に紹介す る．

　文書 n の 中に含まれ る単語 k の 個数 を 肱 n とし，全単語の ヒ ス トグラ ム Yn ＝ （〃い ，
＿

） ZIκ ，
n ）

T

を文書データ と呼ぶ ．単語の 出現 回数は ， 政治 ・
経済 ・

ス ポー
ツ とい っ た トピ ッ クに大 き

く依存す る はずで あ るが ， 文書データか ら トピ ッ クを推論する こ とが で きれ ば文書検索の

た めの イン デキシ ン グな どに有用 で ある． これ を行 うこ とが pLSA の 目的で あ る．
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　さて ， トピ ッ クが m の とき単語 k が 出現す る確率を p圃 m ）， 文書 n が トピ ッ ク m の も

の で あ る確率を p（mln ）とす る と，文書 n に単語 k が 出現する確率 p（k［n ）は

　　　　　　　　　　　　　P師 ）一 Σ酬 吻 帥 ）　　　　　　 （6・1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7n．

とな る．Xk
，
n

＝ p （kln），　hk，
，n

＝ p（klm）1　Um
，
n

＝ p （mln ）と し，−X ＝ （Xk ，
n ）κ XN ，

刃「 ＝

（hk，Tn ）KxM ，
　U ＝ （Um ，n ）M × N と置けぼ，式 （6．1）は行列積 X − HU の 形で 書ける．文書

データの 各単語が上記の p（k［n ）に従 っ て 独立 に生成 された もの とす る と，全文書データの

全単語が生成され る確率は Hい P（kln）
Y ’C’tL とな る．今・Hk ，rrt

− P（制m ）と u’
，，、，n

二P（mln ）

が 未知で あ る か ら， 文書データ y ＝ （Yl，
．．．

，YN ）か ら H と σ を最尤推定す る問題は
，

　　　　　　　　　　　　1・9P（YIH ， U ）一Σ酬 ・9 ・・、n 　 　 　 　 （62）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 酷，π

を H と U に関 して 娠 … ≧ 0，E］h　hk，’rn ＝ 1
，
　um ，，，≧ O

，
　EI）m 　u 。，、，，、

＝ 1 の 条件 の下 で最大

化す る問題に帰着す る．式 （4．19）（1ダイバ ージ ェ ン ス ）と見比 ぺ る と， 上述の 対数尤度は

式 （4．19）の 第
一
項の 符号を逆転 させ た もの と等 しい こ とが分 か る．また

， 式 （4．19）の 第二

項が 坂 ，m お よび Um ，n に関す る Lagrange未定乗数項に対応す ると考 えれ ば，　pLSA と 1 ダ

イ バ ージ ェ ン ス 規 準の NMF は 同形 の 最適化 問題 とな っ て い る こ とが 分か る．実 際，　 L述

の 最尤推定問題 に対 し， トピ ッ クイ ン デ ッ クス m を潜在変数 と見なす こ とで EM ア ル ゴ リ

ズ ム を適用す るこ とが で きるが， こ の ア ル ゴ リズム は H と U を正規化す るか ど うか の 違

い を除けば 4．4節 で示 した 1ダイバ ージ ェ ン ス 規準の NMF ア ル ゴ リズム と等価で あ る，

　式 （6．2）の 尤度関数 は 砺
1
γn と UM ，T、 を確率値 と見 な して立 て られた もの で あ り， 第 5節

で の 尤度関数 とは立 て 方が 異な っ て い る点に 注意が 必要で ある．確率モ デル の タイ プ と し

て は，pLSA は混合モ デル （確率分布の 和の モ デル ）に 当て は ま り，第 5 節の解釈に よ る

NMF は 因子 モ デル （確率変数 の 和 の 確率分布の モ デ ル ）に 当 て は まる．　 pLSA と 1ダイ

バ ージ ェ ン ス 規準の NMF が アル ゴ リズ ム的に等価 とな る の は最尤推定の 場合に 限 られ る

が ，
こ れ は上記の よ うに 日的関数が たまた ま同形 にな るか らで ある．実際 両者の

3）Bayes

拡張は異 な っ た姿に な る．

7．　 音響信号処理応用 とその 拡張

7．1　 音源分離 ・自動採譜へ の 応用

　Smaragdis　and 　Brown （2003）は，音楽音響信号の 自動採譜を目的 とし，音楽音響信号の

振幅 （また は パ ワ ー）ス ペ ク トロ グラ ム を観測行列 と見な して NMF を適用 し，楽音 ご と

3｝ pLSA の Bayes 拡張 は Latent　Dlrichlet　Allocation（LDA ）（Bloi　et　al．（2003 ））と呼 ばれ る．因子 モ デ ル と し

　 て の 1 ダイ バ ージ ェ ン ス 規 準 の NMF の Ba γcs 拡張 は例 え ば Gemgil （2008 ）に よ り議論 され て い る．
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の ス ペ ク トロ グラ ム に分解する方法 を提案 して い る．各時刻の 観測 ス ペ ク トル が構成音の

ス ペ ク トル の 重み つ き和 に よ っ て 表され る （ス ペ ク トル は加法 的で あ る）， とい う仮定 と，

各構成音は周波数成分の 振 幅比が時不変で パ ワ
ー

の み が時間変化 す る ， とい う仮 定の下 で ，

観測ス ペ ク トロ グラムか ら個々 の構成音の ス ペ ク トル （周波数成分の 振幅比）と各時刻に

お け るパ ワ
ー

を推定す る問題は，NMF と同形 の 問題 と見 なせ るこ とが 本アプロ
ー

チの ポ

イ ン トで ある．例 えば ， 音楽は平均律音階に 該当す る限られ た種類の 音高の 音で 構成 され

るた め，各音高の 音の 周波数成分の 振幅比が 時刻 に 依 らずい つ も同 じで ある と仮 定で きる

場合 ， 音楽音響信号の ス ペ ク トロ グラム に NMF を適用す る と各基底 ベ ク トル が
．・

つ の 音

階の 音の ス ペ ク トル とな り， 結合係数が 各時刻に お け るそれ ぞれ の 音階の 音の パ ワ
ー

とな

るよ うに得 られ る．以 1：の ア ブP 一チの有効 ［生は経験的に知 られて い るが，上述の ，核 と

な る 2 つ の仮定 は実際 には成 り立た ない ．本章で は ， これ らの仮 定 をよ り現 実 に即 した も

の に改変 した 改良モ デル を紹介す る．

7．2 複素 NMF

　音の 信号波形は加法的で ある．短時間 Fourier変換や ウ ェ
ーブレ ッ ト変換な ど の 時間周

波数分解 は基本的に は信号波形 の 線形変換で あ るた め，時間周波数分解 に よ り得 られ る複

素ス ペ ク トロ グラ ム も加 法的で あ る． しか し ， 複素ス ペ ク トロ グラ ム か ら振幅 （また は パ

ワー）ス ペ ク トロ グラ ム へ の 変換は非線形で あ るた め
， 振幅ス ペ ク トロ グラム は実際に は

非加法的で あ る．っ ま り，波形 A と波形 B の 和の 振幅ス ペ ク トル は波形 A の 振幅ス ペ ク

トル と波形 B の 振幅ス ペ ク トル の 和 とは等 し くな る と限らな い ．従 っ て，振幅 ス ペ ク トロ

グラム を加法的な成分 に分解 した とこ ろで 信号 を分解 した こ とに は な らな い の で ある，

　NMF を振幅ス ペ ク トロ グラム に適 用す るア プ ロ ーチで は，周波 数成 分の 振幅 比 さえ同

じで あれ ば波形 （パ ワ
ーや位相ス ペ ク トル ）が 異な っ て い た として も同一

音 と見なそ う， と

い う考 え方が ベ ース とな っ て い るが ， 著者 らは こ の 考 え方 を基 に した複素ス ペ ク トロ グラ

ム の モ デル を立 て
， 観測複素ス ペ ク トロ グラ ム を加法的な成分に分解す る 「複素 NMF 」 と

呼ぶ 方法 を提案 して い る （亀岡他 （2008））．以下に そ の概要を述 べ る．

　音源 m の複素ス ペ ク トロ グ ラ ム を α廊 μ
∈ C で 表す と， M 個の 音源 か らな る多重音の

複素ス ペ ク トロ グラム 甑 π ∈ C は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 M

　　　　　　　　　　 師 一Σ ・順 。
一Σ L・ m ，

・，。 leゴφ一

　　　　　（7・1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ＝1　　 　　　 　　 　 m

と表され る． こ こで，各音源の 周波数成分の振幅比が 時不変 とい う拘束 を設 ける と， α m
，
kln ；

hk，mUm ，n と置けるため ，

f・，n 一Σ h・，，nU ，n ，n ・
’φ帆 ・

　 　 　 m

（7．2）
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の よ うな形 の 複素ス ペ ク トロ グラ ム モ デルが 立て られ る．以上の モ デル を観測複素ス ペ ク

トロ グラ ム 玖 、1 ∈ C に フ ィ ッ トす る ように H
，
σ

， φを求 め るこ とが 目標で あ る． また ，

NMF に お い て 非負制約に よ りもた らされ る第 3 節 で述べ た よ うな副次的効果 と類似の効

果 を促すた めに もで きるだけ U が ス パ ース になるよ うな解を選びたい ．筆者 らは，

　　　　　　　　　・（H ，・U，・il）・一 Σ1脈 1バ 細
2
＋ 2ッ　Z 　1・ 。 ，n 「

P 　 　 （7・3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 iC、n 　　　　　　　　　　　　　　　m ，n

を H ，U，φに関 して 最小化する最適化問題 を考え ， 補助 関数法 に基づ く反復ア ル ゴ リズム

を導 い て い る．ただ し， 0 く p く 2 と or≧ 0 は定数で ある． こ の 最適化問題で は ， 目的関

数 が φm ，k，n に関 して 非線形で ある こ と，　 Um
）
n に関 して 微分不可能 で ある こ とが最適解 を

解析 的に 得 るこ とを困難 に して い る．式 （7．3）の第
一

項に つ い て は
， 4．4 節 と同様 に Σ m

が

ト12の 外に 出さ れた形の 関数を補助関数に す る こ とがで きれ ば iPm，k ，n
の 更新則 を閉形式で

得 るこ とが で き る．第 4．4 節 と異な り，娠 鵬 褊 ，ne
コφ・・ 加 は複 素数 なの で 定理 4．2 は適用

で き ない が ，代わ りに以下の 不等式を適用す るこ とが で き る．

　定理 7．1　（複素数変数 に対 する Jensen の不 等式）任意の 凸関数　g，1 個の複素数変数

Zl
，
．．．

，
XI ， Σi

α
、
＝ 0 を満たす 1 個の 複素数変数 α 1 ，

＿
，
α 1 ， Σ論 ＝ 1 を満た す 1 個の 任

意の 非負の 重み係数 β1，
．．．

， β1 の もとで ，

　　　　　　　　　　　　　9（Σ ・・）≦Σ　6，9（縁
砺

）　　　　　　四
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乞

が成 り立 ち ，

ai − ・厂 防（Σの
　 　 　 　 　 　 t

（7．5）

の とき等 号が 成立 す る．

　また ， 式 （7．3）の 第二 項 は Um ，n に関 し て 微分不可能で あ るが ， 0 ＜ p ≦ 2 の とき

　　　　　　　　　　1・ 。 ，。 1・ ≦
−v’

・n ・・ lp
　

2u

：，．
＋ ≒

P
伽

・

が成 り立 つ こ とを用 い る と
，

脚 酬 ・一

黒，纛ト帰 一
一 h・・… ，…

’p−・h ，・12

　　　　　　　　　　　　　　　　　籾 Σ匝 ・ 1・
− 2U・m ，・

2
＋ （・一

・隔 iP｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 rrt，TL

（7．6）

（7．7）

の ような補助 関数 を立て るこ とがで き る．ただ し， 0 ＜ βm
，
k

，
n 〈 1 は Σ m

　6m，k ，n ＝ 1 を満

た す任意の 定数 orm
，
k

，
n ，

　Vm
，
n は補助変数で ある．これ に よ り閉形式の更新則か らな る反

復ア ル ゴ リズム を導 くこ とが で き る．
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7．3 板倉齋藤擬距離規準の NMF

　先述 の とお りパ ワ
ー

ス ペ ク トル 自体 は加法的で は な い が，各構成音の 信号を互 い に統計

的に独立 な確率変数 と見な した とき ， それぞれの パ ワ
ース ペ ク トル の期待値は加 法的 とな

る． これ は
， NMF に お い て 置かれ る ス ペ ク トル の 加法性の 仮定が

， 期待値の 意味で は 正当

化 され る場合が ある とい うこ とを示 唆 して い る．

　多重音信号 中の 各構成音 の信号 が短時間区間毎に平均が 0 の （巡 回）定常 Gauss 過程 に

従 っ て 生成 され た と仮定す る と，各区問に お ける離散 Fourier変換 の 各周波数成分は独立

に平均が 0 の複素正規分布に従 う．す なわ ち ， 区間 71 に おけ る m 番目の構成音の周波tw　k

の 成分 （構成音 m の 複素ス ペ ク トロ グラム ）を Sm ，h，n とす る と， ＄ n ，．，k，，r， は

s ・n ，k’、。
〜A「c （・Sm ，h，rt ；O，　i・m ，

k
，
n ） （7．8）

に従 う．た だ し，人侮（之 μ ，の ＝ ≒e
− IX一μiZル で あ る．　Um ，k，r、 は構成 音 rrb の パ ワ

ー
ス ペ ク

トロ グラ ム の 期待値 E［ISTr、，k ，．
2
］を表すパ ラメータで ある． こ こ で ， 観測信号の複素ス ペ ク

トロ グラム 翫 九
が

阻 ，、
＝Σm

　Sm ，k，n の ように構成音の 複素ス ペ ク トロ グラ ム の 和で 与え

られ， s
，，、 卸 、 と 5 ，nt ，k ，r， （m ≠ m

’

）が互 い に独 立 と仮定で き るなら，　 Yk ．，、 は

　　　　　　　　　　　　
’
Y・，・ ・〜 Nc （Y・．rL ；OlΣ v

− ，・，n）　　　　　　 （7・9）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ．

に従 う．よ っ て，Xk
，
n

； Σ⊃m 　
Um ，k ，

n と置 くと， ：Yk，n が与 え られた下で の Xk ，T、
の 対数尤度は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　　　　　　　　　五（婦 一一1・9 ・ 鞠 1。
一 た・”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．10）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ：t

’
k：’n

とな る． こ の 対 数尤度 は arたμ
＝ lyk，，、［

2
の とき最大 とな る の で 五（Yk，n12 ）≧ L （＝ k ，n ）で

あ る．実 は ，対数尤度差 L（［Yk’，。 12）− L （x 、、
，
n ）≧ 0 は

，
　 Yk，n ！

2 と Xk 、n の 板倉齋藤擬 距離

Dls（  劇
2
颯 。 ）と等 し い 。従 っ て ，各構成音の パ ワ ース ペ ク トロ グラム の 期 待値 を表 す

u
，n ，k ，n に 関し， 周波数成分の パ ワ

ー
比が 時不変で ある よ うな構造 u

，，L、k ，n ； 娠 。r、Tt，n．，n を仮

定すれ ば，H ＝ （hk，m ）KxM と U ＝ （Um ，
n ）M × N の 最尤 推定 問題 は

， 観測 パ ワ
ース ペ ク ト

ロ グラ ム 脈 ，η 12を要素に もっ 行列 y に対 し板倉齋藤擬距離規準 の NMF を行 うこ とと等

価 となる （Parry　and 　Essa （2007），
F6votte　et α1．（2009））．

7．4　 可変基底 NMF

　NMF をス ペ ク トロ グラ ム に適用する ア プ ロ ーチで は基本的に
， 分解 した い 各構成音の 周

波数成分の振幅比は時不変で あ る と い う仮定が 置かれ るが ，音楽音響信号 を楽音 ご とに分

解す る問題 を扱 う上で は必 ず しもこの仮定 は成 り立たな い 。歌声や音声は もちろん ，
ピア

ノや ヴ ァ イオ リ ン の各音符 に対応 す る音響信号 の ス ペ ク トル は時々 刻々 と変化す る． こ の

ように同
一
音源の 音が 持続 して い た と して もス ペ ク トル が 時間変化する場合 ， 通常の NMF
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を適用 して も， 時刻 ご との ス ペ ク トル が別の 音 と して ば らば らに分解 され て しまうこ とに

な る， こ の問題意識 の も と，観測 ス ペ ク トロ グラ ム を個々 の持続音 ごとに分解 す るこ とを

目的 として ， 基底 ス ペ ク トル が時間変化す るよう改良された NMF の 拡張 モ デル が提案 さ

れて い る （Smaragdis（2004），
Ozerov　et　at．（2009），

　Na   llo　et　al．（2011））．

7．5　 そ の他の拡張モ デル

　NMF の 楽音分離や 自動採譜 へ の 応用 にお い て は，音楽ス ペ ク トロ グラ ム を各楽音の ノ
ー

トご との ス ペ ク トm グラ ム に分解する こ とが 目的 とな るが ， その 成功 の 鍵 は
， 楽音が もつ

構造，性質，傾向を い か に見つ け，NMF モ デル に どう組み込 め るか ，
に あ る． こ の ような

動機か らさ ま ざ まな拡張モ デルが 提案 され て い る．例 えば ， 各基底 ス ペ ク トル の パ ワ ーが

時間方 向に連続的 とな るよう制約が 組み込 まれた もの （Virtanen （2007）），各基底 ス ペ ク ト

ル が調波構造 をなすよ う制約された もの （Raczyhski 　et　al．（2007））， 各基底ス ペ ク トル に 自

己回帰系に よるソ
ース フ ィ ル タモ デル の 拘束が 組み込 まれた もの （Kameoka 　and 　Kashino

（200g），
Ybshii　and 　Goto （2012b）），某底 ス ペ ク トル が音色特徴量空間に おい て い くつ か の

ク ラ ス タを形成す る よ う基 底の クラ ス タ リン グと NMF に よるス ペ ク トロ グラム 分解が 1司

時に行われ る もの （Kameoka 　et　al．（2012））， などが 検討 されて い る．

7．6　 その 他の音響信号処理応用

　NMF は ，音源 分離や 自動採 譜 の 他 ， 音 声強調 （Smaragdis　et　aL （2007）），帯域拡張

（Smaragdis　and 　Raj （2007））， 音楽信号か らの ボーカ ル 成分抽出 （Durrieu　et　al．（2010））
・ド

ラム音抽出 （Hel6n・and 　Virtanen （2005）），音声認識のた めの音素特徴量抽出 （Hurmalainen

et　al ．（2011）），フ ォル マ ン ト トラ ッ キ ン グ （Durrieu　and 　Thiran （2011）），
エ コ ーキャ ン セ

ラ （戸上 ・川 口 （2〔〕09））， 音声の 時間分 解 （Hiroya （2013 ））な ど多岐にわ た っ た音声音響信

号処理問題に応用展開 され て お り，筆者 らも NMF の ア ル ゴ リズム を ヒ ン トに したブ ライ

ン ド残響除去法を提案 して い る （Kameoka 　et　al．（2009））．また
，
　 NMF は モ ノ ラ ル信号の

音源分離の た めの有効 なア プロ
ーチ として 認識 され るよ うにな っ て 以来，そ のモ デル化の

考 え方 は多チ ャ ネル 信号 の 音源分離 に も効果的で あろ うと い う期待か ら， NMF の 多チ ャ

ネル 拡張 に関す る検討 も積極的 に進 め て い る （Ozerov　and 　F6votte（2010），
　Kitano　et αL

（2010）1Sawada 　et　aC （2011，
2012），

　Higuehi　et αL （2014））．

8， ノ ン パ ラ メ トリッ ク Bayes 　NMF

8．1　 基底数の 推定

　NMF に お い ズ基 底数を い か に 推定す るか は 重要課題の
一

つ で あ る．　 Cemgil （2008）や

Schmidt　et αi．（2009）は，第 5節で 述べ た よ うな NMF の生成モ デル として の 解釈 を通 し

て ，NMF の 基底数決定問題 を周辺尤度 （H と U に関 して 周辺化 した データ行列の 生成確
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率 p（y ））に基づ くモ デル 選択の 問題 として 定式化 して い る．モ デル 選択に よ りNMF の基

底数を決定するた め に は，さ まざまな基底数の もとで NMF を実行 し， 情報量規準や周辺尤

度を算出 して 比較する手続きが 必要 となるが ，近年は ノ ン パ ラ トリッ ク Bayes ア プロ ーチ

に よ りパ ラメータ （基底行列 と係数行 列）とともに モ デル の 複雑度 （基底数）を 挙 に推論

しよ うとい う方法 も提案 されて い る （Hoffrrlan　et．　a，1．（2010），
Nakano　et　at．（2011）、　Yoshii

and 　Goto（2012b））．本 章で は ， 後 者の ア プ ロ
ーチの例 を紹介 す る．

82 　ノンパ ラメ トリ ッ ク Bayes 法

　 ノ ン パ ラメ トリッ ク Baves に お け る
「
ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク」 は パ ラメ

ータが 無 い とい う

こ とで は な く， 無数の パ ラ メ ータ を仮定す る こ とを意味す る ．ノ ン パ ラ メ トリ ッ ク Bayes

法 とは，無数の パ ラ メータか らなる確率モ デル を仮定 し，所与の データに応 じてモ デルの

パ ラ メ
ータ とともに複雑度を推論す る ア プ ロ

ー
チ の 総称で あ る．

　ノ ン パ ラメ トリ ッ ク Bayes法で は 無数の パ ラ メータを もつ 生成 モ デル （無限モ デル とい

う）を確率過程を導人 して 記述す る こ とが 多い 、混合モ デル や因子 モ デル な ど，確率 モ デル

の タイプに応 じ て さ まざまな無 限モ デ ル が こ れまで 提案されて い る．例 えば，混合正規分布，

隠れ Markov モ デル
， 確率文脈 自由文法，先 に登場 した pLSA な どの 混合モ デル に関 して

は
， Dirichlet過程 と呼ばれ る確率過程 を ベ ース として潜在 クラ ス数や状態数を無限化 したモ

デル を構成する こ とが で き る．Dirichlet分布は総和が 1 とな る よ うな有限個の 非負変数を

生成 する確率分布で あるが ， Dirichlet過程は そ の 変数を無 限個に した もの と考えれ ば良い ．

従 っ て
，
Dirichlet過程 は無限離散分布 （Σ餮1

π
，
＝ 1 を満た す π 1 ，

π 2 ，
＿ 2

。 。 ∈ ［0，
1P を生成

す る確率モ デル で あ り，例えば混合モ デル にお い て 無限個の 分布の 混合重 み に対する事前分

布 として使用で き る．Dirichlet過程が 生成する無限離散分布は ス パ ース に なる傾向が ある

ため ， Dirichlet過程 を用 い た無限混合 モ デル で は 所与の データを説明す る上で 必要な分布以

外 の 混合重みは 0 に なるよう推論結果 が誘導され る．混合モ デル の 複雑度 （混合数）が デ
ー

タか ら自動的に得 られ る の は こ の 効果に よ る．なお，第 6 節で NMF とpLSA が関連が深 い

と述 べ たが ，pLSA の 考え方 をべ 一
ス に したス ペ ク トロ グラ ム の モ デル 化 も形式的 に は

4）可

能 （Smaragdis　et　at．（2006））で ，　Dirichlet過程 を用 い れ ば その 見方か らの 無限モ デ ル 化も可

能で ある （Ybshii　and 　Goto （2012a ））．
一方，　NMF や独 立成分分析な どの 因子モ デル に 関 し

て は ，
べ 一タ過程や ガン マ 過程を用い て 因子数を無限化 したモ デル を構成す るこ とがで きる．

端的に言えばべ 一タ過程は無数の 区間 ［0，
1］の変数 （π 1 ，

π2 ，
＿

，
π 。 。 ∈ ［O，

1］）の 生成モ デル
，

ガ ン マ 過程は無数 の非負変数 （θ1，
θ2，tt．．θ。 c ∈ ［0，00 ））の 生成モ デル で あ り，NMF の 基底数

を無 限化 したモ デル は こ れ らを用 い て 構成で きる．ベ ー
タ過程を用 い る場合は

， 各基底の寄

の 周 波数を 単語，時刻 を 文 書，各 時 間周 波 数 に お け るパ ワ
ー

を 単語 の 出現 回 数 と見な せ ば，ス ペ ク トロ グラ ム

　 の 分解に pLSA を適用す る こ とがで き る．
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与の 有無 を表 した バ イ ナ リ変数 毎 賜
∈ ｛0 ，

1｝を導入 して
，

Xks
、

＝ Σ鑑 1
　Zm ，π 砺 跚 褊 μ

と

し， Zm ，n が 1 となる確率値 π m ，n
＝ p（Xm ，

n
＝ 1）をべ 一タ過程か ら生成させ る ようにすれ ば

良 い （Knowles　and 　Ghahramani（2007），Liang　et　al．（2013））．ベ ータ過程で生成 され る変

数は ス パ ース （ほ とん どが 0 に近 い 値 ）にな る傾 向が あるた め ， 所与 の データを説明する上で

必要な基底以外に対応す る バ イナ リ変数 z は 0 に なる よう推 論結果が誘導される．
一一

方，ガ

ン マ 過程を用 い る場合 は ， 基底行列 と係数行列に対しス ケール に何 らか の 制約 を置 い た （例

えば各行列要素の 期待値が 1 になる よ うに事前分布を設定するな どした）上で ，各基底 の寄

与の 度合い を表 した非負の 連続量の 変数 θ
η、

∈ R ≧o を導入 して ， XiC，n
＝Σ鬻＝1 θ，η 娠，mUm ，n

と し，θ
．

を ガ ン マ 過程か ら生成 させ る よ うに すれば良 い （Hoffman 　et 　al．（2010），
　Nakano

et α1．（2011））．ガ ン マ 過程 で 生 成 され る変数 もス パ ース （ほ とん どが 0 に近 い 値）に な る

傾向が あ るた め，所与の データを説明す る上で 必要な基底 以外に対応 す る非負変数 θ は 0

に な る よう推論結果が誘導され る。

9．　 まとめ

　本稿で は
，
NMF の 基本性質，ア ル ゴ リズム の 導出方法 ， 生成 モ デル として の 解釈 ， 音響

信号処 理 へ の応用 とその た めの 拡張 モ デル に つ い て 解説 した． よ り理解を深 めた い 読者 は

例 えば Cichocki　et　al．（2009）， 亀岡 （2012）， 澤田 （2012）の 著書や解説記事も是 非 とも参照

して頂 きた い ．
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