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1．緒論

　 こ こ で は，1999年度 竜門賞受賞 論 史
”Fully　C （mserva −

tivc　Highcl・（）rder 　Finit，e　Difference　Scllemes　for　IIIcoIn−

pl
・
essible　Flow

”1） （以 下 文 献 1）） の 解説 を 行 わ せ て 頂

き ま す，

　本研 究1よ乱 流 の ラ
』一．・ジ ・エ デ ィ

・シ ミュレ ー
シ ・1 ン 〔LES ）

の た め の 数値 計算 ；法 の 開発 を 日的 と して 始 め られ 美し

た，非圧縮性流体 の LES の 基礎式 は 質 量保 存則 漣 続 の

式〉お よ ひ 運 蝿 保 存 貝1」（
’−i’ビ ユ ・… ト

ー
ク ス 嵯 試 ）の

そ れ ぞ れ に 空 間的な フ ィ ル ター
を課 し た もの で あ り，次

式 の よ うに 表現され ま
一．」’．

∂燐一 二〇
i）tct （1）

〜

鱈 1驚 1− 一
罐 ・ ・

、1；昜j
…

上 式中，t は 時 閾，’
tL

、 σ＝1，2，3）は 速度 の ，r．lt 方向成分，

p は 圧九 ρ は 密度一 ・ は 動粘度 です ．ρ と IY は 定 数 と し

て 扱 い ます．式中に 現 れ る イタ リ ッ ク （i
，」等 ） の 繰 り返

し 添 字 に つ い て は 1
，
2

，
3 の 総和 をとる も の と し ます （総

和規約）．また， L付 き 一の 付 い た鼠は 変数 の フ ィ ル タ…

化 量 （GS 成 分 と呼ばれ、る）で ，　 LEES で は 通 常式 （⊥）お よ

び 式 〔2）を解 い て π、 お よ び p が 求 め られ ます．そ の 際，
方 程式系を閉 じ させ る た め に は 式 （2）中の SGS 応 力 （こ

σ）場合 は 応力／密度 の 次 兀 を持 ／．）），

τ7こ
＝U，、i

’
tL，i − UjlLi （3）

に 対す るモ デ ル を 与え る 必 要 が 生 じ i −．1．，こ こ で ，テ イ

ラ
…

展 開 の 結 果か ら 乃 t は フ ィル タ・一幅 の 2 乗 の オ・．一ダ・一

を 持 つ こ とが 示 され ます
2），：3）．また，式 （2）4．「の 対 流 項

∂馬 砺1∂飭 を 2 次 精度 中心 差分法 に よ り 近 似す る と，そ

の 打 ち 切 り誤差 の 初項 は 差 分 格 子 幅 の 2 乗 の オーダー
で

か つ そ の 関 数 形 は SGS 応 力 を テ イ ラー一
展開 した もの に類

似 す る こ と が 示 され ます
3｝．

　6Xj　 〜馬 　　　∂鞠
｝

対流 項差 分

鵜 一亟 ⇒ 塑 室
． ・納 一亟
　｝ 　　∂陶
打 ち切 り 誤差 　＞

　 　 　 　 　 0 （△
’
t
＞

（4）

LES に お い
．
〔
’
フ ィ ル タ …

幅 △lt が 通 常差分格 ア
・
幅 hi と

同 程度 に 設定 され る こ と （△ 〜h）を 考え る と，対
．
流項 に

2 次精度中心 差分 を 用 い た の で は SGS 応 力の 効果 が 差分

の 打 ち 切 り誤 差 に 埋 もれ て し ま うこ と が解 りま す．

　 こ の 問題 点 を解決 す る た め に は 差 分 の 近似精度 を 向 上

す れ ば 良い こ とが す ぐ に 理 解され ま す，しか し 離に 精度
の 向 上 を 図 る の み で は ト分な結 果 は 得 られ ま せ ん ．従来

の 4 次精度中心 差分 法
41

を用 い た平板 チ ャ ネル 乱流 の 数

値 計算で は ，高 レ イ ノ ル ズ 数 に お い て 不 安 定 で 非物 理 的

な 計 算結堪
5）が 与 え ら れ て し ま い よす．こ れ ま で そ の 重

要性 は 唱 え られ て い なが ら LES に 対す る対 流項 差 分 法 の

高次精度 化 が 進 ま なか っ た の は こ の よ うな 不 安定 性 の 存

在に よ る もの と考 え られ ます．解の 安 定性 を確保す る の

み で あれ ば 高 次 精度 の 風 ヒ差分 を導入 す る こ と も考えら

れ ま す が ，対流項 の 高 次 精度 風 上 差 分 法 は
一．一
般 的 に エ ネ

ル ギー・カ ス ケ
ー

ドに 関 して 散逸的 な 誤 差 を 与 え る の で ，
特 に 格

．f．解像度 が 低 し丶・1易合 （DNS が 実行 で き る ほ どの 格

r解像度 が 確保 で きな い 場 合 に LES が 使 用 され る）に は

LES の 計 算 結 果 に 大 きな 影 響 を 与 え て し ま い ます ．ま た，
乱 流 の 数 値 ll ト

．
算手法 と L て の LES に 対 す る 共 通認識 は，

SGS 応力に hl」して は 物 理 的 な 考察 に 基づ く モ デル を 与え，
格 子 で 捉 え られ る 部 分 つ 主 り GS 成 分 に つ い て は 基礎 方

程 式 を で き る だ け 忠 実 に 解 く，と い う 二 と に あ る し
：考え．

ら れ ま す ．こ の 場 合 に GS 成分か ら SGS 成分 （格 予 ス ケー

・レ以 「の 成鋤 へ の ・… i．vレギ t− 一カ ス ケー
ド（あ る L ・は 逆

カ ス ケー一
ド）は SGS モ デル の み に よ っ て 表現 され る の が

理 想的 で す．そ こ で ，LES に 対 し て は エ ネ ル ギ… ・カ ス

「i本 流 体 力学会年 会 2000講演論1販 穂σ而：万

ユ
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ケ
ー

ドに 関 して 誤 差 が 中 立 で 高精度 か つ 数 値 的 に 安定 な

対流 項 の 離散化手 法 の 使用 が 望 まれ ます．エ ネル ギー・カ

ス ケ
ー

ドに 関 して 誤 差 が 中立 とい う条件 は ，非圧 縮性 流

体 の 基礎 方程 式 は 非 粘’性 の 条件 下 で 運 動 ユ ・ネル ギーカ〜保

存され る こ と に 対応 し ま す．さ ら に ，式 （2）中 の 対 流 項

の 離散化を考え て い る の で 運 動 量の 保存性 も満 足 され る

こ とが 望 まれ ます ，

　以 上 を ま と め る と，LES の 数値計算 に お い て 対 流 項 の

離散 式 に 望 ま れ る 条件 は 以下 とな り ます ．

　 1）運 動 量 が 保 存 さ れ る

　 2）非粘性 の 極限 で 運動 エ ネ ル ギーが 保 存 され る

　 3）高精度 で ある

タ イ トル に あ る完 全 保存 と は ， L記 の 1）お よ び 2）を岡

時に 満 足 す る こ と を 意味 し ます （しば しば自乗量保存 あ る

い は エ ネル ギー一
保存 と も表現 され ます），2 次精度中心 差

分 に よ る 数値計算で は，結 果 の 信頼性 は f分 で は あ り t

せ ん が ，適 切 に 離 散 化 が 行 わ れ て い れ ば 比 較的高い レ イ

ノ ル ズ 数で も安定 な解が 得 られ る こ とが 知 られ て お り ま

す．こ れ は ，ス タ ガ
ー一

ド格
．r．に お ける従 来の 2 次精度差

分法が iz記 1）お よ び 2）を 満 足 し て い る こ とに よ ります ．

特 に L記 2）が 満 足 され て い れば非線形不安 定 性 は 除 去 さ

れ ます ．で は ，完全保存形 の 高 次 精度対流項差分 ス キ
…

ム は 存在す る の で し ょ うか ？

　 文 献 1） で は ，非圧縮性流体 の 運動 の 支 配 方程 式 が 持

っ 解析的な保存特性 が 整 理 され た 後，代表的な差分格 f・

（レ ギ ュ ラ
ー，ス タ ガー ドお よ び コ ロ ケ

ー
ト格 ∫） に お け

る従来 の 差分 ス キ ーム の 吟味 お よ び そ の 問題 点 が 指 摘 さ

れた後，完 全 保存形 の 高次精度対流項差分 ス キーム が 示

され て お り ま す，特 に，非圧縮性流体 の 解析 に お い て・k
．

用な ス タ ガー ド格 f一に 対 し，初 め て 4 次 精 度 以 上 の 完 全

保存形 差 分 ス キ
ー

ム が 示 され ま した ．

2 ．対流項が持つ 解析的な保 存 特 性

　こ れ まで の 話 は LES の 数値計算 に 対するもの で した が ，

こ こ で の 議論 は LES の 基礎方程 式 （（1），（2））の み な らず

フ ィル 7S　一一化前の 質量 お よび 運 動 量の 保存則 に対 して も

そ の ま ま成 立 す る の で ，以 下で は フ ィル タ
ー

化 を表現す

る L付 き
一

を取 っ た変数 に 対 して 議論 を 進 め ます （っ ま

り本研 究 の 成 果 は LES の み な らず DNS に 対 して 繕）有 効

です ）．また，文献 1）で は 運 動 方程 式 中の 全 て の 項 に つ

い て そ の 保存特性 が 考察 され て お り ます が，こ こ で は 乱

流 の 数 値 計 算 を 実 行 す る 上 で 特 に 重 要 な運 動方程 式 中 の

対流項 の 保存特 性 の み に つ い て 簡 単 に 紹 介 させ て 頂 き ま

す．まず 対 流項の 型 と して は，

　　　　　　　　　　　 ∂・CL“Lt

　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　 （5）　　　 発 散型 の 対流 項

　　　　　　　　　　　　∂二君
ゴ

… 軸 瀬 騰 ，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ

（6）

　　　混 合型 ・ 対流項 1醗 ・ ・調 一 ・・

を 用 い る こ とが出来 ます．勾配型 の 対流 項 （式 （6）） は

　　　　　　　　　　 ∂ll．」　　 ∂砺 　 （）’u，j
・
tLi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8）
　

’
”，）

∂．TJ
＝

マ翫厂
一Ui

∂x ．．1

と変形 で きる の で ，質 量 保 存則 ，

塑 ．・，　 　 　 　 　 　 　 （9）
　 ∂：；、ノ

が 満 足 さ れ る 場合 に 式 （5）の 発散型 と式 （6）の 勾 配 型 に

は tl二換 性 が 成 立 し ま す．混合型 は 発散 型 と勾 配 型 の 平 均

なの で 次 の よ う に も変 形 で き ます ，

嬬諍… i；ll）一讐
…1磯

　　　　　　　　　　　一
燭 i；鍔・1嘴 　（1・）

こ こ で ∂o／∂鞠 で 整理 され る 項 を保存形 と 呼び ます．物

理．的 な 保 存 量 の 輸送 方程式 に お い て は 時聞項以 外 の 項 は

全 て 保 存：形 で 表現 され ます．式 （5）の 発散型 の 対流 項 は

先 大的 に 保 存 形 で あ り，式 （6）の 勾 配 型 お よ び 式 （7）の 温

合型 の 対 流項 は 式 （9）の 質量保存則 が 満 足 され る場 合 に

保存形 と な り ます．

　次に ，式 （5）〜（7）の 対 流 項 の 各 型 （発 散型，勾配型，混

合 型 ） が 自 乗量 の 輸送方程 式 中で ど の よ うに 表 現 さ れ る

か を 調 べ る た め ，こ れ らの こ ・α 成分 に 1．Lc，を 乗 じて み

ま
．
寸　（ギ リ シ ャ 文 字 の 添 え学 α は 総 和 規 約 に 従わない こ

とに 注 意：），

鮎 階 一
蔽

岩禁・ 1騰
蝿 糖］

一 ∂u3 タ落
∂毋

ゴ

1、2 ∂1り　
こる　

　
2 α

∂陶

（11）

（12）

隔 膿 弁・ 劇 一 繁 　 ・・3・

こ れ ら よ り式 （7）の 混合型 の 対流項 は 先 天 的 に 自乗量 に

関 し て 保存形，式 （5）の 発散型お よび 式 〔6）の 勾配 型 の 対

流 項 は 式 （9）の 質量保存則 が 満 足 され る 場合 に 自乗量 に

関 して 保存形 とな り ます，対流 項 の 各型 に 対す る 運 動 量

？Lt お よ び そ の 自乗 量 毒uZ の 保 存特性を よ とめ る と表 1

の よ うに な り ます．表中の ○ は 先 天 的 に保 存形 を与 え

る こ と，○ は 式 （9）の 質 量 保 存 則 が 満 足 され る 場合 に 保

存形 を 9 える こ と を 意味 し ます．

　以．E の 関係 は 2 つ の 変数 ‘ψ の 積 の 微分 に 関す る解析

的 な 恒 等 式 ，

　e（axb ）一。
埜 ＋ δ塵 　 　 　 　 （・4）

　　　　　　　　　　　∂tCj　　　　　　　 ∂置
」　　 ∂ご‘

ゴ

が 成立す る こ とを前提 と して議論 が 進 め られ て い ます．ま

た ，非 圧 縮性 流 体 の 解 析 に お い て 運 動 エ ネル ギ ーの 輸 送

一2 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　
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Table　1．　Conservative　Propertiet　iIl　1‘t　a 皿 d ？tY
，
　12　eqs ．

Type 　 Ut 撚

方程 式 が 解 か れ な い の は ，そ れ が 運動 量お よ び 質 最 保 存

則の 従属 的 な 方程式 で あ る こ とに k り ます．しか し，

〔14）に 対す る 離散 式 ，

δ（1肴
の

織 騰

式

（15）

は
一
般的 に は 成 立 しな い た め 対 流項 の 各型 に 対

．
す る離散

式 は一
般 に 異な っ た も の とな ります，こ の た め 質量お よ

び 運 動 量の 保 存則 を 適 切 に 離散化 L て 解 け ば こ れ らの 量

を保存す る 解 は 得 られ ます が ，運 動 工 t’ル ギ
…

に 関する

保 存 特 性 ま で は 満 足 され ま せ ん ．こ れ は 運 動 エ ネル ギー一

の 輸送力程 式 に 由来す る 速度変 動 に 対す る拘 束条件 が 作

）1］し な く な る こ と を意味 L ，数 値 解 が 不安 定 と な る原 因

を 作 り ます．完 全 保 存 形 の 対流 項 差分 X キー一ム とは ，こ

こ で 示 した 解析的な性質 が 離散的 に 再 現 さ れ る特別な差

分 ス キ
ー

ム で す．

3 ．ス タガード格子 で の 完全保存 形 対流項 差 分 ス キーム

　非圧縮性流体 の 数値計 算で は 速度 と圧 力 との 適 切 な カ ッ

プ リン グ の た め に ス タ ガード格子 が 用 い られ ま す，ス タ

ガー
ド格 子 で は 圧 力 の 定義 点 か ら 各方 向 に 半格 子ず れ た

位置 に 各 ノ∫向 の 速度成分が配 置 され ます ．ス タ ガ・一．一
ド格

r．で の 空 聞 2 次 精度 差分 に 対 す る完 全 保 存 形 対 流 項 差分

ス キーム は ，発 散型に
〆．

）い て は HaI・low ＆ Welch　 6） に

よっ て，混 合型 つ い て は Piacsek ＆ N・Vi］liams　7〕 よ っ て ，

さらに 勾配 型 につ い て は 梶島
8＞ に よ っ て提 案 され て お り

fRす．こ れ ら は 式 （9）の 質 量保 存則 が 圧 力 の 定義点 E で

通常 の 2 次精度差 分 に よ り 離散化 され る 場合 に そ れ ぞ れ

圧換と な り，運動量お よ び 速度 自乗 量 （つ ま り運 動 エ ネ

ル ギー
）　が 同 時に 離散 白勺に 保存 され す、

．．j　1，

　LES に 対 して は 4 次精度 以 E の 対 流 項 差分 ス キ・一
ム の

使 用 が 望 ま しい こ とは既 に 述べ た とお りで す が ，ス タ ガー

ド格 子 に お け る 空間 4 次 精度の 完 全 保存形対流項差分 ス

キ ーム が 本研 究に よ っ て 初 め て 示 され ま した ，こ れ らを

記述する た め ，まず差 分 お よ び 補間 オベ レ ータ を 次 の よ

う に 定 義 し ま す，

璽
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11J2，・＝ ・s）

　j　 　 　 　 　 n

死
ψ圃

一
弟 1・x ：

・謝

1　 　 　 　 7i，

至
卿 11 ＋ ihh　

／tt2，　／v3 ）

1　 　 　 　 n

ii
・P（・Cl 一

ih・，
・1・2111・3）

（16）

（17）

一3

．r2 ，．T3 方 向 の 差分お よび補間 オ ペ レ
ー

タ も同 様 に 定義 さ

れ る もの と しま す．こ、こ で 差 分 や 補 間 の ス テ ン シ ル を表

現 す る n つ い て は 総 和 規 約 は 適 用 され な い もの と します．

乃 方 向 の 差分オ ベ レ ータ は δ
η ／δ，、icj と記述 され ます が ，

こ の 場 合 の
紛 の 添え字 ．ブに つ い て は 総 和 規約 が 適 用 さ

れ る も の と し ます，しか し 一 imj
の 添 え宇 」に つ い て は

そ れ 自身 で は 総和 は とらず、離散 式 の 同 じ項 中 の 成分
’
tt
ゴ

や 差分 オ ヘ レ
…

タ 6n！h”．：：
」

の 添 え 字 」 に 従 っ て 変 化 す る

もの と し ま す、離散化 は 必 要 な位 置 で 用 い られ る もの と

し ま す，空間 4 次精度差分 で の ，発 散型，勾配型 ，混 合
型に 対応す る 対流 項 の 離散式 は そ れ ぞ れ 次式 の よ うに 表

現 され ま す ．
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こ れ らは 式 〔9）の 質 量 保 存則 が 圧力 の 定義点．ttで 次 式 、

（Cloη‘，一，S
’
4）・ 謙

一
謙 一・

， 　 （・・〉

に よ り離 散化 され る場合 に 互 換 とな り，運 動 量お よ び 速

度自乗 爨 （
・

〕 玄 り運 動 エ ネル ギ ー
） が 離散的 に 同 時 に 保

存 され る 完 全保存形 対 流 項 差分 ス キ
ー

ム と な り ます ，離

散 式 に 対す る 保存特 性 の 検討 の 詳細 は 文献 1 ＞ を ご参 照

下 さい ．

　文献 1） で は ，さらに 高次精度 の 完全保 存形対流項差

分 ス キ
ー

ム も
一
般 的 に 構成 で き る こ とが 示 され て お りま

す．
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