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Wc 　have　somc 　kinds　of 　formulatlons　of 　the 　convectiQn 　tcrm 　in　thc　Navlcr−Stokes　equatiQn ．　 In　the 　analysis 　of 　an

incomprcssible　flow，　these 　formulations　are 　equal 　t．o　cach 　ot．her　whon 　the 　continui しy　eqaution 　is　satis 丘cd．　Howe 、
・er ，

w 。 。 a ガt 、ati 、fi。d　 thc ・ ・ ntinuity 閃 uatbn ・ ・ mp1 ・t・ly　in ・ u ・ ・ a1 ・；ulatl ・ 1・・In　 th ・ p ・e・ ent 　 pap … we 　di・cu ・ ・ the

formulatiQn　of 　the 　cQnvcctbn 　term 　and 　its　discretizat．i匸πI　on 丘nito 　clcmcnt 　method ，　Thc 　each 　numericai 　res山 which

is　Qbtained 　by 　thc 　analysis 　of 　the　turbulent 　channc 田 ow 　using 　Large　Eddy 　Simuiation　is　compared ．　As 　a 　result ，　it
is　shown 　that 　the 　divergencc　form　is　bettcr　fQrm　in　ternls　of 　the　numcrlcal εしccuracy 　and 　the　cQnscrvative 　property ．

1。は じめに

　一
般に 流 れ の 有限要素法 解析 におい て Navier−Stokes方程式

の 対流項 に は勾 配 型 （Gradient　form）の 形 式が 用 られ る 場合が

多い 、しか しなが ら Navier −Stokes 方程 式が 運 動 量保存 則か ら

導 かオL る こ と を考える と，発散型 （Divergence　form）を用い る

こ とが 望 ましい よ うに 思 わ れ る，両 者 は連 続の 式が 完 全 に満足

され れ ば互 換で あ る が，数値解 析で 連続 の 式 を完全 に 満 たす こ

とは困難 で あ る．例 えば本論文で 扱 うGSMAC 有限要 素法
11 」

で は圧 力 に 関す る Poisson 方程 式の 流 速 と圧力 の 同時緩和 反復

の 際 に 収 束判定基 準 と して連 続の 式が小 さな値 を とる こ と を 要

求す る が．完 全 に零 に なるわ けで は ない ．そ の他の 解析手法で

も こ れ は 同 じで あ る．そ の 結 果，勾配型 と発散 型で は 解析結 果

に 誤差 が生 じる こ と に な る は ず で ある が，有 限要素法解析 に お

い て は これ らの 対 流項の 形 式 に よる解析 誤差 に つ い て 比較検討

さ れ て お らず，検討の 必要 があ る と思 わ れ る．さらに 勾配 型 と

発散型の 平 均 を と る形式 と して 混合型 （Skew−Symmetricform ）

も考 え られ る．混合型 は速 度二 乗量お よ び運動 エ ネル ギ
ー

に 対

して 保存形 で ある こ とが 示 さ れ
〔2），差分法で 用い られる こ とが

多い が，有限 要素法 で用 い られ る こ とは 少 な く．比 較検討 す べ

き形式 で ある と考 え られ る．これ ら以外に初期の GSMAC 　E 限

要素法 〔3）
で 用い られ て い た よ うに．回転型（Rotational　brm ）

で 表 示す る こ と も考 え られ るが ，回転 型表 示は 速 い 流 れの 解析

で 必 要不 可欠 とな る 上 流 化手 法の 考案 が 困難 な こ と考慮 し て，
本論文で は勾配 型，発散型，混合型の 3 つ の 対流項 の 表現形式

に つ い て 解析誤 差 の 比較検討 を 行 う．
　 また特 に 乱流 の 数値解析 に お い て は対 流項の 取 り扱 い を慎 重

に 行 わ な けれ ば な ら ず，対流項の 違い に よる解 析結果 の 違い は

顕 著 に現 れ る もの と考 え られ る ，そ こ で 本論 文で は対 流項の 違

い に よる解 析 誤差の 比較 を LES （Laege 　Eddy 　Simulati　on ）に よ

る平行平板 間乱流 の 解析 に よ っ て 行 う．

2 ，定式化 お よび 離 散化

　有限要素法に よる非圧縮性流 体の 流れ 解析 を行 う多 くの 場 合，
流 れ を記 述す る支配方程式で あ る連続の 式 と NaVler−Stokes方
程 式 は以 下 の よ うに 書か れ る．

▽
．
u ＝0

寄＋ （u ・▽ ）u − 一▽・ ＋ 毒▽
2u

（1．）

〔2）

こ こ で 方 程式 は 適切 に 無次 元化 され て い る もの と し，u ，　p．　 Re

はそれぞ れ速度 ベ ク トル，圧 力，ReynQlds数で あ る，本来．運

動 量保存 則 か ら導 か れる Navier−StQkes方程式 （2）の 左 辺 第 2

項 に示 さ れ る対流 項 は保存 形式 と して

　　　（Convection　term ）＝▽ ・
〔uu ）　 　 　 　 　 　 （3＞

と 発散型 で 表 さ れ る が，連続の 式 〔1〕を考慮 す る こ とに よ っ て

式（2）の よ うに勾 配型 で書 くこ ともで きる．数値解析 にお い て

連続 の 式 （1）が 完全 に満足 されれば 対流 項の 勾配 型 と発 散型 は

互換 で あ るが，一
般 に は式 （1）が 完全 に は 満足 され る ない ．ま

た対 流項の 形 式 に は勾 配型 と発散型 の 平均を とる混合型があ り

以 下 の よ うに 書か れ る．

　　　〔・ ・ nv ・… … e ・ m ）弓｛・
・
（uu ）・ （… ）u ｝ …

本論文で は式 （2），〔3），（4）の 勾配 型，発 散型，混合型 の対 流

項 に 対 し て 解 析結果 の 比 較 を行 う．
　 次 に こ れ らの 形式 の 双一次要 素 Galerkin 法 に よ る離 散化 を

考 え る．一般 に有 限 要素法に よる 離散化 は差分法 に よる離散化

に 比 べ ，係 数行列 を必要 とす る た め に 記憶 容量 が大 き くな っ て

しま う．そ こで こ こ で は要 素平 均 を用 い る こ とに よ り，記憶容

量 を小 さくす るこ と を考 えて 離散化 を行う．そ の ため 勾配型 で

は 従来 か ら行 わ れ て い る 移流速 度 を，発 散型 で は テ ン ソ ル uu

に 要素 平均 を用 い る．その 結 果離散化 さ れ た各形 式 は以下 の よ

うに書 かれ る．

Ue ．A αeup

一
（uu ｝。C α

（Gradient　f（）rm ）

（Divergence 　form）

｛u ．　・・A 。su 　一（uu ）eCa ｝12（Skew −Symmetric　f・ rm ）

こ こ で 移流行列 Aae ，勾配 行列 Ca は線 形形状 関ts　Ara

　 　 　 1
ノ〉α＝　百（1 一トξαξ）（1 ＋ ηαη）（1＋ くαく）　　（3D ）

r
，

｛6 ｝

「
ボ

〔8）

を用 い て それ ぞれ 以 下の よ うに書 か れ る．た だ し，ξ，η，くは

計算空間 の座標で あ り，下 添字 α は 局所節点番 号で ある．

・・β 一か ・ … Ω

凱 一五一

（9｝

〔10）

また 下 添字 α ，βは 局 所節点番号，e は 要素平均，Ω は 有 限要素

内部 を表 す．式 （6），（7）の 発散型 と混合型の 発散型部分で は 部

分積 分 を用い たが，こ こでは 境界積分項 の 表記 を省略 して い る．
　 本論

．
文で は対 流 項 の 影響 の み を検討 す る こ とか ら，Naiver−

Stokes．方程 式 （2）中 の 他の 非定常 項，圧 力項，粘 性 項 に 関 して

は 以下 の よ うに 同 ・．
の 離散化 を用い る こ ととす る．

　　　・・ n ・ ・e ・d畑 ）靄 ・  　 　 　（・11

（Pressure　term ）＝CaPe

　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
（Vis° cus 　te 「 m ）＝一

コIED… US

｛12：1

〔13 ］
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Fig．1Distributions　of 　mean 　 velocity Fig．4Distributions　of　turbulent 　illtensity　wrms
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Fig．2Distributions　of 　turbulent 　intensity　urms Fig．5Distributions　of 　Reynolds　stress
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壁 面 上 で 滑 りな しの 条件 を用 い る．この と き流 れ を 維持 す る

ため に 無次元 圧 力勾配 ∂P1∂x ＝− 2，0 を与 えた ．要素分 割 は

32 × 64 × 32 で あ り，壁座 標 に基づ く格子間隔は △ x
＋

：△ y
＋

：

△ t
＋ ＝36 ； 1．82 〜12．61 ： 18 で あ る，解 析 の 時 間 刻み 幅 は

△ t＝2．5x10
−4

と した．初期条件に は勾配型の 対流項に よ る 離

散 化で 予備計 算 を行い ，十分 に 発達 し た状態 の 瞬時値 を用 い た ．
　 図 1 に 平均速度分布 を示 した．壁方 向の 分割数 が 少 なか っ た

前 報で は発散 型で 主流 を過小 評価 す る傾 向に あっ た が 鴎 ，平均

速 度分布は い ずれ の 形式にお い て も DNS データ と 良好 に
一

致 し

た．図 2 か ら 4 に 示 した乱流強度お よ び図 5 に示 した Reynolds
応 力で は，前 報 に 比べ 主流 を過 小 評価 を 改善 した た め 若干過大

に 評価 して い る もの の 発散 型 の 解析結果 が DNS デ
ー

タ に 最 も

近 い 分布 を示す．以上 の 結果に お い て発 散型 は連 続の 式 の 誤 差

分 を含め て対 流 項 を正 し く評 価 して お り，逆 に 勾 配型 で は こ の

評価 が 出来 な か っ た もの と考え られる．
Fig．3DistributiQns　of 　turbuient 　intensity　vrms

ただ し，M α β は集 中質量 行列で あ り，質量行列 M αβ，拡散行

列 D αβ は 以 下 の よ うに書か れ る．

嶋 ・紘職 ・・

D ・B − fn・ iV・　’▽ 嗣 ・

（14）

（15）

3．解析 モ デ ル お よ び 解析結 果

　乱流モ デ ル に は Smagorinskyモ デ ル を用 い る．解析領域 は流

れ 方向 （x ），壁面方向 （y），ス パ ン 方向 （z ）に 3、2H × 1．OHxl ．6H
と した．壁面摩擦速度に基づ くReynolds数は Rer（…≡ u ．H ！v ）＝
360 で あ る、境界 条件 は 流れ 方向 と ス パ ン 方向 に周期境 界条件，

5．お わ り に

　本論文 で は Smagorinskyモ デ ル を用 い た 平行 平板 間乱 流の

LES に よ る対流項 の 定式化 の 違い に よる解 析結果の 比較検討を

行 っ た，対流 項 に 勾配 型 ・発 散型 ・混合 型 を用 い た 結 果，発 散

型 を用 い る こ と に よ り従 来 か ら用い られ て い る勾 配型 や 勾 配型

と発 散型の 平均 をと る混合型 に 比べ て，良好な解析結果を 得 ら

れ る こ とが 分 か っ た．
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