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圧縮性 粘性 流体 の 構成方 程式

The　Constitutive　Equation　of 　a　Compressible　and 　Viscous　Fluid

○ 仲座栄三 ，津嘉山正 光，牧野敏明，シ ャ ッ ク ラ ハ マ ン （琉球大）

Eizo　NAKAZA ＊ ，　Seikoh　TSUKAYAMA ＊ ，Toshia工d　MAKINO ＊ and 　Shak 　Rahaman ＊

＊Dept．　of 　University　of 　the　Ryukyus ，　Senbam −1，0kinawa903 −Ol23 ，Japan

After　discussing　physical　and 　mathematical 　validities 　of 　the　existing 　constitutive 　equations 　of 　a 　compressible 　and

viscous 且uid ，　the　authors 　propose 　an 　altemative 　equation 　of 　Sbokes’s　constitutive 　equation ．　Its　accuracy 　is　checked

through　a　comparison 　between　theoretica1　and 　experimental 　numerica1 　values 　ofbulk 　Viscesity　in　the　range 　ofmotion

with 　no 　internal　process．　Finally，　the　constitutive 　equatien 　of　an 　elastic 　and 　isotopic　materia1 　is　suggested ．

1 ．緒 論

　本論 は ，ス ト
ー

ク ス の 仮説
1 ）12）

を導入す る粘性 応 力 の 構

築 に 疑義を投 じ，そ うした仮説 を何 ら含 ま な い 構 成 方 程 式 を

提 案 す る，ま た，そ の 妥 当性 を 実験 値 との 比 較 で 示 す．

2 ．従来 の粘性則

　歴 史的な 背 景 に鑑 み，弾性応力の 構築 か ら粘性応力 の 構築

へ と 話を進 め る こ と に す る ，弾性 学 は，R ．　Hooke の 法 則 に

従 い ，弾性 体 の 相 対 的微 小 変形 に 対 し，弾性応力テ ン ソ ル τij

と微小 歪 みテ ン ソル ε
ヴ

と を次 の よ うに線 形 関係 で 結 ん で い

る．3 ｝

　　　　　　　　　 ・

ゲ
c
ケ画 　　　　　　　　（1 ）

こ こ に，座 標系 と して は直 行 座 標系 が 用 い られ て お り，添 え

字は Einsteinの 規約 に従 う．ま た ，　 Cijklは ，
4 階 の 弾陵係

数 テ ン ソ ル で あ る．応 力 テ ン ソ ル と 歪 み テ ン ソ ル の 対 称性 か

ら係数テ ン ソ ル に も対称性 が 要求 され る．

　さ ら に ， 材 料 が
一

様 で 等 方性 を有す る と き ， 係数 テ ン ソ ル

に は 数学 的 に等方 性 条件 と対 称性 を満 た す こ とが 要求 され

る．テ ン ソ ル 解析 に よ り，対称 性 と等方 性 を あ わせ 持 つ 4 階

の テ ン ソ ・レは，奄 δ
、∂か 霾 ，、

δ
ノ1

＋ 4，
δ
ノ∂か の た だ 2 つ の

テ ン ソル 形 に集約 され る こ とが 証 明 され て い る．3 ）
こ こ に，

δ
ヴ
は Kronecker の デル タ で あ る．係 数 λお よ び μ は ，そ れ

ぞ れ Lam6 の 第
一

お よび 第 二 定数 と呼 ばれ る，

　式 （1 ）に示 す 係 数 テ ン ソ ル に 2　（6ij　6kt　）を 用 い る と，式 （1 ＞

は  
＝えε舳 傷な る形 の 応力 と歪 み の 関 係を与える．こ の と

き，歪 み 量 は 体 積 歪 み ekk の み で 与え られ て お り，弾性体の

相対 的微小 変形 量 と応力 との
一

般的な関係を与え ない ．

　 した が っ て ，式 （1 ）に 示 す 4 階の 係 数 テ ン ソル と して は，

μ〔娠 δ
ノ，

＋ δ11δ丿ρが 選 ばれ な け れ ば な らな い とす る結 論 に 至

る ．こ の と き，式 （1 ） は 次 式 で 与 え られ る．

　　　　　　　　　　 τ
ヴ
＝2με

ヴ　　　　　　　　　　　　　（2 ）

式 （2 ）の 場合，式 （1 ） と同様，弾性体 の 相対的 微小 変形

を 表 す 歪 み テ ン ソル と応力 テ ン ソ ル と の 関 係を正 し く与え

て い る．

　従 来 の 弾 性 学 は，等 方 弾 性 体 の 微 小 変 形 に 対 し，式 （1 ）

を ，一一
般 に 次の よ うに 変形 し て い る．

　　　　　　　　　 rij ＝Ze　kk　b
’
ij＋ 2με

ヴ　　　　　　　　　（3 ）

こ の 関係式の 右辺 第
一

項 の 存在 は ， 式 （1 ） で 弾性体の 相対

的 微小 変 形 を 表 す に 歪 みテ ン ソ ル 勾 を用 い て 十分 で あ る と

す る 精 神 に 反 す る．

　二 っ の 2 階対称 テ ン ソル を数学的 に 線形関係 で 結ぶ とい

うだ け な ら ， 式 （3 ＞ は そ の
…

般 形 と な り得 る，し か し なが

ら，同 じ線 形 性 を詠 う Hooke の 法則 は そ れ に物 理 が 入 っ て

い る，

　Hooke の 法 則 で は，2 階対 称 テ ン ソ ル が 応 力 と 変形 量 と を

表 す も の で な けれ ばな らな い ．応 力 と歪 み 量 との 数学的 線形

性とい う観点の み か らは ， 式 （3 ）の 表記 も正 しい よ うに 思

え る．しか しな が ら，機械的作用 に よ る材料 の 相対的微 小 変

形を表す に は 歪 み テ ン ソ ル
殉 を用 い て 十 分 で あ る か ら，式

（3 ）の 左 辺 第
一

項 に 示 す 等 方 歪 み 成 分 の 項 は ，Hooke の 法

則 を表 す に は 全 く必 要 な い 項 とな る ．

　 し た が っ て ，Hooke の 法 則 を式 （1 ） で 表 し，その 後，

等方 性弾性体の Hooke の 法則 が 式 （3 ＞ で 与え られ る と結

論 付 け る の は，誤 り と言わ ざ る を 得な い ．

　NaVier，　Cauchy ，　Poisson，そ して Stokesの 時代 に あ っ て

は，弾性体 の 弾性 係 数 が 1 っ か 2 つ で あ る か の 大 論 争 が 巻 き

起 こ っ て い る．4 ）

その 結末 は，「2 つ の 係数を用 い る 方が 実

験 値 との 整合性 が 良 く，弾 性 係 数 は 2 つ と見 なせ る 1 と す る

考 え に 至 っ て い る．しか しな が ら，数 理 学 的 な 見 地 か らは，

上 述 の よ うに，Hooke の 法則を表す機械的弾性係数は た だ 1

っ で あ る と結論づ け られ る．

　流 体の 粘 性 応 力 構築 を 弾性学 に お け る 弾性応力の 構築法

に倣 う とき，等 方性 流 体 の 粘 性 応 力 テ ン ソ ル と歪 み 速 度テ ン

ソル との 関係 は ，式 （1 ）お よ び 式 （3 ） の 形 に 表 され る．

た だ し ， 式 （3 ） の 弾性 応 力 テ ン ソ ル を粘性応力テ ン ソ ル ，

歪 み テ ン ソ ル を歪 み 速度テ ン ソル ，弾性 係 数 を 粘 性 係 数 と読

み 替 え る 必 要 が あ る ．

　式 （3 ） に 示 す 応 カ テ ン ソル を 等方 テ ン ソ ル と偏差テ ン ソ

ル との 和で 表す な らば，次式 の よ うに 書 け る．

　　　　・
σ
・（2 ・ 2μ13）・、鴎 ・ 2μ（・、j　

− 1f3・、k　fi、i　）　 （4）

　Stokes　
1 ）

は，流 体 が 非 圧 縮 で あ る と き，運 動 方 程 式 は

一106一
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NaVier の 運 動 方 程 式 と
一

致す る と述 べ て い る ，こ の とき，

粘性係数 は ただ 1 つ の 係数 μ で 与 え られ る。続 い て
，
圧 縮 性

の 流体に あっ て も，体積粘性応 力 は ゼ ロ と仮 定 で き る の で は

な い か ？と して い る ，こ の と き，粘 性 係数 は 2 っ か ら 1 つ に

減 らされ る．

　 こ こ に 導 入 され た 仮説
一 「等方 体積粘性応 力 はゼ ロ と設 定

して もよ い の で は な い か 」 とい うの が Stokesの 仮説で あ り，

λ＋ 2μ13＝O を持 っ て 表 され る．

　Batchelor5） や Lighthill6） は，単原子 気 体 に あ っ て は，

Stokes が 与 え た粘性応 力 が適 用 で き て も ， 多原 子 気体な ど

に あ っ て は ，内 部 過 程 に伴 う緩和 に よ り，い わ ば第 二 の 粘 性

が 現 れ，よ り
一

般 的な粘性応 力 は ，等方 体 積 粘 性 応力 を考慮

し， 次 式 の 形 で 与えられ る とす る 旨の 説 明 を 与 え て い る．

　　　　　・
夢
一X ・

。、
　6

、
・　・　2μ（・ij　

− 1／3・
欣

δ
夢1　 　 （5 ）

こ こ に，x は 体積粘性係数あ るい は第 二 粘性係数 と呼 ばれ る．

　数学的な変形 と して は ， 式 （5 ）は 式 （4 ）に お い て ，

　　　　　　　　　 Z ＝A ＋ 2μ 13　　　　　　　　　　　　　　　（6 ＞

と置 い た もの に 他 な らな い ．

　 しか し なが ら，流体の 粘性 に よ り機械的 な 作 用 と して 生 じ

る粘性応力 の 発 生 メ カ ニ ズ ム と 内部過程を考慮す る こ と に

よ る体積粘性 の 発生 メ カ ニ ズ ム と は 全 く異 な る 物 理 で あ る．

した が っ て ， 内部過程 で 生 じる体積粘性 応 力 を 表 す に式 （6 ）

の 関係を導入 す る こ と は厳 密 に は正 し くない ．

　 した が っ て ，Batchelor5｝
や Lighthill　6｝

は，流体 の 粘性 に

よ り機械的な 作用 と して 生 じ る 粘性応 力 に ，Stokesの 仮 説

を含む Stokesの 構成方程 式 を 用 い ，そ の 上 で ， 内部過 程 に

対 し，体積応 力 の 形 に 構 築 した 第二 の 等方粘性応力を導入 し

た こ と に な る ．

　 Stokesの 仮 説 の 成 立 を認 め，さらに 式 （6 ＞ の 関係 を 導

入 し，単 原子 気 体 に つ い て，X ＝O と設定す る場合 の 問題 点

を考え て み よ う．こ の と き，式 （6 ）に おい て ，粘性係数 1

に λ＝−2μ ／3 なる 関係 を 与 え た こ と と等 価 とな る．

　粘性係数 μ は 正 の 値 を持 つ こ と が 熱力学 の 第 二 法 則 か ら

要求 され るた め，粘性 係 数 と して 導入 され た係数 λ に 負の 値

を 持 つ 事 を許 す こ と に な る．X ≧ 0 で さえ あれ ば，式 （5 ）

の 関係は 熱力 学 に矛 盾 を きた さ な い ，し か し な が ら，粘 性 係

数 が 負で あっ て も良い とす る考 え に ， 粘性 係 数 の 物理 的解釈

上 の 問題 が あ る の で は なか ろ うか．StOkesの 仮 説 や X ＝0 と

置 け る こ と の 妥 当 性 の 疑 義 に つ い て は ，Schlichting　2　）

（Chapter　III−e ）や 今井
7｝

（§63−N ） も触れ て い る．

3 ．新た な 構成方程式

　粘 性 応 力構築 に お い て ，粘 性 応 力 テ ン ソ ル が 歪 み 速度テ ン

ソ ル に 線形比 例 し ， そ れ が 式 （1 ）の 式 形 で 与 え られ る こ と

を始 点 とす る な ら，粘性応 力 は式 （2 ） に 示 す 式形 で 与 え ら

れ なけれ ば な らな い こ とを すで に示 した，

　 し た が っ て，運 動 状 態 の 流体に 対 し，圧 力 が熱 力 学的平衡

圧 で 与 え られ るな らば，流体の 内部応 力 テ ン ソル σ
ヴ
は次式

で 与えられ る，

　　　　　　σ
ジ

ー
鴎 ・ 2μ・i」　 　 　 　 　 （7 ）

こ こ に ， p は熱力学的 平 衡圧 で あ る．

　 運 動 中の 流 体に 内 部 過 程の 存在 を認 め，圧 力 の 緩和 を考慮

す る なら，式 （7 ） は次 式 の よ うに 書け る．

　　　　　σ
ヴ
ー一（P　

一
　r ・、、　＞5ij・ 2μ・

り 　 　 　 （8 ＞

こ こ に，κ は 圧力 の 緩和 に 関わ る係数 で あ り，以 後，緩和係

数 と呼ぶ こ とに す る．

　粘性 係 数 が μ ≧ 0 と な る こ と を 考慮 し，緩 和係 数 は熱 力 学

の 第二 法則 に 則 り，κ ≧ 0 で な けれ ば な ら な い ．した が っ て ，

例 え，単原子気 体を想 定 す る場合で あ っ て も，提案式 か ら従

来 の 構 成方程式 （5 ） と 同 形 の 式を与える こ と は で き ない ．

こ の 点 は ，特筆 し て お く必 要 が あ ろ う，

4 ．実験値 と の 比 較

　LighthM　
6）

は，窒素ガス に 対す る音波 の エ ネル ギー
減衰

に 関す る様 々 な実験結果を整 理 し，内 部過 程 が 無視 で きる よ

うな 条件で
， 体積 粘 性係数 の 値が X ＝（O．6− O．8）μ の 範 囲 に あ

る と述 べ て い る．こ れ に対 し，従 来 の 流体力学 は 体積 粘 性 係

数 の 理 論 的な値 と して ，Stokes の 仮説を持ち込 み，　 X ＝O と

与 え る の み で あ る．

　
一

方 ， 内部過 程 を 無視す る と き ，提 案式 （8 ） は ， 従 来の

流 体 力 学 が 定義す る 体積 粘 性 係数 の 値 rlSX＝2μ 13・・tO ．7 で

な け れ ば な らな い と主 張 す る．こ の 値 は，実験 値 と極 め て 良

く整 合 し， 提 案 式 の 妥 当性 を 示 す
一

例 もの と言 え よ う．

5 ．結論

　理 論的 考察 お よび 実 験値 との 比 較 に お い て ，提 案 す る構 成

方 程式 （7 ） あ る い は （8 ） は ， 圧 縮性 粘 性 流 体 の 構 成 方程

式 と して 妥当性 の あ る もの と判断 され る．

　熱 力 学 が 定 め る 圧 縮 率 お よび 比 熱 比 を θ お よ び 1 で 表す

と き，Stokesが 与 えた 弾性 体 の 構成方程式 は

　　　　　　・ i」　＝　
−
rlO 　Ekktiij … 〈tザ 11・・kk6ij）

（、 ）

と書 け る も の で あ っ た．1 ）
提 案 式 （7 ） は ， そ れ と は異 な

る構成方程式 を与える．詳細 に つ い て は ，実験値 との 比 較 と

共 に ， 発 表 時 に 述べ られ る．
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