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係 数が 独 立変数に 陽に依存する高次 元バ ーガ ーズ 方程式に対するパ ン ル ベ 解析

Pain艮ev6 　ana 畳ysis　f（）r　higher・dimensional　Burgers　equations 　with 　variab 且e 　coefficients
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　1【is　showed 　thal　a　generalizcd（2 十 1）−dimensional　Burgers　Iype　equation 　has　the　inIegrabili【y　under 　sultable 　conditions 　for　variable

coef 西cients ．　The　condi 電｛on 　is　de【ermined 　via 　1he 　Painlev6　tesHhaI 　Weiss　el　al　have　introduced．　And 　the 　exact 　solutions 　and 　Lax　pairs　is

oblained 　for　special 　cases 　ofequations 　constracted ，

1．緒論

　定 数係 数の 非線 形 可積 分 方程式 は これ まで に 数 多 く 研究 さ れ

て い るが ，それ らが 記述 す る 物理 現 象 の 多 くは非 常 に 理 想化 さ

れ た も の で あ る。一
方．係 数が 独 立変数 に 依 存す る可 積分 方 程

式に 関す る 研 究も ，定数係数の 場合ほ どで は な い が ，多く の 結

果が 知 られ て い る 。し か も 物 理 的 に も 電 要で あ る。し か し ．こ

れ まで の 研 究 で は，係 数が 独 立 変数 に 陽 に 依 存 す る KP 方程 式

は 別 と す る と 、空 間 及び 時 間 と も
・
次 元 の 方程 式に 関す る 研 究

ば か りで あ っ た
1）。そ こ で 我 々 は 係 数が 独 立 変 数 に 陽 に 依 存 す

る 高次元 口1積 分 方程 式に 関 す る 研 究 を 現 在 進 め て い る。

　本講演 で は，Burgers方程 式 ：

u 吐＋ 2服 ‘、，．＋ ‘己、．、，．；0．．
u ＝u （：．

’／つ （1）

の 定 数係 数 を変数 係 数に した 可積 分 な 空間 高次 元 方程式 の 導 出

に つ い て 報 告す る。（本講演 で は添 字 は い つ も 偏微 分 を意 味 して

い る ）。

　と こ ろ で 単純 な 空 間 高 次 元 化 で は ，低 次 元 方 程 式 の も つ 可 積

分 性は 保た れ な い ．口1積 分 な 定 数係 数 の 空 間 高 次 元 Burgers方

程 式 と し て は

Ut 十 u ヒ！； 十 u．r ∂」
ユ

配∫二 十 u．r こ
＝0，　u ＝u （．‘，：．の　　　（2＞

が 知 られ て い る。：
＝．T とす る こ と に よ り，方程 式 （2）は 方 程

式 （b に 次 元還 元 さ れ る。方程 式 （2）は θ＝θ〔／v．。，1）とす る

Cole−Hopf 変換 u ＝（logθ）、r に よ り．線形 方程 式 ：

θt ＋ θ
π ；

＝o （3）

に 帰 着で き る
ユ）。

　本講演で は 、こ の 空 間高次元 Burgers方程 式 （2）の 定 数係 数 を

変数係 数に 拡張 した 場 合の ・般 形 を

的 ＋ α （エ ．こ．ね召 ＋ b〔．1／，む．のヒ’．r ＋ C （ユ
』，X．ピ）こ蔓 ＋ d〔a

’．O，の蝦 蔓

十 e （x 、； ，ノ）Ur ∂「
lu

二 十 ∫（、じ，2、f）α T ； 十 9 〔x ，z、の ＝ 0　　　　　（4）

と 仮 定 す る 。（
・
般 性 を 失 う こ とな く，u・t の 係 数 を 1 と す

る こ と が で き る 。） こ こ で ，　・II ＝ lt（／1
・t：．t），∂∫

1
は 積 分 で

あ り ，d〔x
’，　z，　t｝＋ e （m ．：．t）≠ 0 及 び f（x ．2 ，

i）≠ 0 と す る 。

α （：，．t、t）、b（x ，z，t），・・『、g（ヱ β ，のは 空 間 変 数 こr．。 と 時 間 変数 t

の 関 数 で あ り ．こ れ ら を 変 数 係 数 と 呼ぶ こ と に す る。こ の 方程

式 （4〕は ，　 一般 に は 口∫積 分 で は な い 。し か し ．変 数 係 数 に 適 当

な 条 件を 課す こ とに よ り，ij∫積分 とな る こ とが あ る。そ れ で は．

この 「可 積 分 と な る た め の 条 件 」 は ど の よ う に 求 め る こ とが で

きる の で あ ろ うか ？ こ の 条件を 求め るの に 、我 々 は パ ン ル ベ 解

析 を用 い る こ とに す る。

2．可積分 な 係数が 独立変数に 陽に 依存す る
一
般的な 高次元

　　Burgers方程 式 の 導 出

　 可積 分系研 究 に お い て ．与 え られ た 非線 形 発 展方 程 式 の 可 積

分 性 を調 べ る こ とは も っ と も基 本的 な 問題 の
．・

つ で あ る。そ の

よ う な方法が あれ ば 大変有 用 で あ る が ，完 全 な 意味で はそ の よ

う な 方法 は まだ 知 られ て い な い 。し か し ，あ る 程 度 有 効な 方 法

と し て は パ ン ル ベ 解析 が 知 ら れ て い る
3・4，。そ して ．こ の パ ン

ル ベ 解 析は 可積 分 性 を 調 べ る だ けで は な く ，可積 分 方 程式 を 導

出す る （，ま た は ．探す ） こ と に も非 常に 有 効 な 道 具 で あ る こ と

が 広 く 知 ら れ て い る
S）。

　 我 々 は Painlev6解 析 の 代 表 の
一

つ で あ る Weiss・Tabor・

Came ▼ale （WTC ）ア ル ゴ リズ ム
fi・）

：

1．零 で な い Leadingorderを決定 す る （LeadingOrder解析 ）

2．Resonancc を求 め る （Resonance解 析 ＞

3．Resonance の 個数に 対 応する 任意 関数 の 存在を 確か め る

　 （Compatibility条件 ）

を 用 い て ，Painlev6 解 析を パ ス す る よ う に ．方 程式 （4）が 可積 分

と な る た め の 変数 係 数 a 〔x ．。．t），b〔＝ i ：．t）．… ，g（a
・
，
g．t＞に 対 す

る 条件 を求 め る。た だ ，方程 式 （4）に 対 して Painlevξ解 析 を 行

うた めに は．方 程式 （4）中の 積 分 を消 す必 要が あ る。こ の よ うな

場 含に は ．u ＝φr （m ，x．t）とお く こ とで よ い 場 合が 多 い が ，今回

の 場合に は そ れ は 無力で あ る。何故な ら．u ＝φ 」
．（／v

，
：
・，t）と す

る と，Leading　order が 零 と な る か ら で あ る。今回 の 場合 は，全

体 を微分 す る こ とで ，積分を消す こ とに す る。つ ま り，方程式

〔ea ，T − ae 、，）
．
ヒ1
・
U，T ＋ （εc．。− ce のu

：
・Uz ＋ （ed ，

．− de
」
．）〜期 ．　u

；

＋（ε9τ一．．qc、）Ur ＋ e（d ＋ ε）u呈．［‘、＋ （ae ＋ eb ．，− bの とt耋
一e」Utu ・．T ＋ C〜1・、r ．瞹’．，t ＋ deUU

，rUrE ＋ 〔ce ＋ θた
一

ノef ）U ，rll’，Tt
一

ε9 覗
π．r − ae ．uu

＝ J．− eUt ．1ノ
＝ r

− cellr ．r．μ ニ
ーdε

．
ヒ出 1 τ u こ

一e ／u
∫ rU ・．r二

十 eftt ゴu
＝ rE 　＝〔〕　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

に 対 し て Painlev6解析 を 行 う。但 し ．簡 単の た め 必 要 の な い限

り．a 〔．r、£ ．t），
b（21謁 ．t）、…　，g（払 。，のを a ．b．…．g と 書く こ と に

す る。

1．Leading　Order 解析
’

φ ＝Φ（： ”，： ，t．｝を 用 い て ．　 II ＝奴貼 ε 、りを

　　　　　　　　11＝dia・u，u （x ．：，t） 〔6）

と 展 開 す る 。こ の と き ，方 程 式 （5）の 最 低 次 の 項

（u　？t　u2t 　 UU
＝

ll
＝ ：
．．・

u
・
u．rT 豊 ε，　 u、r．ru ．：t ．　 u 、t．u．［．r； ） よ り ，
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a ＝ − 1 を 得 る 。こ の a を Leading　Order と呼ぶ 。加

えて ．

も得 られ る。

2，Resonance 解析 ：

Ufl（a
’，：，t）一差 砺

次 に φ
＝o 〔τ 、；、t）を用 い て ．　・tl＝撮 ユ

・．こ．t）を

　 　 　

・・ 一Σ ・
、
φ

丿
一1

　 　 丿
＝け

（7 ）

〔8）

と 展 開す る。但 し ，．Uj ＝ Uj （τ 、。 、1）と す る。展 開 式 （8）

を 方程式 （5）に 代 入す る こ と で ，ゴ＝− 1，1．2 が 得られ

る．こ れ ら を Resonance と呼ぶ 。　j＝− 1は φ が 任 意 に

とれ る こ とに 対 応 して い る。j ＝L2 はそれ ぞ れ 展 開 の

係 数関 数 Ul ，　 u2 が任 意 に とれ るこ と を 意 味し て い る （こ

れ を確認する こ とが 次に すべ き こ とで あ る 〉。

3．Compatibility条件 ：

それ で は Ul と u
？
が 任 意 関 数 と な る よ う に ，　 a ．b，… ．g

の 条件 を求 めて い く。

展 開 式 （8）を 方程式 （5）に 代 入 し て ，j ＝L2 に 対 応す

る 項 を取 り出せ ば よ い が ，非 常に 長 い の で こ こで は略 す。

結 果 として ．

　 　Case　1　：　 θ ； O

　　Case　2 ：　 e ≠ O、　f＝（d 十 の exp く（t）

の どれ か を満た す 必 要が あ る こ とが 分 か る。但 し，く（t）

は 積 分定 数 で あ る。しか し Case　1 の 場 合は ，方程 式 （5）

が 常 に 零 とな り不適で あ る。故に ，Case　2 の 場合に つ い

て の み 以 下で 見て い く。こ の と き ，省 略 し た 式よ り

4exp｛2ζ（t）｝（eb ＝

− ber− ae
−

e ぐ（り）φ量
＋ 4exp ｛2（1（t）｝（eea．− cea、）φ｝φ；

− 4exp｛2く（t）｝eTC ）｝
／

（bt

十4exp｛3く〔t）｝e （d − e ）（di　？r　Orrφ．T ：

− tolr．r φ、，φ、

一
φ量Φ，rr 二

＋ φ景φ。 。 。 φの ＋ 4 ・・p｛3く（t）｝（・d．rd ・。）φ！．O．．。O；
＝0　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （9）

を 得 る 。こ の 関 係 式 が 任意 の φ に つ い て 成 立す る た め

に は ，

a （T ，定，
’）＝b

。 〔x ．3 ，
‘）
一ぐ〔亡）、c ；c （。 ，

t），

d ；d（：，t）；e 　　　　　　　　　　　　　 （10）

で な けれ ば な ら な い。（こ こ で
’

は t の 常微分を意味して

い る。） こ の と きの み 係 数関 数 ll2 が 任 意 関数 とな る。

以 上 よ り、方程 式 （4）が WTC アル ゴ リズ ム に よ る Painlev6解

析を パ スす るた め に は ，条件 （IO）の と き ，つ ま り

v 亡＋ ｛br（x 、z ．の一
（

’

（の｝u ＋ わ（x ．この U
」
・＋ c（z，蜘 ．＋ d（z．t）

’
uu ，

＋d（・ ．t）．・・河
1
篤 ＋ 2 ・xp ｛（（t）｝d（・伽 。。＋ 9（，x ．・．オ）＝0 （11）

の 時 の みで あ る。こ れ が ，可 積 分 な 係 数 が 独 立 変数 に 陽 に 依 存

す る
一般 的な 高次 元 Burgers方 程 式 で あ る．次 に こ の 方程 式 が

線形 化可能で あ る こ とを 見て い く。係数 関数 UI ，u2 が 任意 関数

な の で ，u の 展開式 （8）よ り u エ，の 項 の み 残 す こ とが で き，

　　 u − 。、 O
−1 − 2 。。p｛ζ（t＞｝色 一2 ，xp ｛く｛t｝｝（1・9 φい 12）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 φ

とな る。これ が 方程 式 （11）に 対 す る Cole−Hopf 変換に な っ て い

る。実 際．こ の 変換に よ り，方程式 （lb は φ ＝φ（幽 o
，のに対

す る 線 形方 程式 ：

φ 亡 十 う（x 、：，’）φ、，十 c （：．f）φ£ 十 2exp ｛く（の｝d（乞．t）φu

＝0　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （13）

に 変 形 され る。但 し ，簡単の た め g（＝ ，ε、t）＝0 と して い る。

3．結論

　 本講 演 に お い て ，Painlev6 解 析 の 代 表 で あ る WTC ア ル ゴ リ

ズ ム に よ り，可積 分な 係 数 が 独 立 変数 に 陽 に 依存す る
・般 的な

高次 元 Burgers方程 式 （11）を 導 出 し た ．ま た，　Painlev6解 析の

副 産 物 と し て Co］e−Hopf 変 換 を導 出 し，方程式 （11）の 線 形 化に

つ い て も 考察 した。方程 式 （ll）の 多 成 分化 など に 関す る研 究 を

こ れ か ら行 い た い 。

　と こ ろで ，方程 式 （2）は 変数 変換に よ り．

　　　　 Ut −十一2u’ur 一ト2 こtv．∂Flη 二 十 霍亅．．TX 十 u・
yv

＝0 、

　　　　 u ＝．u （2・，シ，の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（】4）

と す る こ と も で き る。こ の 場 合は 砺 → 0 とす る こ とで ，方程

式 （14）は 方程 式 （1）に 次 元還 元 され る。紙 数の 制 限 に よ り，方

程 式 （1）と （14）を 合わ せ た 方 程 式 や 係 数が 独 立 変 数 に 陽 に 依

存 す る 高 次 元 KdV 方 程式 に 対す る 同様の 解析 に 関 す結 果 は 本

講 演 で は 割 愛 し て い る 。興 味 の あ る 方 は 参 考 文献
t・x ，を 見 て ほ

し い b

附記

　本研究は 小 林 匡 氏 との 共 同研 究 に基 づ い て お り，科研 費 （若

手 B ；15740242）及び 財 団法 人 富 山 第
一

銀行 奨学 財 団 の 補助に

よ り進 め られ た もの で あ る こ と を 附記する。
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