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初期値 が go ＝ ・ O ，　 go ＝ 6uo の と き は独 立 な 2 つ の Ising系 に 等価 だ か ら ，　 Ising

Iike な臨界指数が得 ら れ ， 0 く go　〈 6　uo の と きは ，　 XTY 　like な解が 安定な解 とな

る 。 2 次元 の Baxter 　 model と異 な っ て 今 の 場合 （d ＝ 4 − e ）に は 臨界指数は 連続 的

変化 を示 さな い
。

臨界 指数の Feyn   1an − Graph 展 開 に つ い て

　　　　　　　　　　　　　　　 東 大物 理 　五 十 嵐 儀 孝

§O　　　Introduction

　臨界指数 を物理 量 の 転移点で の 異常性 か らで は な く， 直接的 に 摂動展開や ReCursion

公 式 に よ り求 め る方法 が進歩 し っ つ あ る 。 こ こ で は 特 に K ．G ・Wilsoガ）
に よ る 次元 数

展開 に 関 し ， そ の 方法 と Renormal ，izat−ion − （｝roup との 関係に っ い て述べ る 。 　 d ＞ 4 で

分子 場近似 が正 し い と の 予 想 か ら ，
ε ＝ 4 − d を微少 量 と して ， 臨界指数 を ε 展 開 し ， d

≦ 4 で の 値 を求 め る 画期的方法 で あ る が
， 多 くの 摂動展 開 と 同様 Asymptotic 展開に な

っ て い る 。

§1　 Free　 energy
− Hamiltonian

　　　H ／ ・T・・ ＝ 　J
’
｛÷・

。
・
2
（・ ）÷ ▽ ・ （・ ）

一   ・ （・ ）〕
2

＋ ・
。
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4
（・ ）｝dd ・

　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 （1）

Uo の 項 が分子 場 か ら の ずれ を表わ して い る と考 え て ，　 Graph で は Uo で 展開す る 。 また

▽▽
2s

の 項 は k 》 1 の 発 散 を と め る た め に付 けた もの で あ り ， 場合に よ っ て は cut

off をす る事 で 除け る 。

s2 ； Σ s
α

s
α

で は 1 ≦ α≦ n で ，
　 n は 内部 自由度 を示 し ，

　 Is宙g （n ＝ 1 ）。X − Y ．

Helium （n ＝ 2 ） ， Helsenberg （ n ＝ 3 ） ．spherical （n ； 　 oc ）に 対応す る
。 内部

対称性 は ・
2

−
・
α

・
α

，
・
4

− （・
2
）
2e

・ よ ・齪 され ・． ま驫 方 性は ・
2r

・J
。β

・

α
・
β

とす れば 考慮 で き る。
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§2　 Correlation 　Function と （｝reen 関数

　相 関関数を Graph の 方法 で 計算す る
一

般的 な手 段
2 ）

に よ り ， 次 の 変換 をお こ な う。

　　・ 1
− i・ ， k1 … 軌 ▽

2
− □ ，

　dd ・
− id ・dd

−1
・ 三 ‘d ・

・

　 　 （2）

す る と ， 相対論的 揚 の 理論 か ら ， 相関 関数 を Green 閥 数で 表 わ す事が で きて ， 例 えば ，

s の 2 体相 関は ，

　　i 〈 、

α

（。 ）。
β
（y ）〉 … i∫、

ct
（。）、

ve（y ）。xp ・C− flH｛、｝〕δ。／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫exp 〔
一
βH ｛s ｝〕X δs

　　　　− ，‘・f，

α

（。 ）ノ（y ）。xp 〔 i∫．、f （。
・

）d 。
・

〕δ、／∫exp 〔i∫、f （。
・

）d 。
’

〕δs

一 K 全。

Ct
（。 ）、

β
（，）・〉

。
／〈 ・〉

。

　　　　一 （野β
（。 ， y ）

こ こ で Lagrange 形式 か らHamiItOn 形 式に 変換すれ ば ，

　　S − T ・x ・ 〔一 ∫∫π 1 （x
’

）dx ノ

〕 ， ・・rl（・
’

）− u
。

・
4
（・ つ

Wi ・k の 定脱 用 ・・巖 に （2）の 逆変攤 す る と ， （轡 は F・u ・i・・ 変換 の 形 で ，

・乎
β

…
マ 、，÷・

＋ r
。

・
・β

・

こ れ で任意 の 相 関関数 を Graph の 方法 を用 い て 計算す る こ と がで きる 。

§3　 Renormalization　 of 　 r
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 D

　自己 エ ネ ル ギー部分で k に 依存 し な い 部分 を r1 と し て
，

す る 。

　　rl 。 r （r 、 。 ）… ≦⊇一 ＋

（3＞

（4）

（5）

r ＝ r
。，　 rl を新 し く変数に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k ＝ 0

以 後 磽
・

・… ， ・ の ・ P ・み ・ 丘誤 ree 　Gree 。 騨 ・す ・ ．

磽β
… 一

、
・

、、
・睾、 ）

・
＋ ，

δ
・β

　　＿ ．．．．　（6 ）
k ＝ O　　　

°

（7 ）
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rl の 定義 （6）の 内線　　　は （7）の GD を用 い る 。 と こ ろ で r
ロ

は 分 子 場 の x6　
i
で あ るか

ら ro ； T − To で あ る
。 ま た ro ＝ r ＋ r1 （r ）よ り ， 新 し い 転移点 r ； 0 に 対応 す る ro

の 値は ， rOC
＝ r1．（0 ）で あ る 。 す る と新 し い 転移温度 Tc は ，　 rOC ＝ Tc − To で 与 え ら

れ る の で ，

　　　　・
。

一
・
。。

一
・ R （…

。
，

・ ） − T − T
，
・　 　 　 　 　 　 （8 ）

こ こ で ， R − ・＋ ｛・1 （・ ）
一

・
1 （

・）｝r
−1

で 定義 され ， 新 た に 帯磁 率 が Z ・ ・ r
−1

　・C （T

− T ）
一

「
なる 異 常性 を示 す とす れ ば

　 C

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 1

　　　　R （・ ， ・
。

，
・ ）α ・

「
− 1

．　 （ ・
一 ・ ）　 　 　 　 （9）

§4　 UR と 4 − Body 　Spin　相 関関数

Wi1 … に よれ ば ， ・R
・＝

一
・ （・・ … ）／4 ！ 94（・）で ・R を定義 ・て u・ るが ・

g （o ， o ，　 o ）＝＝　G皿
（o ，　 o ，　 o ）

− 3G2 （o）は 4 体 の Cumulant 相 関 Q4 （o ，　 o ，　 o ）

で あ り， 4 ！94 で割 れ ば 4 体 の ・ ・ … x
‘）

　r4 に な る ．

　　・R
− X ・ X ：）く＋ 　 　 ＋ ・

… 　 　 （1・）

U ・ ・t・ … y ・ ・nd4
）
か ら ・R の ・ 一 ・ で の ふ ・ ま v・ を求 め ・事 が で き ・ ．　M ・gd ・ 1 の 与 え

た もの を
一

般 次元 d に 拡張す る と ，

　　  Z
−n ／ 2

（TMd ）
卜

吟
、

（・、
／M ）．　 　 　 　

『
、 （・・）

M − ・で G −
・ g （P2 ／M2 ）α ・

η
一2

よ P ，　 Z α M η
− 2

と妙 孤 （pi − ・ ）… z

−2

× M
『d

− M4
−d − 2η

を得 る ． と ・ ろ で ，　M α （T − Tc ）
v

− ・
v／「

で あ る が ，　 r − y （2− ・）

な る 現象論 的 な関係 を さ ら に用 い れ ば ，
「
4

α r
ω

・ω ＝ e − 2η／ 2 一
ηを得 る 。

§5　 d − Dimensional　 Technic

・次元単位球帳 醺 9、 を （・・ ）
d

で 害1・ t・・Pt・・J・
’
・
　Kd で あ る ． 講 の 首i哈 上 （響は （7）

・ 代 … 岬 一 （k2 ・ ・ ）
L

’

　・
。β

を用 v ・ ・ 鐘 当な ・ u ・ … をす ・孰 で き ・ ・ 例 ・

して 次の Graph を調 べ る。
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f

　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 臨界指数 の Feynmman ・Graph 展開に つ い て

わ（）＜
一

、，1、・ ∫ddp
，、≒、

・ ÷
一

、，1、・ ∫dd ・毛
1

　d ・

　　　 「 ＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 X

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛。 （k −
P ）

2
＋ （1 −

。 ）P2 ｝
2

　　　−

、，｝、・ J：・
dp

　Jl
”

・・

，（，
一

。 k ，
・÷ ＿ ，、

・
｝
・

　　　一  毛
1d

・ べdPP1
冖E／2

・・ …
−2

　k
”e

　｛・ ・… ・｝
“
・e／2

　　　。 曳 。（，
．

，／・ ，
，／・ ）．・（・一 ・／ ・ ， ・

一 ・／・ ）k
−

・
’

　 （・2 ）

　 　 　 　 　 2

　　k 《 ・ の 場合 ，
・ 〉 ・で は ・

。
・
4
卿 ・効 くが ，

・ く ・ で は 効 か ず ・ 分子 場近似 ヵ
’
：よ v ・事

　 を意味 して い る 。同様 に次 の Graph は ，

！二：）（）導 … ÷ ｝・r
’
・
E／2

　・ 　 　 （132）

　　、。 ， 。 ，1蕩法 は種 。 考 。 、れ 。 が ， 例 。 ば （、2）で は ， k
一

ε
一 （、

一
， e。 k ＋

三 e。

・
k −

）

・嚇 ・ ・ ， … ÷ 妾・の 嬲 ・現れ ・ ？で ，
・ 一 ・で 第 ・次項は 発継 の で ・

　　こ れ を除けば ， （7 ）の Go を用 い た 事に 相 当す る 。

内舶 雌 ・ 数 ・ ・ 外線・ 嬬
α

と し遇 ・1・ ・
。b

δ
、d

・
。

r
、

・
δ
。

・d ・ の 総和 をお ・ なえ ば

　　よ い が ， （a
， b ， c ，

d ）と （a
’

， b
’

， c
’

， d
ノ

）でそ れ ぞ れ 2 つ を α 成分 と考え 固定す る 。

§6　 Wilson の Matching　Conditon

　Wilson の 臨界指数の 求 め 方 は ，
　 K．adanoff の picture 　に 従 っ た現象論的な 要請 を

G（k ・ r ）と UR （r ）に 対 して 課 す る もの で あ る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
−1

　　G （k ， ，
； 0 ）α kη

一2
（k 《 1 ） ，R（・ ）・c ・

「
− 1

（・ 《 1 ）

　　喩
（・ ）α ・

ω

・
・ − e − 2 η／ 2 −

・ （・ 《 1 ）・　 　 　 　 （14 ）

こ れ は str ・ng な条 件で あ り ，　 Asymptotic な G ，　 uR の ふ る ま い を現象論的に 規定す る
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の で あ り， こ れ に 従 う項 を， 微視的 な Graph 展 開か ら抽 出す る 様 に な っ て い る 。 例 えば ，

・《 ・で は Grap麟 ・ ・ k2G … 一 ・＋一
一 ・G ＞・

一 を得 ・ ・彿 ・項 は

k
騨2ε

に 比例 し ， こ れ を ε 展 開す る と ， （ 1 − 2e4nk ＋ 2 ε
2
　en2　k − 一 ）に な る 。

一

方現象論 的 な要請 k2G （k ）（Xk η
＝ 1 ＋ η4nk ＋ 一 ・ と 両方 の 4nk の 係数 だ け を比

較 して ， η
＝

η （ε
， uo ）を得る 。 こ れ が Matching 条件 で あ り ，　 R （ε

， uo ， 6n　r ）

や UR （ε ・ Uo ・ 4n　r ）に対 して も同様 の 事 を行 う 。 こ れ ら条件式 は 長 い の で 省略す る が ・

UR の 条件式 よ り u
。

を ε に 関 して 遂 次に 求 め る 事 が で きて ，　 UD を消去 で きる 。 こ れ で 4

次元 か ら と ， 分子 場近似 か らの は ずれ の 関係がつ い た 。 こ の 様に して r ， η ， φ等 を定め

る と ， Wi・lson の 論文 の （1 ）（2 ）（3）式 に な り， 次元 ， 内部 自由度 ， 対 称性 の み依存す る 。

こ の 方法 の 特徴 は （14 ）を用 い て Uo を消去 した所 に あ り， ε → 0 で Uo （ε ）→ 0 ， す なわ

ち d ＝ ＝ 　4 で 分子 場 が正 し い と言 う注 目す べ き事実が示 され た 。

醐

§7　 ftenormalization 　Group − Matching − Strong 　 scaling の 諸 関係

　Wilson の 方法 を R −
group 理論 の 立場か ら調 べ て み よ う。 例 えば η を求 め る た め G に

対す る Lie の 微分方程式 を考え よ う。

∂幽

撫
岬

一 妾伽 ・ ・ξ ・姜・　・
。　
d2 （・ ・ 1｝

’
…

。
・｝・− 1 （15 ）

　　。
ζ k2 ／ λ

2
， y．

・ ＝
，／ え

2
，

’
S
’

＝ γ／ a2
， t・　・・　t2／ λ

2

　　d （k2 ， r ， ・
2

・
。

・ ・ ） − G （k2 ， ・ ， ・

2
・

。
1 ・ ）／G

。 　 　 （・6 ）

　　d （ 「
2

・ 7 ・ z2 　Uo ； z ） ＝ 1　（規格化 点 ）　　　　　　　　　　　　　 （17 ）

（17 ）で z ＝ 1 に した揚合 に ， これ を満た す λ
， r を A

，
　 r とな し得 る 。 それ は （17 ）よ

り ・ d （72 ・ γ ・u
。

・ ・ ）一 ・ を （・6）浮・入 れ た場合・ 僕 G
。 嫡 h して

’
ii
’
　・・ 　2　T

’
／

a （a ：相 互作 用距離 ）と とれ ば ， 物理 的考察か ら明 らか に ， r と して 実 際の r を とる こ

と が で き る 。
7

， 7 は 特に 指定は し な い が ， d　 ・ ＝ 1 ，
　 z ＝ 1 を満た す γ ， ？を 2 ≡ 2 π ／

a ， r （実際の 量 ）と した 。

［1］− Tc で ・
一 ・ （・

一 ・ ）で あ り ・ ・ の 時 （・5）の 右辺 は ・ G
−1

（…
。
d2 （x ， Y ・

・1
。
））∂ e・・G （ξ ， ・

。
d2 （・ ， y ， ・

、
））／ ∂ ξ（ξ ＝ 1 ）に な る ． す なわ ち ， 右辺 の ・

環
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依存牲 は d2 〈x ， Y ， uo ）を通 して 効 い て くる。例 えば
’
S
’

＝ 0 の 場合 は ，　 d2 （x ）Rs 　k2rp

で あ り分子 場近似が 良好 な ら η　 UO とな り ， 4 次元 に 近 け れ ば d2 の k 依存性 は 弱 い
。

一

般 に
ty ・

を適 当に 選 べ ば d2 （x ， y ， Uo ）ft　 1 に す る事 が で き て ， 結局 （15 ）は 次 の 様 に な

る 。

∂

鶚 ⊥ σ
1

（・・

，
・

。
・奏・ ・ξ ・ UD ・【・− 1 　 （・8）

こ の 様に 右辺 の x 依 存性 を除 く近 似が strong
−

scaling で あ り ， 臨界指数が k に 依存 し

な い 形 の Kadanoff 　 picture と な り （14 ）の 要請 に
一

致 す る 。 実際 （18 ）を 1 か ら x ま で

積分 す る と ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂

e”　｛G （x ・… 　）／ G （・1
’
，　 ・

・
）｝　＝：　G

’1
（1 ・ u

・　
’
“

SE
’
・
G （ξ ＝ 1 ・ Ug ）’

1橘
今 a ＝ 2 π な る 長 さの 単位 を選 べ ば， x 　＝ ・　k2

』
で （19 ）は ，

・ ・k2 ・ u
。

・ ＝ ・　G … UD ・k
°

・
・　ill　G

−
・

（・ … D ・妾・ ・ξ・・＝ 1　 ，　uo ・ … ）

に 帰す る 。
つ ま り σ → η

一 2 を意味 す る 。

次に Matching 条件で 4n　k の 係数だ け を比 較 し C η を求め る 事 は ， （20 ）で G （ξ ， uo ）

を Graph で 計算 し 伽 ξを展 開 した 場 合 ，
∂／ ∂ ξ （ξr1 ）の 演算で 残、る の が 4nξ の

一

次 の 項 だ け で あ る の で ， 正 当化 され る 。

M ．S・ 、Uk・
5 ）

の M … h・・ g 条件 e・も ・ と
一

般的 で あ P ，　 H （・） − H
。

＋ ・Hl ＋ … ∴ な

る ハ ミル トニ ア ン を考 え ，
λは次元 ， 対称性 ， 相互 作 用型 を Ho の か ら 変 え る微 少パ ラメ

ー
タ

ー とす る 。 そ の 際 HD は 既に 解 き うる も の と考 え ，物理 量 ，例 え ば G （τ ，λ ）を λ摂

動展 開す る 。

一
方 G （τ

，
A ）α ｛τ （2）｝

｝
「 （わ

な る現象論的 な要請 を置 き， こ れ を え

展 開 し， R（0）の 解析的性 質が 同 じ もの の 係数関数 を等 し い とす る 。 これ に よ り r（n ）
（0 ）

を Graph 計算で 表 わ せ る の で ，
　 r （λ）を R展 開型 で 求 め 得 る 。 こ の 方法 も R −

　group

の 立 場 か ら理解 で き る 。 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　
’

§8　　Co  ents

　Wilson の 方 法は R −
group の 立 場 か ら理解 で きた が ， （14 ）の 条件 は （15 ）を正 確に

解け ば ， η が k 依存性 を示 す の で 正 し くな い
。 Migdai6 ）

は 実際 η α 4n辺 k （4n　k
−1

》
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1 ）を出 U， Scaling　I． aw が破れ る 事を示 した 。 次に e　 ： 1 の 場合 に は s6 項 が 分子 場

か らの ずれ と して 重要 に な D ， 対 称性 も異 な る た め n 依 存性 も変 っ て くる 。 し た が っ て d

＝ 3 を議論 す る場合は （1）の ハ ミ ル トニ ア ン で は 不十 分 で あ る 。

1）

2）

3 ）

4 ）

5 ）

6 ）
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婦

臨 界 指 数 に 対 す る 1／ n 展 開

　　　 　　　　 　　　　 　　　 東 大教 養 阿 　 部　 龍 　 蔵

　最近 ， Wi　lsonl）
は 臨界指数 に対す る ε 展開 （ ε ＝ 4 − d

，
　 d ：空 間の 次元数 ）を求 め

る こ とに 成功 した 。 彼 の 理 論で ス ピ ン 次元数 n は 任意で あ る 。 こ こ で は ，逆に d は任 意で

あ る と し，臨界指数 を 1／ n の べ きで 展 開す る方法 に つ い て 述 べ る 。 1 ／ n 展 開は ε 展 開

と異 な D ， 系統的 な展 開 が 比 較的簡単に 導か れ るが ， 簡単 の た め ．帝 磁 率 の 指数 r に注 目

し ， 1 ／ n の 最低 次の 項を求 め る 。

・
ε 展開 と 1 ／ n 展開 と は 共通 の 領域 （ ε Kk 　1 ， 1／ n

《 1 ）を もつ の で ， 互 い の 結果 の チ ェ ッ ク と し て も使 い うる 。

　わ れ わ れ の 出発 点は Stanley の 理 論
2）

で あ る 。 彼 は 」番 目 の 格子 点に n 次元 の ベ ク ト

ノレ

隔

〜

Sj ＝ ｛σ

j（
1 ）・ σ

j（
2 ），

…
・

σ

」
（・ ）｝

を対 応 さ せ る 。 た だ し． 成 分 σ ・（m ）は
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 J

一A46 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


