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§1 ・ 非線形 と線形

　非線形 問題 を 変換に よ っ て 線形 問題に 帰着す る こ とがで きる 揚合が あ る 。 そ の と き変換

を別の や り方 で 行 うと当然別の 線形問題 に 帰着 され る 。 こ う して 得 られ る異 な っ た 線形問

題 の 間に は ど の よ うな 関係が あ る か を考 え る こ とは 物理学 と して は興 味が あ る。

　最 も簡単な
一

階 Riccati方程 式の 場合に つ い て 考え て み よ う。 こ の 微分方程式は 抵抗項

を考 え た 非線形放物 体運動や 化学反 応 を記述 す る の に 昔か ら よ く用 い られ て い る 。

　 Rlccati方程式は 簡単な 変換で 二 階線形微分方 程式に な る 。 こ の 線形方程式 は上 の 例で

は 振 動の 方程式 で あ り， よ く知 られ た 物理系で あ る 。 線形 化す る変換 と して は 2 つ が考え

られ
， 振 動の 物理系 も 2 種類得 られ る 。

　格 子振 動に つ い て の Toda の 双 対鎖
1）

と同 じ く， こ れ ら 2 種 の 振 動系 も戸 田 dual 変 換

で 結 び つ け得る こ と を示 す 。

§2． 一
般 の Kiccati方程 式 の 線形化

　
一

階 Riccati方程式

　　彑 ． Q 〔。）， ． R （． ），

・
− P （。） ，　 　 　 　 　 　 （・）

　 　 dx

に お い て ， 変換

　 　 　 　 　 1　　 u
／

　　 1　　 d
　　 y …i…一 一 ＝ 一

、
一

（log　 u ）　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2）
　　　　 R （x）　 u　　　　 　　　　 　　 R （x丿 dx

を行 うと ，

　　　　 　　　　 　 R ！
（x ）

・

　　　　　　　　　　　　 ｝u
’ − P （x ）R （x ）u ＝ 0 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （A ）　　 u

”

＋ ｛Q （x ）
−

　　　　 　　　　 　 R （x ）
『

な る二 階線形微分方程式 が得 られ る 。 こ の 変換 が伝統的 に 微分方程式の テ キ ス トに 書かれ

て あ っ て ， こ の 変換で 線形化 を行 うの がふ つ うで あ る 耄
）
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　 っ ぎに （2）の 変換 と異 なる 変換 を考 え よ う 。 そ れ に は Llと u
！

の 役 割 を い れ か えた 変換が

よ さそ うに 思わ れ る 。

（1）に お い て ， 変換

　　　　　　　 v 　　　　　　　　l

　　y・F− ・P （・）7，
・

＝ ：

　P （・） d 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （．3）

　　　　　　　
V

　 　 贏
（1・9 ・ ）

を行 うと ，

　　　　　　P ！

（x ）
　　 v

” 一 ｛　 一
十 Q（x ）｝v

〆 − P （x ）R （x ）v ＝ o　　　　　　　　　　　　　　　 （B ）
　　　　　　 P （x ）

な る 二 階線形微 分方程 式が得 られ る 。

　 R （x ）の 形 が簡単な ときに は伝統的な （2 ）の 変換が よ く ， P （x ）の 形が簡単な ときに は

（3）の 変換 を用 い る の が よ い と思わ れ る。

　 （A ）と （B ）とは どん な 関係が あ る か を考え てみ る 。 P （x ），　 Q （x ），　 B （x ）が と もに 定数

の と きに は （A ）， （B）の 左辺 の 微分表式 は お 互 に 随伴 微分表式に な っ て い る 。 こ の こ とか

ら物理 系で 考え て もお 互 に 反対的 な 関係 に あ りそ うな こ とが予 想 され る 。

§3． 物理 系 が振 動系 に な る 場合

　化学反応や放物 体運 動 を扱 う微分方程 ps と して

　 　 dx 　　　　　　　　　 2
　　　　　　　　　　　　 ＝ 0　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 （4 ）　 　 一一 十 e 十 kx 十 Kx
　 　 dt

を考 え よ う。 x は 問題 とす る物理量 ，　 t は 時間 ，
ε

，　 k ，　 K は 定数で あ る 。

変換 （2 ）は こ の 場合

　　　　　1　 u
！

　 　 x 三≡
一

　
一

　 　 　 　 k　 u

で あ り， 変換後の 微分方程式 は

　　 d2u 　　　 du

　　薔
＋ k

訐
＋ K ε　u ＝ °

　 　 　 　 　 　 　 　 ・（5）

と な る 。

一
方 ， 変換 （3）は こ の 場合に は

　　 x ≡
＿

ε
M

v

1
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で あ る か ら ， 変換後 の 微 分方 程式 は

　 　 d2　u 　　　　du
　 　 − − k 　 十 Keu ＝ O
　 　 dtZ　　　 dt

とな る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2
　定 数 ε

， k ，
　 K を正 と し ，

　 K ε ＝ ω とす る と， こ れ らは 振 動の 方程式で ある 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2
　 （5 ）式で k ＝ 2r

，
　 K ε ＝ ω 　 とお くと，

　　 d2u 　　　　 du 　　　2
　 　 − 十 2r 一 十 ω u ＝ O
　 　 d　t2　　　　 dt

とな り ， 線形減衰振動 の 方程式で あ る 詈）

こ の 方程式の 解は 係数の 値 に よ っ て 3 っ の 場合に 分け られ ，

（D γ〈 ω （k 〈 2〜／K ε）の 場合は 減衰振動 。

（iD　 7 ＞ ω （k ＞ 2面 ）の 場合は 過減衰 。

（の r ＝ ω （k ＝ 2VRE ）の 場合は 限界減衰 。

とな る 。

（6 ）

（7）

　　　　 しか し こ れ らの 解 の す べ て が もと の 非線形 の 物理 系 の 解 と し て 意味を もつ とは か

ぎ らな い
。 線形系 で は 意味の あ る初期条件で もそれ に 対応 する 非線形系で は 意味の な い 初

期条件 と な っ て い る こ とが ある 。

　また ， 変換 式め 分母 が 0 に な る時間 で対 応が っ け られ な くな り ， もと の 非線形 の 系は 線

形振 動 の
一 部分 と 関係を もっ と しか い え な い

。

　っ ぎに ， （6 ）式を考え て み よ う。 これ は負 抵抗をも っ た振 動で あ り ， 時間 と ともに 振動

は しだ い に は げ し くな る 。 しか し対応は 全時間で は な く物理的 に 矛盾す る こ とは な い
。

　こ うし て ， 随伴表 式は 振動の 場 合に は正 抵抗 と負抵抗 の 関係で あ る こ とが わ か る 。

§4 ． 単振動に な る揚合

　 （4 ）式 で ， k ＝ 0 の 場合を考 え る 。 変換 （2）， （3 ）の い ずれ を使 っ て も ， 単振動 の 方

程式

r

止 L
＋ ♂ u ＿ o　　　　　　　　　　　　　　　　 （8）

　　 dザ

　 　 　 　 　 　 　 2
が 得 られ る。 ω ＝＝　K ε で あ る 。

　 （8）の 第 1 積分 は エ ネ ル ギーの 関係式で あ り，

　　⊥　fi・ ＋
⊥

。
・

u
・
　 ．　E 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （9）

　 　 2　　　 2
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　　　　とな る 。 E は 定数 。

　　　　 格子振 動に つ い て の 戸 田 dua 畳変換 は こ の 場合は 自由度が 1 で あ る か ら

　　　　　　　　 “
　　　　　　u ＝

一
　 ， 　 　 直 ＝ 一ω v 　 　 　 　 　 　

」
　 　 　 　 　 （10）

　 　 　 　 　 　 　 　 ω

　　　 で ， （u ， 凸）を （v ， の に 変換す る こ とに な る。

　　　　 変換 し た 系で も， （8 ）式 と （9）式ゐ形 は 同 じで あ るが ， 運動 エ ネル ギ ー とポ テ ン シ ャ ル

　　　　・エ ネ ル ギ ー
の 役 割が 入れ か わ っ て い る 。

　　　　　（10 ）式 に よ り， 2 種類の 変換 （2 ）， （3 ）が 結び つ く 。

　　　 　　　　 　 15 　 　　 v
　 　 　 　 　 　 X ＝

一 『 ＝
一

ε
一

　　　　　　　　Ku 　　　 夛

　　　　とな る 。 こ の こ とか ら ， 簡単な単振動に な る場合に は （A ）系 と （B）系は お 互 に 戸田 dual

　　　 変換 で 結び つ け られ る こ と が わ か る 。 図 で 班明す れ ば ，

Riccati方程式

り

（A ）　 系
〆

（B ）　 系

　　　　　　　　　　　　　　 dua ［変換

とな る 。

§5． 結 　　論

　 Riccati方程式 を線形化す る の に ， 伝統的 な変換 の ほ か に 変換 （3）が考え られ る 。 変換

が 異な る の だ か ら ， 線形方程式 も異 な る 。 こ れ ら 2 つ の 線形 系 の 間に は ， 随伴関係もある 。

　特に 簡単な場合は ， dual 系の 関係 に ある。 非線形 問題 を線形 問題に 変換 で き る場合に

は ， 変換の や り方が 多く考え られ る 。 結果 の 線形系 の 間の 関係を考え る こ と は 興味ある こ

と と思わ れ る 。
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