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§ 1． は じ め に

単振 り子 の 方程式

　　　畏＿ ＿
、 inx 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

は 」　ac 。b、 備 円関xe 用 い る と厳密解網 られ る 3）
（1）の 形 ｝・儲 され る 例は多 く

あ り ， sine
− Gordon 方程式 の 進行波で あ る単純解 は 有名で あ る 。 そ の とき は 符号 が プ

ラ ス の もの も要求 され る か ， 位相 の ずれ を考え る と どち らか
一

方 の み で よ い 。同様 に

又 ； 　 sinh 　 x （2）

も J 。、。b、 の 楕 円関数 を用 、・ る 蠏 か 得 られ る L）

　 （2 ）の 例 と し て は ， 当然 smh − Gordon 方程式 の 定常的 な 進 行波 を表 わ す解 が ある 。

物性 の 例 と し て は ， 戸 田格子 の 最短 波長 の モ
ー

ドに 対 応す る振動の 時間変化 が あ げ られ

る ． 。 の 。 とは戸 田先生 の 論文に詳 し く述 べ られ て い る

2 ）
ρ

　以 上 の 2 っ を そ れ ぞ れ 1次 の sin 一振動子 ，
1 次 の sinh

一
振動子 と呼 ん で お こ う 。

以下 で は sln 　2x ，
　 sinh ・2x の 項 が 加 わ っ た 揚合を考 え る 。す な わ ち ， 振動 の 原 因 とな

る力 に 2 次 の harmonics が 含 まれ て い る揚合で あ る 。

　 2 次 まで な ら Jacobi の 楕円関数で 解 か 表わ され る こ とがす ぐ分 か る の だ が ，
1 次だ

け の 場合 に比 べ る と ，
パ ラ メ

ー
タ

ーが 1 つ 加わ る た め ， 解 の 形が 複雑 に な る。そ の た め

か ， 著者 の 知 る か ぎ りで は expl 　icit に す べ て の 揚合 の 解 を表わ した 文献 は な い
。 3 次

以 上 の harmonics か さら に加わ る と Jacobi の 楕 円関数で 解 を表わ す の は 無理 の よ う

で あ る 。

　 λ
1　λ

2
を任意定数 と して ，

　　　，

又 一
一 A

］
si ・ x ＋ A

、
　sm 　2 ・ （3）
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’
i 一 λ

、
sinh ・ ＋ a

、
・ i・h　2 ・ 　 　 　 　 　 　 　 　 （4）

を考え る 。 （3）を 2 次 の sin 一振動子 ， （4）を 2 次 の s　i　nh − 　it動子 と呼 ん で お こ う。

　2 次の 振動子は λ
1 ，

A2 の 符号 に よ っ て ， 4 っ の 場合に分 け られ る 。 変数の scale 変

換に よ り ， 係数は 比 だけ が 問題 とな る 。 そ れ で ，

一
般性 を失 な うこ と な 〈 ，

λ
1

＝ ± 1 ，

Z2 ＝ ± γ （r ＞ O ）に え らん で お く こ とが で きる 。

§2． 2 次 の sinh 一振動子

〔1〕
呈 一 、 、。 h 。 ． ， 、、。h2 。 （，〉 。）

を考え る 。 ポ テ ン シ ャ ル 関数 は

　　　 U （x） ＝ 1 − cosh 　x 十

　　　　　　 ＋ r （，。，h2x − 1 ）　 （2）

とな る 。 グラ フ は図 1 の よ うに表わ され る 。

E をエ ネ ル ギー とす る と

　　　k2 − 2 〔E − U （・）〕

　　　　一 ・r〔一・
… h2 ・ ＋÷… h ・ ＋

　　　　　　＋
E

÷
「

〕 　 ・・）

が第 1 積分で あ る 。 　　 　　　　 　　　　 　　　　 図 1

　 　 　 cosh 　 x ≡ 　y

とお き ， 夂
2

＝ 0 とな る y を求 め る と
，

　　　・
一   〔1 ± ノ　（2r − 1 ）

2
＋ ・Er 〕

とな る。

　 （4）の 2根 を β〈 a とす る 。 （3）の 積分 を求め る と

u （x ）

（D

左≧圭

と《

〔1〕の 振動子 ポテ ン シ ャ ル

（4）

冗
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一振動子

　　　f 　 　 　
d ・ 　 　 　 ＿ M fd 、 　 　 　 （5）

　　　
」

（y ＋ 1 ）（y − 1 ）（y 一β）（α 一 y ）

平方根 の 中の 4 っ の 根 の 大小関係 は E の 値に よ り異 な る。

　 （1） E ＞ 2 　 　 α ＞ 1 ＞
− 1 ＞ β

　 （2） E ＝ 2 　 α ＞ 1 ＞
一 ユ ＝ β

　 （3）　　2 ＞ E ＞ O　　　　　Ct ＞ ユ　〉 β〉
−
　1

（・） ・ 一 ・ 　 吟 ・ 一 β〉 − 1 （・ くか
（・） ・〉 ・〉・

。 、n
・ 〉 β＞ 1 ＞

− 1 （・ 〈去）

　次 に解 を列挙す る。

（’） E ＞ 2
　 　 1 ・ ・

、
s ・

2
ω

1
・

　　　　 y ＝ c ・sh ・ 一 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （6 ）

　　　　　　　　　　　　1 −
・

、
s・

2
ω

1
・

こ こ に 1

　　　　・

、 ÷ ｛，

・ ；一去〔 … − 1 ）
2
＋ ・・… ＋ ・r − 1 〕

sn は Jacobi の 楕 円関数で あ り ， 母数 k は

　　　　、
・

一

（α 一 1 ）（β＋ ’）　 　 　 　 　 　 　 （・）
　　　　　　　 （α ＋ ユ）（β

一 1 ）

で ある 。

（2） E ＝ 2
　　　　　　　（2r 十 1 ）H− sin2 　（V

厂…酉
一
t ）

　 　 　 　 y ； 一 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（8）

　　　　　　　（2r ＋ ］）一 ・in2（痂 Tt ）

　　　・ 一 ・ ， ・ 1− ・ 1− ・・＋ 1 ，
al − ・

、

一
， ，

’

＋ 1
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（3）　2 ＞ E ＞ 0

　　　　　　　ユ
ー β ・

，
sn2 ω

、
・

　　　　 y 二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （9）

　　　　　　　　1 − ・
，

sn2 ω

、
・

　　　　・
、 ÷ 1，

・
，

馴 ・卜 1 ）
2
＋ 4Er

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（lo）

　　　　　　　　2　　 （α
一 1 ）（β＋ 1 ）

　 　 　 　 　 　 　 k　 ＝

　　　　　　　　　　　　2 ‘α
一

β）

・・） ・ 一 面 く皇）

　こ の と きは t ＝ 0 で y ‘ a に と る。

　　　　　　　2 （1 一
γ ）一 （1 − 2r ）　tanh2 （v／1− 2γ t ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n ）

　　　　
y
　 2r ＋ （1 ． 2 ， ） ，anh

・ ．（π ＝ 7r 、 ）

　 t → o 。 で
， y → 1 が （ll ）か ら で る 。

（5）　0 ＞ E ＞ Umin

　　　　　　　fi　 一 ・
，
　sn2 ω

，
t

　　　　 y ； 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （12）

　　　　　　　1 − ・
，

S ・

2
ω

、
・

　　　　・
， ÷ 1，

・ 1− ÷〔 … − 1・）
2
・ ・E ・ … ・・

− E 〕

　　　　　2 　　 2 （α 一β）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1：う）　 　 　 　 k　 ＝

　　　　　　　 （Ct− 1、Cβ十 1 ）

〔且〕
蓑 ． ．

、 i。h 。 ＋ ， 、 、。h2 。 （，〉 。） 　 　 　 　 （、4）

　ポテ ン シ ャ ル 関数 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ワ

　　　　 U （x ）　＝ 　（cosh 　x − 　1 ）　一　γ （cosh
】

x
−
　1 ）　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

で ある。 グラ フ は 図 2 に 示す 。

　曳
2

＝ 0　とな る y は
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u （x ）

蛙

じく
1一
2

　　　　　　　　　図 2 　〔1］〕 の 振動 子の ポ テ ン シ ャ ル

　　　　・ ・ … h ・ 渉 〔1 ± （・r − 1・）
2
　一 ・ E ・ 〕

で あ る 。

　 （5）に 対応す る 積分 は

　　　　ノ 　 　
dy

　 　 　 − m f ・ 、

U6）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （17）
　　　　　 （y 十 1 ）（y

− 1 ）（y
− a ）（y

一β）

α 〉 β は （16）で 表 わ され る 2 根で あ る 。

　 E の 値 に よ り分類 す る と ，

　 （1） E ＞ Umax 　 a ， β 虚根

ω ・ 一 一 ・弓・ ・ 一 ・ 一 蹟 ：蠶難：
・・） … x ＞ ・ 〉 ・ （酷 ） 1 ＞ ・ 〉 β＞ 1 け 〉か

　　　　　　　　　　　　　　　　・ 〉 β＞ 1 ＞ 一 ・ け 〈去） （・種類 ）

（・） ・ 一 ・ ・ 〉 去　 　 ・ − 1 ＞ B ＞ 一 ・

　　　　　　　　・ ＜ 麦　　 a ＞ 1 一 β〉 一 ・

　　　　　　　　・ 一 壱　 　 ・ づ 一 1 （（・）・ （・） ・同 ・ ・ ）
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　 （5）　0 ＞ E ＞ − 2 　　　　　　　 a ＞ 1 ＞ β〉 − 1

　 （6） E ＝ − 2 　 　 　 　 　 　 α ＞ 1 ＞ − 1 ＝ β

　 （7） − 2 ＞ E 　 　 　 　 　 　 　α ＞ 1 ＞ − 1 ＞ β

・な ・． ・ か ・ ， 韆 的 ・財 ・ あ ・ ・ 一 ・ ・ まで続 く繝 解・ （・）・ ・ち ・ 〈 去
の 1 種類 だ け で ある 。

　 　 　 　 　 　 　 1 − b 　cn ω t
　 　 　 　 　 　 　 　 　 l　 　 　 　 l

（1）　 　 y ＝

　　　　　　　
− bl 十 Cn ω

1t

　　　 b1 −
・輛 一 （E＋ 1）， ・ 1− 2 ・厩

　　　　　　　E ＿（2r − 1）＋ 、／面 壷 万
　　　 k2 ＝

　　　　　　　　　 2 、禰

（・） ・ 〉 劫 ・き・ ・ 一 ・ とな ・か ら

　　　　　　　1 − bl　 cos ω

1t

　 　 　 y　
＝

　　　　　　　
− b1 十 cos ω

1t

r ＜ t・ ・き ・ ・一 ・ とな …
、

＝＝一一…

　t ＝ 0 の と き yo ＝ 1 とな る解 は

　　　　　　　1 ＋ 2rsech ω
、
t

　 　 　 y　 ＝

　　　　　　　2 γ 十 sech ω

1t

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1 − 2r 　 sech ε　 　 　 　 　 　 　 　 　 ユ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 と し てt − ・ の と き y

・
〉

所
とな 蠏 は ・ y

・

＝

2r ＋ 。ech ε

　　　　　　　1 − 2 γ sech （ω
1t

＋ ・ ）

　　　
y ；

2r ＋ ・ech （・
、
　t ＋ ・ ）

とな る。

（・） ・場 ・ ・ き

　　　　　　　1 −
・ b

、
s ・

2
・

，
・

　 　 　 　 y　
；

　　　　　　　1 − b
、

sn2 ω
、

・

（18）

（19）

（20）

（21）

（22）
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2 次の sinh
一振動子 と sin

一振動子

　　　・
、

一
。ll，

・ 1一 去〔 …
− 1）

2 − ・E ・ ＋ ・・ − 1 −
・〕

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （23）

　　　k
・ ．

2 （a 一β）

　　　　　　 （1 一β）（Ct　十 1 ）

　 　 　 1r
く

一 の と き
　 　 　 2

　t 二 〇 の と き y ＝ 1　とな る解 は

　　　　　　　1 ＋ b
，

s・
2

ω
，

・

　　　 y ；　　　　 2 　　　　　　　　　　　　　　　　 （24）

　　　　　　　1 − b3　sn 　
ω

3t

　　　・
、 ÷ L ・ 1− t〔 … − 112　一 ・E … ＋ 1 − ・・〕・25 ・

　　　　 2　　（β一一1）（α 十 1）
　 　 　 k　 ＝

　 　　　　 　 （a 一
ユ）（β十 1 ）

　t ＝ 0 で y ； a とな る 解は

　　　　　　 C・・− B　 b
、

sn2 ω
、

・

　 　　　　 ＝ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （26 ）

　　　　　　　1 − b
、

sn2 ω
、

・

　 　 　 　 　 　 Ct十 1
　　　　　　　　　　　 k ，

（D
　3

は （25）と同 じ 。
　 　 　 　 　 　 β十 1

（4）　r

　　　　　　　2 （r − 1 ） ・anh2 （ω
，
・＋ ・ ）一 （2r − 1 ）

　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　 （27）

　　　　　　　　 （2 ・
− 1 ）一　 2rt ・nh2 （ω

，
・ ＋ ・ ）

　 r　 ＝

　　　　　　　 （t ＋ ・ ）
2

＋ 1
　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　（28）

　　　　　　　 （t ＋ e ）
2 − 1

・ち う ん ・一 ・ で ，
一

εi＋ 1
＞ 1 に え ・ぶ ． ・28… 27… − 3・ し て ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ε
一 1

得 られ る 。

・ 桔 暢 合は っ ぎ ・ （・）で ・ 一 ・ に した も・ で あ・・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 107 一

y

＝　

　

　

　

　

＝

　

　

1
一
2

4b

　

＼

／

　

y

1一
2

＝y
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（5） 　 　 　 sn2 ω t ＿ α b

　　　　y ＿ 　
4 ・ 5

　 　 　 　 　 　 　 　 　 （29）
　　　　　　　　sn2 　ω t ＿ b
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4　 　 　　 　 5

　　　　・
，

一

。 呈1
，

・ 1−一 ・・r − 1）
2 −

・E ・

　　　　　2 　 ぐ1 一
β）（α ＋ 1 ）

　　　　
k ＝

2 （。 一β）　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3°）

（6）グラ フ か ら明 らか な よ うに
， （5） と （7） の 場合 の 解で E → − 2　 にす る と得 られ

る 。 関数形 は双 曲線関数で あ るが ， 有 限 の 短 い 時間 の 間に粒 子 が y → 。。 とな るか ら不

思議で は な い
。

（7）
　　　　　　　　sn2 ω t ＿ ab
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2　　　　　　　 6

　　　　 y　 ＝ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （31）

　　　　　　　　sn 　
2

ω t ＿　b
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2　 　 　　 　 　 6

　　　　  ÷ l k2
「 1皇瑠 1 ， 　 　 ・32・

　 〔皿〕

　　　　〜〜 ＝ sinh 　x 十 rsinh 　x 　　（r ＞ 0 ）　　　　　　　　　　　　（33）

　 ポテ ン シ ャ ル は

　　　　U （x ）　＝ 　一　（cosh 　x − 1 ）　− 　r （cosh2 　x − 1 ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （M ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 u （x ）

で ある 。 グラ フ は 図 3 に示 す。

　k2　・ ・ 　o に な る y は 　 　 　 　 　 　 　 X

　 　　 　 y ≡≡ cosh 　 x ，

　　　　　一 歩〔
− 1 ±M（2r　1） 4Er 〕

で ある 。

　 （35）の 2根 を α 〉 β で表 わ す 。

E の 値に よ り， 積分の 中の 根 の 大小

を分類す る 。　　　　　　　　　　　　　　　　 図 3　〔皿〕の 振動子 の ポテ ン シ ャ ル
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一振動 子

（1） ・ ＞
12i

壽
1〕

2

＞ ・ ・r ・・i’）

　　・ 〉 ・ け 一 奏）

・・）
（Zl’i・；1；1）

2

＞ ・ 〉 ・ 暢 旨 ＞t
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ，1

　　　　　　　　　　　　　　　　　
「 k2

（・） ・ 一 ・ ・ 結 1 ＞ ・ 〉 一ド β

　　　　　　　・ 結 1 ＞ ・ 一 一1 ＞ β

　　　　　　　・ 跳 ・ 一 β 一 一1

（4）　 2 ＞ E ＞ 0 　　　　　1 ＞ α 〉
− 1＞ β

（5） 　E 二 〔｝ 　 　 a ＝ 1 ＞
一ユ〉 β

（6）　　　E 　　k 　　O　　　　　　　　　Ct＞ 　1　＞ − 1　＞ β

積分 は

　 　　　　 　　　　 　　dy

at　1 β 虚根

1 ＞ α 〉 β〉 − 2

1 ＞ − 1 ＞ Ct＞ β

　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　 幕 ∫ dt　 　　　ノ
’

　　　　　　（y 十 1 ）（y − 1 ）（y
一

α ）（y 一β）

以 下結果 を列挙す る。

（1）
　 　 　 　 　 　 　 1 − c 　 cn ω t
　 　 　 　 　 　 　 　 　 l　 　 　 　 l

　 　 　 　 y　
二

　 　 　 　 　 　 　 　 cn ω t − c
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l　　 　 　 l

　　　　c1 − E − 1 −
・輛 ） ，

ω3− 2・V［Er（itr＝ m

　　　　 、 　 E − 　（2r ＋ 1 ）＋ 禰
　 　 　 　 k　 ；

（2）
1一
2

　二

＼

〆γ

y

　　 2 〜
厂雁 下

1 −
・ ・

、
S ・

2
ω

，
・

　 　 　 　 2
ト c2 　 sn ω

2　
t

（36）

（37）

（38）

（39 ）
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　 　 　 　 2
c2 ＝

α 十 1 ，

k2 ＝

・ 卜 麦〔・r ・ 1 − ・E・

　　　2r α 一一β）

（2r ＋ 1）
2 − 4　f｛】r 〕

（1一β）〔α ＋ 1 ）

（40）

　 　 ］
r 〈

互
1 −

・
，

sn2 　W
、
　t

y　
＝

　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　 i ＋ C3 　sn ω
3　
t

・

，

一 ｛÷ ・ ；1
− S〔・用 ＋

　　　 （1 十 at）で1 一β）
k2 ；

　　　 （1一α ）（1 ＋ β）

（2 γA1 ）
2 − 4El 〕

（41）

（42）

（3）　こ の 揚合 はポ テ ン シ ャ ル の 形 か らわ か る よ うに 定性的 に は特異な こ と は お こ らな

い 。定量 的 に は （2）， （4） の 解 の 1im で よ い が ， 楕 円関数 が双 曲線関数に 変わ る 。

有限 の 短 い 時間 で質点は 。 。 に達す る 。

（4）　 　 ユ ー a ・
、

sn2 ω

、
・

　　　　y　；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （43）

　　　　　　　　1 −
・

、
s・

2
ω

、
t

　　　　・
、 ÷ 1，

・
、

2 − ・・… ）
・ 一 ・ E ・ ・

k2 −

1

繋 1≠
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・1）

（5）

　　　　y
（・r ＋ 1 ）　 ‘・・ih2 　（・励 t＋ E ）’ 2 （r’ 1 ）

　 　 （、5）

　　　　　　　　　　　 2r −一（2γ 十 1　）　tanh2　（v
／三酒

一
　t・十ε ）

（6）

y

5C

　 2sn
　 ω 　t

　 　 2
一 CtC
　 　 　 5

・・
2

ω
、
t − C5

1一β
・

α
一β　 ，

ω
2 ，

k2 は （40）式 に 同 じ 。

（46）

〔rv〕
N ； 　 sinh 　 x γ sinh 　 2x （γ＞ O ）

ポテ ン シ ャ ル は

　　　U （。 ） 一 （、。 、h 。
− 1 ）＋ γ （… h2x − D

（47）

（48）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2 次の sinh
一

振動 子 と sin
一振動子

で あ る 。 グ ラ フ は 図 4 に 示す 。

　k2 ＝ 0 に な る根 y は

　　　　・ ・ … h ・ 噛 〔− 1 ・ … ＋ 1 ）・ ・Er 〕　 　 ・49・

で あ ．；一、 2 根 を α 〉 β とす る 。

　 E ＞ 0 の 場 合だ け を考 えた らよい 。

　解 は

　　　　，
。

1 ・ dS ・

2
・ ・ 　 　 　 　 　 　 （・・）

　　　　　　　1 ＿− d　sn2 　ω t

　　　　・ − 1十L ω
2

一 壱〔・r ・・H −
　E ・ … ＋ 1）

2
・ ・Fコ r 〕 ・51）

　　　　　2 　 （α 一 1 ）（β＋ の
　 　 　 　 k　 ＝
　　　　　　　 （α 十 1 ）（β一 1 ）

とな る 。
α ＞ 1 ＞

− 1 ＞ β で あ る か ら x に

つ い て も相 異 な る 2 実根 を もっ
。 振動解 で　　　　　　　　　U ‘T ）

あ る 。

　以上 4 つ の 振 動子 と も解 の 中に ε が現 わ

れ て い な い 場 合は t ＝0 で y ＝ 1 ，
x ；O

に と っ て あ る。 E が現 わ れ て い る場合 は

x 二 〇 が平衡点に な る と きで ，初期条件 を

原点以 外 の と こ ろ に え らび t → ・C で 原 点

に 達す る解を現わ し て い る。 こ の 解 は他 の

解 の パ ラ メ
ー

タ
ー を変 えて も得 られ な い 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図 4　〔rv） の 振動子 の ポテ ン シ ャ ル

§3． 2 次 の sin −一振 動 子

　 ［1i〕
　　　　 又　； 　　s 正n ）：　− 　　r　sin 　2x 　　（γ ＞ 0 ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（52）

　 ポ テ ン シ ャ ル は

　　　　 U （。 ） 一 。。 ・ x − 1 ＋ r （1 − c・s2x ）　 　 　 　 　 　 （53）
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で ， グラ フ は 図 5 で あ る 。

　k2　・ ・　O の 根 は ・ i・h 一振動子 の 〔∬〕

に 対応 し て い る 。

　 E の 値 で 分類す る 。

　　　　　 （2r＿1）
2

（1）　 E 冫 　 　 　　 ≧ 0
　 　 　 　 　 　 4 γ

　　　　面 齦 等号 は ・一一S・ ・き・

・… 一

‘21

；
D2

… 去・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　・ 一 ・ 一 羨｛

7 ＞

？
　　　　　　　　　　 「 〈 万

…
‘21

手
1〕

2

＞ ・〉 ・ 1… e！

　　　　・ ＞ S1 ＞ ・ 〉 β〉 − 1

　 　 　 　 　 　 1
　　　　「 ＜

』
2 　

a ＞ β＞ 1 ＞ 皿1

u （τ ）

一
覧

γ〉圭
π

き。 k 』ご
　
噛2

図 5　〔囗 の 振動子 の ポテ ン シ ャ ル

E ＝ ＝O ， E 〈 0 は 〔皿〕に 含 まれ る 。　 sin 一振動子 は ポテ ン シ ャ ル が 周期関数 で あ るた

め ， E ＞ 0 の 揚合だ け を考 えれ ば よ い
。
　 E ≦ 0 は 池 の タイ プ の 振動子 の E 冫 0　に 対

応 す る か ら で あ る 。

　 sinh 一 振 動 ILと異 な り有限時間で 。。 に な る解は な く ， 周期解 か ，
　 t → ・ Cl で あ る 有

限の 位置 に近ず くか 2 種類 だ け で あ る 。

　 y ＝ COS 　 X と お くと積分 は

　　　　一　fy 　 　
dy

　 　 　 ．
、厨 ／

td

・ 　 　 （54）
　　　　　 1　　（1 − y ）（y ÷ 1 ）（y −− a ）（y一β）　　　　　　　o

で あ る 。 以下解を列挙す る 。

（1）　 　 　 　 　 　 　 　 cn ω t ＿ e
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l　 　 　 　 1

　　　　・ … … x ＝
1 ．ecn ω t 　 　 　 　 　 　 （55）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　 　 　 1
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1e

2k

一
・禰 一 （E ・ 1 ），

・
、

  2

　　（2 ト ユ）− 1，1＋ ノ繭

2 次 の sinh
一振 動子 と sin 一振動子

（2）

E （E→−2 ）

（56）

　　　　 1
γ 〉

．
を

y

2 ＞輛 下

1 十 2 γ　sech ω
lt

こ こ で

（3）

r

　 ω 　 　 ＝
　　 1

「　 19

互

y　
二

2r ．
＋
− sech ω

l　
t

4 γ
2
　 12

γ

γ 冫

y

Eコ
2

2k

r く

y

27 ＋
．c ・s ω

lt

里

ツ】

1 ＋ 2rc ・s ω
、
t

1 ＋ ・
、

sn2 ω
、

・

　　　1 − ・
、

sn2 ω

、
t

一
罸 ω

22
− ÷〔

　　　（1 一α ）（β＋ ユ）

（2卜 1）
2 − 4Er ＋ 2〜

・− 1 − E 〕

〜
e

2k

（57）

（58）

（1 一β〕（α ＋ 1 ）

（59）

1一
21

一
β ・

，

sn2 ω
、
・

　　 　　 　　 　　 　　 　 　

　　　1 −
e3 　 sn ω

3t

　　　　2　　　　　 2　　 1
ニ 　 　　 　　　 　　 　　ゆ 　 　 こ
　　β十 1 ，　

3
　　 2

　　　2 （α 一β）

〔一 ＋ E ＋ 1 − 2r 〕

（α
一 1 ）（B ＋ D

（60）

（61）
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　〔コ〕

　 　 　 x ＝ − sin 　 x 十 γ sin 　 2x

　ポ テ ン シ ャ ル は

　　　 U （。 ） ＝ （1 −
。。、 x ）＋ γ （・・ s2x

− 1 ）

（62）

（63）

図示す る と図 6 の よ うに な る 。

　好 ＝ 0 とす る y を a ＞ β　と

す る 。

　積分は

　　　 一 f
dy

　　　　　　（1− y2 ）（α
一y ）ly一β）

　 　 　 　 　 　 二 》筆ア dt

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 （64）

とな る。

　E の値 に よ り分類す る 。 〔］〕 だ け

例外的 に ・ ＞ 1・ ・ き ・≦ ・ を考 ・

る必 要が あ る。 2根 は sinh 一 振動子

りcp ）

の 〔1〕 と同 じで あ る 。

（1） E 　
t

　2

　 （2）　2 ＞ E ＞ 0

・・） ・ 一 ・ ・ 〉 去
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　「 ≦ 万

　（4）　0 ＞ E ＞ Um 　i
’

n

　 　 　 　 　 　 　 l

　　　　　r ＞ 万
の み ・

っ ぎに解 を列挙す る 。

図 6　 〔皿〕 の 振動子 の ポ テ ン シ ャ ル

Ct ＞ 1 ＞
− 1 ＝ β

α ＞ 1 ＞ β〉 − 1

α ・＝1 ＞ β〉 − 1

平衡点 の み で 可動範囲は 存在 しな い 。

1 ＞ a ＞ β〉
一一1

　　　　　 （2 ア ＋ 1）− 2 （r ＋ 1 ） tanh2 （隔 t ）
（1）　 y 　＝

　　　　　　　（2r ＋ 1 ）− 2r　 tanh2 （．痂 了 t ）

（65）
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（2）

（3 ）

（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2 次の sinh
一振動 子 と sln

一振動子

，
⊥

α い
2

ω
1t 　 　 　 　 （66，

　　　　　1T 　 f
，

・n2 ω
lt

fl − 1÷ ω
12

− 〔… − l ！
・

・　
・E ・）

S
　 　 ・67・

　　ワ 　　（α 十 1 ）（1一β、
　 k

凵
＝

　　　　　 2 （α一β）

・ 場 ・ ・ き・ み ・
・ 一 … 一 β に と る ・

，
。

・ （1 − ・ 1… r − 1 ） ・・nh2 （V
’E7：T ・ ）

　 　 （68・

2 卜 （2 卜 1 ） t・・h2 〔痂 ＝ 丁の

　　　 Ct．＿ rsn2 ω t

　 二　　　　　
2
　　　　

2

y

　　　 1 − f
，

sn2 ω
，
t

・
、

− 1≡1，

ω
22

一 圭〔

、
・

−

2　（α
一　fi　）

　　　 （1 一β）（α 十 ユ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 （69）

（2卜 1 ）
2
＋ 4Er ＋ E ＋ 27 − 1〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　 （70）

臼ii〕
　　　　 〜1 ：＝ − sin 　x − 7sLn 　 2x

　　　　　　 　　　　　　 　　　　　 （71）

　ポ テ ン シ ャ ル 関数 は

　　　　1．
T

（X ）＝ （1 − C ・SX ）

　　　　　　 ＋ r （ユ
ー C。S2X ）

グラ フ は 数 7 で あ る。

　k2二 〇 と な る y ≡ cos 　x の 根 は

s 田 h一振動子 の LUI） と同 じで あ る 。 2 根

を α 〉 β とす る。

場 ・ ・ き・ ・冫 ・
m 。X

、

・桔 ・

　　　 L

と きの 封＞ 2 は 〔i〕で 考察ずみ の 解 に 含

まれ て い る 。

u α ）

7＞去

（72）

一「匡

ヒる去

　　　　　乖

ま

2 根

図 7　〔皿〕の 振動 子 の ポテ ン シ ャ ル

笛
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　　　　　　　　　1　 （2 γ 十 1 ）
2

（1） 「 〉
万 　 4 ，

＝ ＝　 E

　　　　　　　　　1　 （2r 十 1
’
》
2

（2） γ ＞ 7 　 4 ，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞ E ＞ 2

（・） ・ − 21 ＞ ・一 ≧ β （r ≦ 去
・）

　（4）　　2 ＞ E ＞ 0　　　　　1　＞ a ＞
− 1　＞ β

上 の 4 っ の 場合 の 解 は っ ぎに列挙 され る。

　　　　　　　　　　（2γ
一
ト 1 ）一　（2r ＿ 1）　tanh2

（1） y

2
ω

1 ＞ α ＝ β〉
・− 1

1　＞ α 〉 β〉 − 1

1 ＞ 〔x ＞ β ニ ー1

ω

1t

tanh2 　ω 　t
　 　 　 　 　 1

（r ＞ 去）

（2）

　　　（2r 十 1 ）−f−　（2r 一工）

　　　　4r2 − l

l
　　 　 8r

　　　ト 91sn2 ω
，

・

　　y

　　gl

　　k2 ＝ ＝

　　　　ユ
r ＞ 万

　 　y 　
＝

　　　　ユ
r く

ゼ

　 　y 　
＝

　　　　1r
　 ＝ −

　　　　2

　　y　 ＝

　　1 ＋ 91s ・

2
ω

、
・

　　1 一
α 　　　　2

ニ 　 　 　 　 　　 　 　 　 　の 　 　 ニ

　　a 十 1 ，　　
2

　　（1 一α ）（β十 1）

ム〔2r ＋ 卜 E＋ ノて葬再ア＝蒲 7 〕

（1 一β）（Ct−！− 1 ）

（73）

（74）

（75）

（3）

（2r − n −一
・in2 （、厂万＝Tt ）

（2r ＿ 1 ）＋ sin2 （．砺 ＝ T　 t ）

（2r − 1 ）一一2 （r − i ） tanh2 （．
ズ7厂 了 t ）

（76）

　（2r − 1 ）

ユ
＿ t2

　 　 　 　 2’
1 十　t

2r 　tanh2 　（v
／万 ：：巧「

一
王　）

（77）

（78）
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　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 2次 の sinh
一振動 子 と sin

一振動子

（4）

　　　　　　　1 ＋ β 2
、

sn2 ω

、
・

　　　　y 羸　　　　 2 　　　　　　　　　　　　　　　　　（79）

　　　　　　　　　 92sn 　
ω

3t　 　 　 　 　 　 　 l 十

　　　　・
、 ÷ 1，

・∫ … ＋ 1 ）
2 − ・E ・ 　 　 ・…

　　　　k2 ＿
（1 一の （β一 1 ）

　　　　　　　　2 （β
一

α ）

　〔lv〕
　　　　

−
R 二 　sin 　 x

−
十
一

γ sin 　 2x 　　　　　　　　　　　　　　　　　 （81）

　ポテ ン シ ャ ル は

　　　　U （X ） ＝ （COS 　X − 1）

　　　　　　一
ト　γ （cos2 　x − 1 ）　　　（82 ）　　　　　　　　　　　　U 《X ）

グラ フ は 図 8 で ある。

　 好 π 0 の 根 α 冫 β は sinll −一振 動子

の 〔IV〕 と同 じで ある 。

　積 分 は

　　　　　 y　　　　 dy
　 　　 　 − f

’

　　　　　
11

卜 y2 ）（α 一y ）（y ・− ff）

　　　　　　　　　　　 一
．砺 7t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図 8　臼V〕 の 振 動子 の ポテ ン シ ヤ ル
で あ る 。 y … cos 　x で ，

　 t 二 〇 で

y 二 1 （x ＝ 0 ）で あ る。

　 E 〈丶o の 揚合 は Ln〕 の 解に含 まれ て い る の で
，　 E ＞ o　の み を考 え た らよ い 。　 r に

よ る分類 も不 要 とな る 。 解 を書 く と α ＞ 1 ＞ − 1冫 β な の で

　　　　　　　 1 一 α hsn2 ω t
　　　　 y ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （83）
　　　　　　　 1 ＿ hsn2 ω t

　　　　・ 一

。皐L
ω

2 一 ぎ〔… 1 ＋ ・＋ ・・r・ 1）
2

＋ ・朗 … ）
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　　　　　 2 （α
一
β）

k2 ＝

　　　 （α ＋ 1 ）（1一β、

とな る 。

§4 ．　お わ り に

　計算が 意外 に 長 くな り ， 2 次 の sinh 一振 動子 の 熱膨 張 へ の 応用 は 次 の 機会 に な っ た J

公式 の 羅列 に な っ て し ま っ た が ， 公 式 は万 古不 易 の も の だ か ら
， 計算 し てお く こ と も必

要だ ろ う。

　お わ りに 図 の 作成 に っ い て ， 大阪教育大 の 中野 恵子 ，木村貞弓両君 に お世話に な っ た。
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