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　これ か ら述 べ よ う とする の は ， 臨界現象に お け る 級数展開の方法 を ，
二 変数に 拡張 し

て ， 多重臨界 点 へ 適用 し よ うとする もの で あ る 。

1） 一
変数級数展開の 方法

　まず一
変数 の場合 を考えよ う。

x の 関数 f（x ）が 無限級数

　 　 　 　 　 　 　 　

　　　f（x ）＝ Σ akxk

　 　 　 　 　 　 　 k＝O

で 与 え られる 。 但 し ， 右辺 は形 式的級 数 で 収束の 保証は な い が ， ふ つ うは ， 左辺 の関数

f（x ）の定義 とみ な す 。
f（x ）と して代表的な 例は

， 帯磁率

　　 　　　　　 ∂M
　　　x （T） ＝

万百

で
，

x は こ の場合 J／kT で あ る
。

　 a ） 切断 法

　関数 f（x ）を近似する昔か ら の方法 は
，

係 数 ak の うち k ≦ K が わ か っ て い る と

き ， 上 の級数 を K 次 の項 ま で で 切断 し て

　 　 　 　 　 　 　 K

　　　f（・）＝ Σ ・
、

・
k

　 　 　 　 　 　 　 k＝O

と近似 する事 で あ る 。 勿論 こ れ は
， 大変

ひ どい 近 似で ， 先程 の例の帯磁 率が ， 実
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の よ うに 指数 7 で 発散 し ， 多項 式 （切断 され た級数 ）で は 表わ し得ない
。 ま た我々 の 知 り

た い 臨界点 xc （Where　is　the　singnlarity ？）・ 臨界指数 r（What　ls　the　nature 　of　the

singularity ？）及 び臨界 振幅 Zo （Whaf　 is　 the　 amplitude 　of 　 the　s　in　9
．
ulari 　ty ？） の

評価 を与 えな い
。 まず こ の 方法 は 役に 立 た な い

。

　 b） 逆数関数 の切断 法

　次 に歴 史的 に 試み られ た の は ， f（x ）の逆数を と っ て ， それ を級数展 開し K 次 の項 ま

で で 切断 し た もの で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 K

　　　1／ f（x ）望 Σ bk　xk

　 　 　 　 　 　 　 　 　 k・＝O

と近似 する
。 近似多項 式 の零点が 臨界点 x

。
の評価 を与え る 。　こ の点で は前 の近 似 よ り

良 くな っ て い る が
， 決定的 に 不充分 な の は こ

の近似で は 常に r　
一
＝ ・1 とな り ， 事実 こ れ は 正

し くな い 。従 っ て Zo の 評価 も与 え な い
。 こ

の 方法 もまた 役 に 立 た な い
。

　 こ れ らの ほ か に
， 役 に 立 つ 近似の 方法 がふ

た つ あ る 。 歴 史的順序 で の べ る と ，

　 c ）　 ratio 　method

　前 と同様 に
， 級数展開 の始め のK 項 の係数

｛ak ｝が わ か っ て い る もの と する 。 高温 帯磁

率 の 例で は
，

こ れ ら の係 数 の変 化は 大変 規則

正 し い 。そ うい う級数 の場合に は 　ratio

method は よ く働 く。 ak の 規 則正 し い 変化

に着 目し て ，

　　　 ・
k／

ak − 1 　 v …　 　 1／k ＋ δ

！

＼ ズ
　 　 　 く

図　 2

ズ

をプ ロ ッ トし て み る 。 こ こ で 挿入 し た パ ラ メ ー
タ

ー δは ， 外挿す る と き調整 する 小 さ い

数 で ，
n シ フ ト と よば れ て い る 。 　 こ こ で は簡単 のた め 0 とお く 。 　こ れ を み る と ， 漸

近的に
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　　　寺 ぺ ・一 ・ 》 1

が成立 っ の が わ か る
。 グラ フ で は μ

o
が 外

挿 され た 切片 ，
一撃 が傾 きを示 す 。 こ れ か

ら二 項定理 を用 い る こ とに よ り
， 切片か ら

臨界 点 。 ：−Y ⊥
傾きか ら臨界指数 控

　　　　
c
　　μ0

，

r　：： 1＋ 91の 評価 が得 られ る 。

　 こ の ratio 　meth 〔xl に は い くっ か の工 夫

が あ るが ， ひ と つ は x
。
が 何か 別 の方 法 で

正 確 に わ か っ て い る場合

　　　　　　　　　　
ak

　　　gk ＝ 〔1 −　　　　　　　　　　　　 〕k
　　　　　　　　　μo　ak ＿1

1 t／k
図　 3

0

が・

を定義すれ ば
， 数列 ｛9k｝は r− 1 に 収束する は ず で あ る

。
ま た

一
方 ，　r が 正 確に わ か

っ て い る と きは ，

　　　　 ＊　　　
ak
　　　 k

　　　
μ

・

『 ： k − （r ＋ 1）

　 　 　 　 1
が μ

〇
ニ ー へ 収束す る は ずで あ る 。

　　　　
XC

　 ratio 　 method が有用 な揚 合 は ， しば しばそれ が 最良 の方法 で あ る こ とが多い
。 例え

ば 正 方格子 の Ising模型で は r ＝ 1．7497 … で 正 確 な値 7／4 ＝ 1．75 に ほ ぼ一致 する 。

単純立 方格子 で は
， 正確 な x

。
も r も知 られ て い な い が ， 別 の方法 で 見出 した Xc の値 を

用 い て r を計算 する と r ； 1．2485 … とな る 。

　 ratio 　meth （rd が 役に 立 た な い 例は
，
　 fcc格子 の 3 次元 Ising 模型 の 自発磁 化で

，

　　 一止
x ＝ ＝ ekT と し て 低温 か ら級数展 開 する と

， 係 数 は 大変不規則 で 上 に の べ た よ うな収束

は 期待で きな い 。 歴史的 に こ の 問題 を解い た の は
，

　 　 　 　 　 ノ

　 d）　 Pade　approximant 　 technique

で
， 規則的な級 数に 対 して は ratio 　method ほ ど良い 評価 を与 えな い が

，
　 ratio 　 method

が 役に 立 た な い 不規則な 級数 に 対 して 効 き 目が あ る 。

こ こ で ， なぜ 高温 帯磁率 の級数 が そ ん な に収束 が よ く ， 自発磁 化 の級 数 は 収束が 悪 い
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の か を考え て み よ う。
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図　 4

　 　 　 　 　 　 　 　 J

　い ま 変数 x ＝ e

氤
π

を と り ， 上図 の よ うに x の 複素平 面で 特 異点 の位置 を なが め て み

る と ， 高温展 開 で は 収 束半径が ， 実際 の Tc に対 応 する物理的特異点に よ っ て 決 ま る の

に 対 し ， 低温展 開 の場合 で は
， 物理的 特異点 よ り も原点に近 い 特 異点が収束半径 を決 め

て い る もの と考 え られ る 。 従 っ て 低温 展 瀕の 本 質的な 問題点は ， 物理 的特 異点 まで 解析

接続 する こ と で あ る 。 こ れ が Pad6　 approximant に よ っ て 可能 と な る 。

　関数 f（x ）の 1／MPad 色 approximant は 次式 の よ う に ふ た つ の 多項式 PL （x ）， （鋤（x）

の 比 と し て 定義 され る 。

　　　　　　　　　　　　　 PL （x ）

　　　〔L／M 〕f
＝

　FLM （・ ）＝　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　＝ f（x ）

　　　　　　　　　　　　　 QM（x ）

こ こ で 7

’
　

X

　

’

　

P
　

　

D

L

Σ
窟

　

　

’

　

＝）X（
LP

　 　 　　 　 M 　　　　 m

QM （x ） ＝
　Σ　qm 　

X

　 　 　 　 m ＝ 1
qo ＝ 1

で あ る
。

　 K ・＝ L ＋ M で あれ ば ，
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PL （x ）

QM（x ）
）

刊Kx
（0十

kXka
　

　

O

K
Σ
＝

　

　

k
轟

が成立 ち ・ QM（x ）を両辺 に か け て ・
x の 各次数 の係数 比較 に よ っ て ｛ao　al … aK ｝か ら

｛po　pl … pL　ql … qM ｝を求め る こ と が 出来る
。

こ の よ うに Pad6　approximant の係数 を

決め る こ とは ， 連立 1 次方程式の 問題 で ， 計算機を使 っ て 数値的に 解 け る
。

こ こ で 注意

しな けれ ばな らな い の は そ の 行列式 が 非常に 小 さ くな る と き ，
つ ま り方程式が singular

に近 い ときで ， こ の場合は 倍精度 を使わ な けれ ば な ら な い 。こ の 点は ratio 　 method よ

りも手数 がか か る 。

　さて pad6　apProximant が 役に立 っ 点は ， まず分母 QM（x ）を もつ 事で ，　QM（x ）の零

点 Xo が FLM （x ）の 極 を与 え る 。 従 っ て Xo 付近 で は ， 留数 を Ao と し て ，

　　　　　　　　　　 Ao

　　　FLM （x ） ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　（n 位 の極 ）
　　　　　　　　　（X − XO ）

n

の よ うに振舞 う 。

　 こ の 方 法 は 初 め の ふ た つ の 近似 ，
つ ま り単純 な 切 断法 と逆数 関 数 の切断法 を ， 特殊な

場 合 と して含ん で い る。 M ＝ 0 の場合 が 前者 ， 1． ＝ 0 の場合が 後者 に あ た る 。

　 L／MPad6 の表 の うち対 角線 L ＝ M 上 ま た は そ の 付近 の approximants が よ く使わ

れ る 。 なぜ な らそ れ らは ， 分子 と分母 の零点 ， すな わ ち FLM （x ）の零点 と極の特異点を

両方 と も与え る 。 もし関数 f（x ）が 有理 型関数つ ま り ， 特異 点が 零点 と極に 限 られ る 場

合 は ， Pad6　 approximant の 収束は 大変速 い
。

　 し か し
， 帯磁率 の 例で は

，
f（x ）は 単に 極 を特異 点に もっ の で は な く ，

　　　　　　　　 Zo
　　　 f（x ） ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　r は
一

般 に整数 で は な い

　　　　　　　（Xc − x ）
「

の よ うに cut を もつ
。 従 っ て こ の と き ， 単純な Pad6　 approximant は 役 に 立 た な い

。

Pad6　 approximant が 特異点 をど のよ うに 近似 して い るか を複素 x 平面 でみ る と ， ほん

と うの特異 点 （cut ）が第 5 図の左 図 の よ うだ と する と ，
　 Padざ近似は 第 5 図の 右図の よ

うな零点 と極 の 並 ん だ もの で それ をお きか える 。
cut の近傍 で は 近似は 悪 くな るが ， そ

れ 以外で は よ く ， 特 に収束半径 を決 め る x
。

は ， よ く近似で きる 。

　 G．Baker は 上 のよ うな cut をもつ 関数 の場合 は ， 直接そ れ の Pad6　 approximant を
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1。。 X 1制 λ

Reズ〜
　 　 　 （ ノ 　Re．（

　 　　　　　　　 　　　　　　 　　　 図　 5

と る の で は な く ， f（x ）の 対数微 分

　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　 D （x ） ＝

万マ
1・gf （x ）

の Pad6　 approximant を考えれ ば よ い 事 を示 し た
。 実際 ， 上 の 例で も

　 　 　 　 　 　 　 　 r
　 　　 D （x ） ；

　 　　　　　　 XC
− X

と な り ， f（x ）が cut を もっ て も D （x ）は極 だけ と な る 。 こ れ は ふ つ う D −iog　 Padざ

approximant と よ ば れ る もの で

　　　　　　　　　　　　　　　　PL （x ）

　　　
D （x ）fY− 〔圃 〕

… g ・

＝

Q。
・・）

で 定義 され ， D （x ）の特 異点が極 だ け な ら収束 も速い は ずで あ る 。 （Iog σ）特 異点 の 場

合 ・ 収束 は お そ くなる ・ ）上 の 例か らわ か る よ うに ・ QM （x ）の 零点 で 実軸上 で原 点に 最

も近 い もの が臨界温 度 Tc を与 え ， そ の 極で の留数 が 臨界指数 r を与 え る 。

　 もし x 　が わ か っ て い る と きは
　 　 　 　 c

　 　　　 ＊　　　　　　　　　　 d
　　　「 （x ）一 （・

。

一
・ ） ix　

1・g　 f（x ）

に 対 する級数か ら Pad6　 approximant を作 り ， それ を x ＝ x
。

と お け ば r の評価が 得 ら

れ る 。
ま た r が わ か っ て い る と きに は
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f （。）与

　 　 　 　 　 　 ノ

に対 する Pade　approximant か ら xc が 得 られ る
。 も し

，　 r と x
。

が両方わ か れ ば
，

　　　A （・） − f（・ ）（・ 一・
。
）

γ

か ら
， 臨界振 幅 ZG の評価 が得 られ る 。

　こ れ ら の 方法 を用 い て
， 2 次元 Ising模型 の高 温帯磁 率 は diagonal　 Pad6　 approxi −−

mant で 大変速 くOnsagerの値 xc
，

r に 収束 する こ とが わ か っ て い る 。 3 次元 Ising

模型 の場合 も x
。

； 0．21815 … r　＝ ＝ 1．2505 … が 得 られ
， こ れ は く り こ み 群に よ る 方 法

が 適用 され る 以 前に
， よ り正確に わ か っ て い た 値で あ る 。

　自発磁 化 の級 数 は 大変不規則 で ある が Pad6　approximant に よ っ て β二 〇．31 … が

歴史的に最初 に 見出され た 。

2） 二 変数 級数展開 の方法

　
二 変数 x

，
y の 関数 f（x

，
y ）が

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　・（… ）一

； ・
、 k

・　xkyk

’

　 　 　 　 　 　 　 k ，k ＝O

で 与え られ て い る 。い ま我 々 は （k ，

kノ

）の うち有 限な K 個だけ わ か っ て

い る もの とす る 。そ の こ と を ， 係 数

の index　 set を K と して

　　　（k ，
k ノ

） ⊂ K

と 表わ そ う 。 こ こ で
， 領 域 K の選 び

方 が 同 じ K で もい ろ い ろ あ り ， 幾何

学的複雑 さを増 すこ と を注意 し て お

こ う 。

　 f（x ， y ）の 代表 例 と して ， 帯磁 率

X （T ， H ）を考え る と ， 変数 と し て
，

ゼ
曖数写α 轟 1♪

　　　 ’

O 　　O　 o o　 ρ θ

o 　　o　 o 9　 　9 o

O 　　O 　　o 6 o 　 ρ

g　　 o 　　●
ρ o 　 　o

o 　　o 9　 ρ ゜ ・ k
O　　　　　o o 9 　 0

g 　　o ρ　　6 ◎　 o

9 　 　 9 　　 σ g 　　o0 　 4

K

図　 6

暖数xz
（k ・ め

凌数ズ

ぐ7ニ リ
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x ＝ J／kT 　　　y ＝ ＝ 　H／kT

をと り ， 実際の振 舞 い を xy 平 面で み る と ，

ふ つ うの 臨界現象で は 臨界点 Xc は 磁 場 0 で

お こ る の で
， 特異 点 は 図 の よ うに x 軸上 x ≧

x
，

で お こ る
。

こ の場合 ， 臨界点付近 で の

f（x ， y ）の振舞iい を しら べ るに は ，

　　　　 ∂f（x ， y ）
　 　　 　　 　　 　 Ef （x ，0 ），

　　　　　 ∂y　 尸 o
’

∂
2f

（x ，y ）

∂ ，
・ 1− 。

・

…

｝

（X ・
．
O ）

図　 7

を と れ ば ， こ れ ら は す べ て 一変数 x の関 数だ か ら
，

こ れ ま で に の べ た 一変数 の方 法 を使

う こ と が で きる
。 実際多 く の仕事 が こ の 方面 で な さ れ て い る

。

　多重臨界点が存在する 場合は
， 状況 は も っ と 複雑に な る

。

　二 重臨界点 （b且 crl 重1cal 　 point ）で は ， 特異 点 は xy 平面 上 で 第 8 図左 図 の よ うに 分

布 し，三 重臨界点 （tricritical　 point ）で は ， 第 8 図右図の よ うに な る 。

疹

‘髫

〆
臨堺線

プ

… …

K 二重飜
洗

（
ズ ズ

蕾“… …
f＼ 厂

三轗 騨 、

ズ
‘

一
→

ズ

図　 8

我 々 は 多重臨界 点 （x 　 y ）の位 置 と ， そ の近 傍 で の f（x
， y ）の振 舞 い が知 りた い

。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 C ，　 C

さ ら に 二 変数 の揚合 ， 臨界点付近 で f （x ，y ）は 次 の よ うな scaling の 性 質
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多重臨界現 象の 数値的解法

　　　・（． ， ，） ．

・
Z （

y
・

− y
）

　　　　　　　　　　　　　　　（x
。

− x ）
φ

　　　　　　　　 （X
。

− X ）
「

をもつ と予想 して ， 臨界点 （x
。 ，yc）， ふ つ うの臨界指数 r と crossover 指数 φ を求め

た い
。 臨界振幅 Z （z ）は

， もはや 一 般に 定数で は な く
， 指数 φ を も っ た scaling 関数 と

な る 。

我 々 は さらに
， 波印の つ い た 坐標軸

　　　　マ ＝ △x ＿彑

　　　｛　　　　
e

・

　　　　　
　　　　 y ＝ △ y − e1 △ X

を導入 し ， f（x ，y ）が 臨界点付近 で
，

　　　・・・ … − tt， Z （
　y
〜φ
X

）

△ X ＝ X − X
　 　 　 　 　 C

△ y ＝ y − y
　 　 　 　 　 C

と書 かれ る 事 を予想 する
。

el
，

e2 は scali   axis の傾 きで あ る 。

　従 っ て我 々 が 解 こ うと する 問題 は
，

二 変数の 級数展 開 を用 い て
，

ど うすれ ば 多重臨界

現象の scaling の性 質が記 述 で き ， しか も ， （x
。 ，

y
。
），　 r ，φ，　 e1

，

e2
，

　 Z （z ）が 数値

的 に 求め られ る か ， で あ る
。

　 a ）　Canterbury　 apProximant

　級数展 開の 二 変 数 へ の 拡張 は
，

は じ め に Chisholm とそ の 共同者に よ っ て な され た
。

関数 f （x ， y ）の Canteibury　 approxi 　mant は 一
変数 Pad6　 approximant の 自明 な一

般

化 に よ っ て な され る 。

　　　　　　　　　　 PL （x
・ y ）

　　　
F

・M
（x ’ y ） ＝

Q。
（・ ， ・）

窪 f（x ・ y ）

こ こ で
，

　　　・
L ・・ … 一

、e
；1・、，

、． L　
・

・　tt
・
’

・
‘

’

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ

　　　Q・
（x ・ y）

    ）． 。

・
・ m

・ ・
m

・

m

・ …
＝ ’
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で あ る 。

　 K ＝ L ＋ M − 1 の と き ，

　　　ll：÷ 、蕊 、。 。
　a

、
　
、

・　・
・
　・

・
’

よ り ， 係 数比較 に よ っ て ｛akk
， ｝か ら ｛p

，〆 ，

　qmm ， ｝を求め る こ と が で きる
。 但 し

，

こ こ で 注意 し な くて は な らな い の は ， K − L＋ M − 1 をみ た す領域 K ，
　L ，

　M の選び方 に

は い ろ ん な仕 方が あ り
， そ れ に よ っ て近似の誤差が 異 っ て 来 る 。 ど うすれ ば 最良の幾 何

が得 られ る か に っ い て は
， 多くの 議論が Proc．　 Roy．　 Soc．に 出て い る 。 しか し ，

こ れ

ら の微妙な 点に 関わ る ま で もな く ， こ の 直接的 な
一

般化は 我 々 の 問題 に 対 し て は役 に 立

た な い
。

　そ れ は Canterbury　approximant 　 FLM （x ， y ）が ど うい う特異点 をもち うる か をみ る

と わ か る
・ QM （x ・ y ）の零 点は xy 平面 で

FL
麗
（・ ・ y ）の極 の t・aject ・ ・y　 y （・） を与

える 。
こ れ は 臨界線 と考 えて よ い が ， こ の

方法 で は 代数 曲線 し か 出て こ な い
。 こ れ は

多重臨界点で は 正 し くな い
。

一方散乱理 論

で は Canterbury　 approximant は 自動的 に

ユ ニ タ リ性 をみ た すの で
， Bom 近 似 な ど

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x
よ りも有 効で あ る こ と が わ か っ て い る

。 し

か し我 々 の 問題 に は 役 に 立 た な い
。

　
一

変数 の と きの よ うに ，D − log　 Pad6
　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 図 　 9
approximant

　　　　　　　　　　∂ 　 　 　 　 PL （x ・y ）

　　　D
・
（x ・y ） ＝

諏
　　 　　 　　 　　 　　 　 log　f（x

， y ）　と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　QM （x ・y ）

彡
讐‘x）

（x、
，の

を作 っ て み る と ，極 を もっ こ とが 予想 され る 因子 1／（x − x ）
「

は よ い が ， Z （z ）が 関 数
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 C

で あ る た め に 単純 な 特異点を予 憑で き な い
。 従 っ て Z （z ）が 定数 とみ な して よ い よ うな ，

臨界線 の な め らか な 部分 に対 して は 適用で き る が ， 指数 φ で 記述 され る よ うな scaling

は 取扱 え な い 。 ま た ， 多重 臨界現 象 も取扱え な い 。 た と えば ，
二 重 臨界 点 で は 三 つ の 異
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る 指数 が 付随 して臨界線 が交わ っ て い る
。

　 b）　PQR 　 approximant （partial　 differential　 approximant ）

　上 の 状況 をき りぬ け る に は 新 し い 着想が 必要で あ る
。 私は そ れ を数年前 ，

マ ル セ イ ユ

の会合で フ ラ ン ス の グ ル ー プに
，

二 変数 Pad6　 approximant の 困難 さを説 明 して い る と

きに 得た 。

　 scaling の性 質が 次の よ う に 成立 して い た と し よ う。

　　　… ， ・・ 一 △ x
’
「 z （

△ y

　　φ
△ x

）

い ま 変数 x ， y に 関 する 偏微分 を考え る 。

　　　fx 一 慕一 一r △ ・
・ 1

　Z 一帆
兩

△ ・ Z ・

　　　・
，

一 ｛廷一 △ x
− 「

一φ
Z

・

こ れ よ り Z
’

を消去する と

　　　
一rf ； △ ・ f

。
＋ φ △ yf

，

を得 る 。

　こ の 式を次 の よ うに 書 きか え よ う。

　 　 　 　 　 　 　 　 ∂f　　　　 ∂f

　　　
P

・

f ＝
（Qc　T ．

　
I
　
R

・ Pt
こ こ で ，

　　　Pc ＝ − r
，　 QG 二 x − Xc

，　Rc ＝ φ（y − yc ）

と お けば ， 前 の 式が 得 られ る 。

　上式 は f（x ， y ）が線型一
階偏微分方程 式 の解 で あ る事 を示 して い る 。係数は Pcが 定

数 ， （養 が x の 1次式 ， Rc が y σ）1 次式 で ， そ れ らは 臨界 指数 r ， φ と 関係づ け られ

る
。

　こ の着想 は
， 明 らか に 次 の よ う に 一

般化 で きる 。 係数 Pc
，
Qc

，

　Rc を ， 三 つ の多項式
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P （x ・y ）・ Q （x ・ y ）・ R （x ・y ）へ 拡張 し よ う。

　関数 f （x ， y ）の pQR 　 apProximant （ま た は partial　 differentiat　 apProximant ）

FLM
舗

（x ， y ）ま た は 簡単 に 〔L ，　M ，　N 〕は 二 変数 の 線型
一

階偏微分方程 式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂  N （・ ・y ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂FLMN （・ ・y ）

　　　
P
・
（x ・y ）F

・mi （x
・y ）； QM （x ・ ・）

∂X 　
＋ R

・
（x

・y ）
　 ∂，

の解で 定義 され る
。 こ こ で ，

　　　・
・

・・ … 一

、，，ラ、。 、
・…tr

・
‘

・
t’

・ …
一・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ！

　　　QM
（x ・y ）＝

（。 ，浮）． 。
　
qmm ’ xm ・

m

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ’

　　　RN （X ・ y ） ；

、n ，i、L 。

「
nn

・ xn
　yn

で あ る 。 係数 ｛P〃
ノ

，

qmm ，

，
r

冂 nr ｝を

FLMN （・ ・y ） ＝ f （・ ・ y ）

と な る よ うに 選ぶ わ け で あ る が ， K ； L＋ M ＋ N − 1 の と き ， 上 の 偏微分方程式 に

・L・・
・・ … 一

、、 ，番、． 。
… ’

xkyk
’

を代入 して ， 係数比較 に よ っ て 決め る 。計算 は 複雑 をきわ め る が 本質的に は 連立一
次 方

程式 の 計算 で あ り ， Pad6 の と き と同 じ で ある 。

　 さて ， こ の pQR 　 apProximant は どの よ うに 役に 立 っ の だ ろ うか 。 関数 f（x ， y ）が
，

scaling の性 質 をみ た す な らば ・ 臨界点近 傍で PL （x ・ y ）は 定数 に な り
・ QM （x ・ y） は

x − x
。

に
， RN （x ・ y ）は y − y

。

に 比 例し て 零に な る か ら ・ QM （x ・ y ）と RN （x ・ y ） の

零点か ら （x
。 ，y 。

）が 求め られ
， 比 例係数か ら指数 r ，φ ， が 求め られ る

。

　と こ ろ で
， 阿部教授 と氷上氏は

， 上 の 方程式 が Caltan− Symanzik 方 程 式 に ほ か な ら

な い 事 を指摘 され た
。 Callan− Symanzik 方程式 で は上 の 変数 x

， y は い ろ ん な結合 定 数

で あ り
， 同 じ型 の 偏微分方程 式 の 係数の 関数 の零点が 議論 され る 。

　こ の事情 をも う少 し くわ し くみ るた め に
，

xy 平 面 で Q （x ，y ）＝ o ， R （x ，　y ）＝ o
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の 曲線 を描い て み よ う。

の饗欝 晶掛
そ

y
　　　Q （x ・y ）＝ Q 艮

△ x ＋ Q2△ y

　　　
R （x ’y ）＝ R1 △ x ＋R

・
△ y

夢。

こ こ で
， △ X ＝ X − XO

，

△ y ＝ y − yo
，

妃 響叺 譜
・ あ・ ・

　 　 　 　 　 　 　 　y＝yo

共通零点 （XD ，yo ）は 多重臨界点

（Xc
，
yc ）の評価を与え る

。

　ふ た つ の scaling 　 axis の傾き el
，

e2 は 次 の 二 次方 程 式 の 二 根 と し て

得 られ る 。

　 　 　 　 　 　 2

ぐx
，V）＝ o

X
， 享丿＝ 0

」 一 一一一 一 →
．
Zl

　　　　　　　　　Xo

図　 10

　　　Q2　 e　＋ （Ql− R2 ）e − Rl ＝ o

ま た，臨 界指数に 対 して は ，

　　　　　　R2
− elQ2 　　　　　　　　

− P
 

　　　
φ
「 〜rRl ／・

，
・

「

　
＝ ！’

（11
’
T−

・
、
／ e2 　

た だ し
・

P
・

＝ P （x
・ ・

y
・
）

と い う評価 を与え る 。

　こ の pQR 　 apProximant は 一変 数 の 場合 の D − log　pad6　 apProximant の
一般化に な っ

て い る こ と が 次 の よ う に し て わ か る 。 D − logで の 関数 D （x ）を P／Q とお け ば

　 　 　 　 　 　 　 df

　　　
Pf ＝ QiEBII

と書 くこ とがで き ，
こ れ は P（溜 で R を恒等的 に 0 とお い た 事に 対 応 して い る 。

つ ま

り PQR で は
，

二 変数 へ の
一

般化

　 　 　 　 　 　 　 ∂f　　　 ∂f

　　　
Pf 二 Q 万三

＋ R
万y
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を行 っ た こ と に な る 。 結合定数 が 多 くあ る場合 の Callan−Symallzik方程 式は さ ら に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　∂f

　　　
Pf 二

予Q啄 7
へ と

一
般化 した こ と に な る 。 こ の と きは scaling 　 parameter の 数 も多 くな り

，

一層 複雑

な方程 式で あ る
。

　我々 は D −・log　Pad6　 approximant を二 変数 ま で 拡 張 する こ と に よ っ て scaling 現象
一

そ れ は 臨界 現象 よ り も一般 化 され た 数学 的現 象で あ る 一 が 記 述で きる よ うに な っ た 。

別の言 い 方 を すれ ば ， 上 の偏微 分方 程 式は scahng 解 をもつ
。

　また
， Canterbury　 appr ・ ximan 　t が 正 確に解 く例

　　　f（。 ， ， ）＿ 　
1
　 ＋ eX

− ・y

　　　　　　　　 （1 − 2x 十 y ）
「

は pQR 　 apProximant で も正解 に 解 け る 事が わ か t ・ て い る 。さ ら に
，

　　　f （。 ， y ）＿ rA（。 ， y ）＋ B （。 ， y）〕
ζ

と い う形 の 関数 で A （x ， y ），
　 B （x ， y ）が い ずれ も

　　　　　 J 　 　 　 r，　 c
。
（x ・ y）

　　　
c

・

j9，

〔cj （x ・y ’〕亅 exp 〔
・
。、

（・ ，・・
〕

　 た だ し ，

　　　・j（・
・ y ）

，

・
。
（・

・ y）
，

・
，、

（・
・ y ）は 任意 の 多項式

の形 で 書け る とき ， PQR 　 approximant で 正 確 に 解 け る 。 こ の 式 が 既 に 複雑で あ る こ と

か ら もわか る よ う に
，

一
般 に scaling 解 が ど の よ うな形 をもつ か知 る 事 は 大変 む つ か し

い o

　 scaling 関数 Z （z ）を求 め る に は ， 特性 曲線 の 方 法 を用 い る 。

“
時 間

”
変数 τ を導入

し よ う。こ れ は く り こ み 群 の block　 size に あ た る 。 変 数 x ， y お よ び 関数 f （x ，y ）は τ

の 関数 と し て ，

　 x ＝ x （τ）

｛
　y 二 y （τ）

f（x ， y ）＝ f〔x （τ）， 　y （τ）〕
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と書 か れ る 。連立常微分方程式

　　　幕一 Q ・・ …　 ｛レ ・・・ …

を解 くこ とに よ っ て
，

xy 面 上 の trajectory 〔x （τ）， y（τ ）〕カ1得 られ る
。

こ の trajectory

か ら Callan− Symanzik 形 の解
　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 τ

2

　　　　　　　　　　　　　　　fd τ P 〔x （τ），y （τ）〕
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

τ
l

　　　 f（x ， y ） ：−YF （x ，y ）　＝ e

が求ま る 。 こ れ は 計 算機で 簡単 に プ ロ グ ラ ム が で き ，従 っ て Z （z ）の 評価 が得 られ る 。

　上の 非線型方程式 は く り こ み群 の recursi 　on 　 relation と考 え て よ い か ら ， 我 々 は級数

展開を用 い て ， くり こ み群 の recursion 　 relation を近 似 的 に 得 る 方法 を見出 した こ と

に な る。

　こ の 方法が ， 実際に ど の よ う に 適用 され る か をみ る た め に ， ひ と っ の具体的な 例題 を

考 えて み よ う 。

　fcc格子 の非等方 的 Heisenberg模型 を考 え る
。 最近 接相 互 作用 」

±
　
・＝

　Jxx ； Jyy≧ 0

ウ
ー」zz

≧ 0 と し て
・

ハ ミ ル ト ＝ ア ン ｝S
・

　　　
−f 一

く i
・lj＞ Kt

／
・1・1・

〈 i”〉
囓 ・｝・ ・坤

・ あ ・ ． こ こ 囎 膨 憙 ，

・
一

馬｝ ・選ぶ
・

X −

・ の ・ き
・ 鞴

Heisenberg模型 とな り
，

x 》 y の と き Ising模型に
，
　 x 《 y の と き XY 模型 に な

り
， こ の ハ ミ ル ト ニ ァ ン は

， Ising−lleisenberg− XY 　 crossover を 記述 する もの と考 え

ら れ る
。

　 xy 平 面で み る と
， 臨界現象は x 軸上 で lsing 型 に

，
　 y 軸上 で XY 型 に

， 直線 y ； x

上 で Heisenberg型 に な る 。臨界線は 臨界点 （xc
，
y，

）か ら Ising の 点 （x
正，

0） へ む か

っ て
一

本 と ， XY の 点 （0 ，　yXY ） へ む か っ て 一本 と が ， それ ぞ れ の 軸 に 垂 直に 交 わ

・ 。 scal ・・g　ax ・・ 嬾 き・ ， 対 称陛 の襟 か ら ・
、

− 1 ， ・
，
・＝一±・ あ・ ・

　
一

変 数 の 級数 展開 の方 法に よ っ て ， Heisenberg型 臨界 指数 が γ bl 　1．38 ± 0．02 ，

φ望 L25 ± O．02 で あ る こ とが わ か っ て い る 。 また Ising型 の臨界 指数 rl ＝ 1．25 ，

XY 型 の 臨界指 数 rxY 二 1．31 もわ か っ て い る 。　 Pfeuty と Jasnow と私 は
，

一
変数 の
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図　 11

方法 を使 っ て （x 　y ）付近 の 臨界線を描こ うと し た が
， 大変 困難 で あ る こ と が わ か っ

　 　 　 　 　 　 　 C ，　　 C

た 。

　そ こ で 上 の 値 を用 い ず ，
二 変数 の 級数 展開 だ け を用 い て ， P （X ， y ），　 Q （X ， y ），

R （x ，y ）を ，
い ろん な形 の 領域 L （L ＝ 13 ）， M （M 二 12 ），　 N （N ＝

− 12 ） に つ い て ，

pQR 　 apProxlmant 〔13 ，12 ・ 12 〕を計 彈し た
。 そ れ に 応 じ て ，共通零点Q （x ・ y ）＝o

R （x ・y ）− 0 か ら ・ 臨界点 の 評価 （x
〔〕 ，

y
。
）
〜

（0・3148 ・0・3151 ）が 得 られ た 。 臨界

指数 は r ＝ 1．398 ， φ　＝． 1．282 ， scaling 　axls のieきは el 巴 LO7 ，　 ez ユ ー0．405 と

い う評価 が 得 られ た 。

　臨界 線は trajectory の 方法 を用 い て 描 く と図 12 の よ うに な り， 典型的な二 重臨界 cusp

を癌 く 。 こ の 形 は φ の 値で 決 ま り ，

一
変数 の 方法 で は 大変困難な 点 で あ る 。

　PQR 　 approximant は
， 特異点が 多重構造 をもつ と き ，

二 変数 の 級数展 開 か ら得 ら れ

る強力 な 方法 で あ り ，数値 的な 結果 も与 え る と い う こ と が で き る 。
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図　 12

（以 上 は
， 1977 年 7 月 20 日 基研 に お い て 行 われ た 講義 を ま と め た もの で ある 。 ）

　　　　　　　　　　　　　　　文 責 後 藤　章
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