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　 Boltzmannに 始ま り Gibbs に よ っ て 体系化 され た統計熱力学 は ，揺動散逸定理 を支点 と して

熱平衡系の 線型応答お よ び熱平衡近傍の 不可逆過程 をも包含す る こ と と な っ た 。し か し，表 1

の よ うに ，熱平衡 か ら遠 く隔 っ た 非線型非平衡系，た と え ば．流体 の 乱流で は ，マ ク ロ の 性質
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表 1　　 統 計 物理 と そ の 周 辺

が統計熱力学 と は 全 く異質な 統 計法則に支配され て い る と考え られ る。ま た ，体系 を熱平衡か

ら次第に ずら し て い くと き，時空 の 対称性が 逐 次 に 変化 し て 乱流が 出現す る 様子 は ，熱平衡系

の 相転移 とは 全 く異 る性 質 をもっ 。最近 ，こ れ らの 現 象が，実験お よ び理 論 の 両面か ら活発 に

研究 され る よ うに な っ て きた
。 そ の 背景お よ び 統計物理的な問題に つ い て 議論 し た 。

　乱流お よ びそれ へ の 逐次転移 の 研究 は 、 1940 年代 の　Landau，　 Onsager，　 Heisenberg　や
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Fey皿 1an　Iecture　
l〕

の Feynman の よ うに ，しば しば physicistsに よ っ て取上げ られ て きた ，

v ・わ ば，統計物理 の 夢 とい え る 。 今回 の ，研究の 世界的活発化は ，電算機実験お よ び高精度 の

流体実験に よ る い くつ か の 新事 実 の 発見と，力学系理論的 お よ び統計物理的な新 し い 概念 と観

点の 導入 に よ る わ け で あ る が ，は た し て こ の 夢が か な うか ど うか ？　今 回 の もう
一

っ の 特徴 は ，

天体力学お よび エ ル ゴ
ー

ド理論にお ける不安定軌道 ・ カ オ ス 領域 の 発 見を契機 として ・ハ ミル

トン 力学系 の カ オ ス の 研究が，非可積分系 の 量子力学 を含め て 、同時に行わ れ て い る こ とで あ

る 。

　　　　　非線型非平衡
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図 1，　 非線型非平衡系 の 逐 次転 移 と

　　　 熱平衡系の 相転移

　図 1 は ，非線型非平衡系 の 逐 次転移と熱平衡系 の 3相 （固相，液相 ， 気相） と を 比 較した も

の で あ る 。 熱平衡 の 液体を 2 っ の 水平板に は さみ 下 か ら熱す る と，よ く知 られ て い る よ うに，

2 つ の 水平板 間の 温度差 R があ る 値 R
、

に 達 す る と、熱対流 に よ る 流れ の パ タ
ー

ン が現わ れ る 。

さ らに 温度差 を上げて い くと，あ る値 R を境 とし て パ タ
ー

ン が時間的に振動す る 。さ ら に 上
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

げて い くとドあ る値 R
、

で 乱流 へ 転移 し，流速が ラ ン ダ ム な時 間変化 を行 うよ うに な る
22

っ ま

り、空間の あ る 点 で の ，あ る 流速成分 U （t）の 時間相関関数

　　　・（・）・

擬 珂 ・嚥 （t ＋ ・）

が 混合性 （C（T）→ Oas τ
→ 。Q ）を もっ よ うに な る 。い い か えれば， ω （t）の 強度 ス ペ ク トル C  
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が連続 ス ペ ク ト ル と な る。こ の よ うな 逐 次転移が，多くの 場合に観測 され た毫〉じつ は 、逐次転

移 の 詳細は 、流体の プ ラ ン ドル 数 P （粘性率 と熱伝導率 の 比），容器の 形状，平均流 の 構造に

依存す る の で あ る 。た とえば，容器の ア ス ペ ク ト比 r が 小さ い と き に は ，パ タ
ー

ン の 振動は一

つ の 基本振動数 ω
1

の 周期運動か ら始 ま り，っ ぎに 二 つ の 基本振 動数 （
ら
，ω

2
を もつ 準周期運動

へ 転移 し、っ い で 舌L流へ転移す る1）こ の とき， 実験に よ れ ば， winding 皿   ber ω
i ／％ が Rt

で簡単な分数 に な る とい う。そ の 分数 を mi 〜／nt2 とすれば，振 動数 （ 
鞴 ω

1
　／Ml 」 ・ to2／m2 の 周期

運動と な る が ，じつ は ，あ る 実験 に よ れ ば ，Rt の 直前 で QILf2
”

　， （n ＝ 1，2
，
3，… 。 。 ）の 振 動

数をもつ 低調波が順次に 出現する とい う （低調波分岐）。こ れ らの 低調波は R の あ る値 Rn、

（n ＝ 1，2，3，・
一
　oo ）で 順次に 出現 し，」  が乱流 の 発 生 点 Rt を与 え る 。

　こ の よ うな低調波分岐は，じつ は ，一
変数の 差分方程式

与 q
； 9 （％） 1 （P ＝ 1・2・

”）

の 分岐理論で す で に 知 られ て い た 。 y＠）が極大をもつ 滑 か な関数で あれ ば ， そ の 極 大点近傍に

着目 し て

gtr）＝ rx （1− x ），　（0 く x 〈 1 ）

とお け よ う。そ の と き．　ro ＝ 1 ，　 rl ＝ 3 ，　 r2 ＝ 1 ＋ 布
『
，…

  ，

＝ 3．5700 とすれば   く γ

＜ rn
＋ 1

な る γ で ， プ 重周期運動 が え ら れ る。つ ま り，　 rn で CiL　f2n型 の 低調 波分岐が 現 わ れ

る 。し か も，相 つ ぐ区間の 地は ， も の 近傍 で 漸近的 に

　 　 　 r 　
　

ア

　　　
n
　　n

−1　＝ δ＝ 4．669 ・”

　　　
「

n ＋ 1
｝

「
n

と一定と な り，相つ ぐス ペ ク ト ル 強度 の 比 も

　　　
』
声 ）

（ω ）

　　　P（n ・・）
（。／2）

「 Pt＝ 6・57 ”『

と n に よ らな い 一定値 と な る （Feigenbaum，1979） 。驚 くべ き こ とに ，上述 の 流体実験は ，小

さな π で あ る に も拘 らず，こ れ らの ス ケ
ーリン グ則 を近似的に満 して い るZ）

　可能な逐次転移の 全 体像を明 ら か に す る こ とが 、現在 の 課題 の
一

つ で あ る。上述 の よ うに ，

あ る振動数 ω
1

の 周期 運動が 励起 さ れ る と き，乱流に い た る 逐次転移 の タ イ プ は

熱平衡 　
→

　パ タ
ー

ン 　
→

　ω
1　

→
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　　　　　　IT （間欠的乱流）『〜

実　　　　　　ωi／2
見
　　

→

　　T　（舌疏 ）　。

　　　　　　
叫 ’ω

・ ＼ ミ
丁

叫  
　　　　　　　　　　　　

ai ＝

可
一
可

→

＼ ぐ恥 一 ， ．

と 5 つ の ル
ー

トが あ る と考え られ る 。こ の ほ か 周期運 動 な し の 逐 次転 移

　　　熱平衡　 → 　パ タ
ー

ン　・h 　 T

が Lorenz 模型で は 現わ れ る
。 ま た ，　Ahlersら の 実験 に よ れ ば1）P が 小 さく ，

　 r が 大 き い と

き，パ タ
ー

ン の 出現 さえな し に 　　　　　　　 ．

　　　熱平衡 　→ 　 T

と， 熱平衡 の 分枝か ら い き な り乱流へ転 移す る 。なお上記 で ， ＋ は 準安定 な カ オ ス を伴 う転

移で あ る。

　発生直後 の 乱流 （R 〜R
，
）は 長波長 の モ ー ドか らな P ，そ の 統計的性質は 境界条件，平均流

の 構造，発生機構に 依存す る と思わ れ る 。ま た ，Ahlers ら の 乱流を除 けば ，発生直後 の 乱流 は ，

有限個の 長波長 モ ー ドの フ
ー リエ 成分 の 時間変化，つ ま り，相空間に お け る 力学系 の 奇妙な ア

トラ ク タに よ っ て表わ せ る と考え られ て い る 。 熱対流 に対する Lorenz 模型

　　　X ＝− 10 （X − ｝り ，

　　　 Y ＝ 7
・X − Y − XZ ，

　　　 コ
　　　Z ＝ XY − （8／3）Z

は ， こ の よ うな観点か らの 乱流 の 研 究 の 契機 とな っ た 。こ の
一

見簡単な常微分方 程式 の 、 t →

。。 に お け る解は ，殆ん どすべ て の 初期値に 対し て

　 1）　 0 ＜ r く 1 で は伝導解

　 　 　 　 X ＝ y 二Z ＝ 0

2） 1 く r 〈 r
、

− 24・06 で は対流解

　　　　X ＝＝Y ＝ ＝ ± 》τ（7：：ilア，　 Z ＝
γ
一1

　3）　rl く r 〈 γ
t

＝ 24．　74 で は

　　　a ．x 一γ 一± 舸 、　 z ＝ r
− 1
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　　　 b ． nonperiodic 　orbits （カ オ ス ）

　 の rt ＜ r 〈 r

，

＝ 145 で は

　　　　 nonperiodic 　orbits （カ オ ス ）

と な る 。
3）で は 2 っ の 流域 （bas血 ），対流 の 流域 と カ オ ス の 流域 があ る。　 r ＞ rp で は 周期解

と非周期解 と が 交互 に 現 わ れ （Shimada− Nagashi皿 a，　ShimiZu＿Morioka，
’78），　 r → pe で は 2 つ の

対流点を 8 の 字に 回 る 周期軌道 と な る （Shimizu，ワ9）。

　 上記 3）、4）の 非周期軌道は ラ ン ダム な 運動 を表 わ し，　 LOrenz の 奇妙な ア トラ ク タ と よ ば

れ る，非可算無限回 ラ ン ダ ム に折 りたた まれた sheet の 上 を閉 じ る こ と な く彷徨 し続 け る の で

．あ る
。

こ の よ うな ．決定論的力学系の 非周期軌道が 示 す ラ ン ダム な運動は カ オ ス （chaos ）と よ

ば れ る 。 カ オ ス の本質は 混合性に あ り ， そ れ を捉 え る に は ， 初期値 の 少 しず つ 異 る多数 の 軌道

の 集団をみ る の が よい 。た と え ば ，相空間 （X ，γ ，Z ）の 小 さな セ ル （cell）が，時間 と共に ，

どの よ うに 変形 し て い くか をみ る の で あ る 。変形 の 詳細は，伸縮率が O 、± な る方向の 数 mO
，

m
±
お よ び ± な る伸縮率の 算術平均 a± に 依存す る 。 カ ォ ス の と きに は m

＋

≧ 1 で あ り，しか も

セ ル の 体積 は 急速に 0 と な る の で ，セ ル は 急速 に 細長 い シ
ー

トま た は リボ ン に変形 して い く。

Lorenz 模型 で は mO 　z 　m
±＝ 1 で あ る 。こ の セ ル は ，

孟 ら 。。 で は ，奇妙 な ア ト ラ ク タ に吸引さ

れ る と同時に そ れ を覆 う。し た が っ て，セ ル の ， t → 。 。 で の 形状は 、そ の ま ま 、 奇妙な ア トラ

ク タ の 形状を表 わ す と考 え て よ い 。こ の こ とか ら、奇妙な ア トラ ク タ の 次元 （相似次元）は

D ＝ me ＋ m
＋

｛1 ＋ 1A
’

／2
−
i｝

に よ っ て 与え ら れ る （Mori，
’80） 。　 Lorenzア ト ラ ク タ の 次元 は ． γ ； 40 （σ

＝ 16 ，ゐ； 4）

で D ≒ 2．06 ， H6non ア トラ ク タ の 次元は ， α
＝ 1．4 ，　 b＝ 0．3 で D ≒ 1．26 と な る 。非整数

の 次元 は奇妙な ア トラ ク タ の ラ ン ダム な形状 の 特徴 で あ る 。

　上述 の よ うに ，一
次元差分系 の 一山 変換や Lorenz 系の よ うな 少数 自由度 の 力学 系 が ， 短時

間 で は何の 変哲 もない 軌道 をつ くる に す ぎない が，長時間 t → Od の 極限で は ，奇妙な ア ト ラ ク

タ と よ ばれ る singular な ラ ン ダ ム な構造を つ くり出 し，統計力学 を不 可欠 とす る
。 今まで の 統

計力学は 自由度無限大 の 極限に そ の 基盤 を求 め て きた が、こ の こ と は ， そ の よ うな観点を改 め

て ，も っ と広 い ス コ
ープ で 統計力 学 を展 開 しなけれ ば な ら な ヒ

・ こ とを示 唆し て い る 。

　発達 し た 乱流 （R 》 Rt ）の 著 し い 特徴 は ，図 1 の 理 想気体に 対応 し て 、普遍的な性質をもっ

こ と で あ る 。 こ れ は ， 非線型 の 慣性力 に よ っ て多数 の 短波長 モ
ー ドが 励 起 され ， それ らが 境界

条件や平均流 の 構造 に強 く依存す る長波長 モ
ー

ドと は 統計的 に 独立 とな る か ら で あ る 。短波長

モ ー
ドの 励起 に 対 す る伝統的な描像 は ， 1940 年代に　Kolmogorov

，
　Landau

，
　Weizsacker

，
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Heisenberg，　Onsagerらの せ き学 に よ っ て作られ た エ ネル ギ
ー

カ ス ケ
ー

ドで ある。図 2 は それ を示

ln　E 〔k）

source

図 2 　 波数空間に お け る エ ネル ギーカ ス ケード

1nk

し た もの で あ る 。こ こ で E（k）は 単位質量 当．りの エ ネ ル ギ
ー

ス ペ ク トル で あ り，灘 ）dk は 波数

の 大き さ が （k −・k ＋ dk）の 間に あ る モ ードの も つ 乱流 エ ネル ギーの 平均値 を表わ す ．ス ケ ー

ル L の 長波長 モ
ー

ドに供給され た エ ネル ギ
ー

は，平均移動率 ε で短波長モ
ードに順次に移され ，

ス ケ
ー

ル ed− （RIR
，
）
−3／‘L・leな る と湘 性に よ 瞰 逸す る ．慣性領域 f ’

＜＜ k 《 架 で は ス ケ

ー
リン グ則

　　　E（k）〜 ，
213

ダ
‘13

（hL ）
L

μf3
，

　　　＜ 1δ，（釧
2
＞ 〜

ε℃ 五）
μ

が成立 っ 。こ こ で δc （k）は 、波数 彦 にお け る エ ネ ル ギー移動率の 揺ぎ で あ る 。 μ は間欠性指数

と よばれ ，そ の 実験値は 0．3 〜0．5 で あ る 。一
般に ， 距離 γ だ け離れ た 2 点間 の 速度差 の 揺ぎ

fiv（T）に つ い て

　　　〈 1δ，（の「？〉 〜 （， 7 ）
n13

（・ μ）
一
（n
−3）μ13

が得 られ る。　（Nelk加＿Be】1，’78） 。

　こ の 美事 な エ ネ ル ギーカ ス ケ
ー

ド像 を発 展 さ せ 、乱流統計 の 本質 を捉 え る た め に は ，（1｝μ
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をき め る 理論をっ くる，（2） エ ネ ル ギーP ス ケ ー ドの 具体的な物理的 モ デ ル をつ くる，（3） 長

波長領域の ， ε お よ び L 以外 の 詳細な性質が洗 い 流 され て ，慣性領域で普遍性 が成立 す る機構

を 明 ら か に す る こ とが 必 要 で あ る と考え ら れ る 。

　発達 した 乱流は ，大 小様 々 の 直径 をも っ た 渦 糸か ら な る と考え られ る ， 渦糸は ラ ン ダム に 曲

折 し，溶液中の 高分子 鎖の よ う に ，多数 の blob セ グ メ ン トが 連な っ た ラ ン ダ ム な鎖 と 考 え よ

う。い ま、 6 ＝ 0 で ，こ の よ うな blob の
一

っ をと り，そ れが時間と共 に どの ように伸長 し曲

折し て い くか に 着 目す る。時刻 t に お け る直径 を 6 の、体積 fr　1 （t）とすれ ば，　 T （t）三 e（t）／6（0）

と し て ，
　　　N （t）≡ v（t）／［e（t）］

3 ＝ ［r （の］
−D

が 成立 っ 。だ だ し こ こ で D ＝ 3一μ で あ る 。こ の N（t）は 時亥ll　t に お け る blob の 数 を与 え る わ け

で あ る が ， それ ら の 空間的拡 りの 自乗平均は ，
N 》 1の と き，

　　　＜ 1照 ）［
2
＞ ＝ ［N （t）］

2v
［e（t）］

2

とか け る 。た だ し こ こ で y は 高分子 鎖で よ く使わ れ る拡 りの 指数 で あ る 。 し た が っ て ， r （t）の

時間的変化がわ か れば，渦糸 が 空間的 に どの よ うに 拡散 し て い くか が わ か る こ とに な る。 r （t）

を渦糸 の 離散的 カ ス ケ
ー

ド模型 （Mori− Fujisaka，
’80）を使 っ て き め る と

　　　　　　　　　　 e2（o）
　　　〈 iR（t）12＞＝
　　　　　　　　　［1 − （t／t

。 。
）］

2η

が得 られ る。 こ こ で t
。 。

〜 ［改o）／， ］
V3

は 渦糸の 寿命で あ り，指数 ηは

　　　η
＝ 3 ［（3一μ）v

− 1］／（2 十 μ）

で与え られ る 。 μ と v の 間 に は v ＝ 1／（2一μ）が成立 つ と思わ れ る。した が っ て ，μ
＝＝O で あ

れ ば 、v ＝ 1／2 ，η
＝ ：Y　4 とな る 。　 Fujisaka＿Mori （

’79）に よれば ，μ
＝ 1／3 で あ る

。 そ の と

き， ン
＝ EY　5 ， η

＝ 0．77 と な る 。

　発達 した 乱流は普遍的な統計的性質 をもつ が，そ の エ ネル ギ
ー

分布は理 想気 体の 等分配則 E

− （er2）Nk 。
T とは 異 っ た 。ま た ・渦糸 の 拡散 は ブ ラ ウ ン 運動 ・ よ る 拡散〈 iR（t）1

’
‘

〉 − 6Dt

と は 全 く異 っ た 。こ れは ， 乱流統計が熱平衡系 の Boltzmann − Gibbs 統計 と は 異質 の 統 計法則

に支配 され て い る こ と を 示す。今ま で，流速に対す る Navier− Stokes方程式 の 統計理 論 が い ろ

い ろ と展開 さ れ て き た 。しか し，統計熱力学の 基本原理 で あ る等確率 の 原理 や 変 分原 理 S（ρ）＝

max を， リウヴ ィ ル の 方程式 か ら演釋す る こ と に 未だ成功 して い な い こ と を考え る と ， 乱流統

計 を き め る変分原理 （S（P）＝ max に 代 る もの ）を発 見す る こ とが まず必要 で あ る と思わ れ る。
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　 　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　 　 非 線型非平衡系の 逐 次転 移 と乱流

μ をきめ る た め の
， 間欠性 エ ン ト ロ ピー

極大 の 仮設 （Fujisaka− Mori，’79）は そ の 一
つ の 側面

を捉 えた もの と思わ れ る。

　以上 ，乱流 の 統計的性質 と乱流発 生 に い た る逐次転移に 関し て ，二 三 の ト ピ ッ クス を考察し

て きた 。現在 ，実験お よ び理論 の 両面 か ら最 も活発 に 研究 され て い る課題は

1．逐次転移 の 全体像と そ の 機構

　　 a） P ，r ， 平均流の構造 へ の 依存性

　　 b） 周期外九 外 mu　z イ ズ の 効 果

到．乱流 の 表現 とそ の 統計

　　の　　弓弓い 舌L流　（R
〜R

【
）

　　　　 1） 相空間 の 奇妙な ア トラ ク タ の 統計

　　　　 2） 境界条件，発生機構 へ の 依存性

　　b） 発達 し た 乱 流 （R 》 R
，
）

　　　　 1） 流体空間 の ラ ン ダム な 渦糸の 統 計

　　　　 2D 普遍性 L ス ケ
ー

リ ン グ則 の 基礎

　　 c） 外来 ノ イ ズ と 内来カ オ ス の 相克

で あ る
。

こ れ ら の 研究 は 、統計熱力学 に 対応 して

i．統計乱流力学

　　 の 伸長 ・曲折を記述す る 巨視的指数 （1）、 v 、・・う

　　 b） カ ォ ス 度を表わす情報 エ ン ト ロ ピーと そ の 変分原理 の 発見

　　　　 （KS エ ン トロ ピー，間欠性 エ ン トロ ピー，…）

　　 c） 乱流輸送現象 の 統 計理 論

の 、新 しい 観点 か ら の 研究を促す もの と思わ れ る 。 と くに ，現在，弱 い 乱流 と発達 した乱流 と

は全く異 る 表現 が使わ れ て い る が ，そ れ ら の 統
一

的表現 へ の 模索は 乱流理 論 に新 しい 発展 の モ

ー
メ ン トをもた らす に違 い な い 。

　物性物理学を開花 させ ， そ の 中で は ぐくま れ て きた 統計物理学 は ，ミ ク ロ の 世界 とマ ク ロ の

世界 と を橋渡 し す る 物理 か ら さ ら に 発展 し て ，時間的 andlor 空 間的 に ス ケー
ル の 異 る 2 っ の

異質な世界 をつ な ぐ物理 と して 成長 し よ う と して い る ，とい え る の で は な か ろ うか ？
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