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§ 1．　は じめ に

　最近，あ る 種の 力学方程式 に お い て chaos 出現の 前駆現象と し て か な り普遍的に 現わ れ る熊

手型 分岐 （ Feigenbaum分岐）の 研究 が精力的に行な われ るよ うに な っ た？研究 は主に 一次元

差分方程式 に基 づ い た数値計算で 行なわ れ て お り， cha 。s 研究の 重要 な
一

分野 を形成 し っ っ あ

る よ うに思 わ れ る。現在，現実の 物理体系 と の 直接 の 比較 は十分な され て い る とは言い 難い が ，

近 い 将来 こ の 方向 の 実験 も多 く行な わ れ る こ とが期待され る 。熊手型 分岐は 元 来周期状態聞の

転移 で あ り， こ こ に表わ れ る 特徴的な量 は chaos と は 一応何 の 関係 もな い が， 最近 chaos の

Lyapunov 数 と関連 して い る とい う議論
2）

や周期的 chaos で の 議論
3）
があ り， 熊手型分岐の 新

しい 側面 があ らわ にな りっ つ ある 。本稿で は ， 主に
一

次元差 分系に 基づ い て 研究 され て い る 熊

手型分岐 の 議論 を，一
般的 な微分方程 式 に 基 づ い て 摂動論 を用 い て 行 な お うと試み る もの で あ

る 。

§2． 摂動理論

　自律系 の 力学方程式

　　　妾蜘 ）− F 僻 ）； ・） 〔1｝

が，励 起 パ ラ メ
ー

タ r を増加 させ た ときあ る r の 範囲で熊手型 の 連続分岐 （Feigenbaum分岐）

を示 す と し よ う 。 こ の 仮定よ り明 らか に状態 ベ ク トル X の 成分数 N は N ≧ 3 を満 さなけ れ ば な

ら な い 。 Tf を（1）の 基本的 な周期 とす る と r
。 ＋ 1

で 周期 二 2
”

　
Tf の 周期運動 は 不安定 とな り， こ

れ よ りわずか上 で は周期 r2 ・2
”

　Tf の 周期運動が実現 され る こ とに な る 。 こ こ で Tb・＝＝0，1，2，

…。通常 こ れ ら の 不安定点 ｛rn ｝は n → 。 Q で 窃 に集積 し ， そ れ よ り上で は chaos が実現され

る 。  
＜ 、〈 γ

n ＋ ユ
を満すあ る適 当な値   （n ＝ ・　O，1，2，　一一

） に対 して ， こ の 値で の 周期運動の

振動数 を 2 （γ

n
）とお くと （以 下 も同様に あ る r に対す る周期 を T（r ）と書 き振動 数 を 9 ω （≡

2 π ／7   ） と書 く） ， 上の 設定よ り
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ρ（rn
十 1 ）

− 2
’i2

（互）（1＋   ）

が成立 す る 。こ こ で ξ （1ζ．1《 1 ）は基本振動数 の ずれ を表わ し，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 n　　　　　　n

更 に ，   よ り次式が 成立 す る こ とがわ か る 。

9（γ
n
）L＝ 　i

．
　d：

（2〕

π → 。。 で   → 0 を満す 。

｛3｝

こ こ で ， 」
n

≡
  ＋ 「   （＞ 0 ）は 周期 二 2

”

　Tf の 周期解が安定に存 在す る 区間の 長さを表わ し ，

・ （＞ 0 ）は n − ・・ 魚 に 依 らな い と し ，
。聰 死≠ 0 … とす る ・ δ ≡ 無 （砧   ）／臨

一
  ．、

）

＝ 帚主魅 dn／4n
＋ 1

と し て

　　　　　v ＝　1n2 ／lnδ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

で あ り， δ は Feigenbaum 比 と呼ば れ ，実験的 には 多 くの 差分方程式系に 対 して δ； 4．669 …

な る値 が得られ て い る 。本稿の 目的 の
一

っ は Feigenbaum 分岐 をなす微分方程式系 に摂動論 を

用 い
， δを解析的に 求め る こ と で あ る 。

　 
〈 T く   ＋ 1

を満す γ に対 し て （1）は t → 。。 で周期 T（r）（：r
　2n　Tf ）の 周期解 を持 つ

。　
r で の

醐 軅 胴 とお くと ， qA（ち 。 ） を周購 ）・ 周黼 数 ・ し ，　riA（・）− TL・
’

（r ）・x飫 虐 合（

X （s）；r ）Cls〕 とす る と　Floquet の 定理 よ り

　　　　　。。p
．
〔∫f・’ （X 〈・）、・）・a・）− 6（t ， ・ ）・ xp 〔伽 　 　 　 　 〔・1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 0

と書け る
。 た だ し ・ ％ （X ； r ）一

劬 （X ； ・ ）／∂X
，
　・ ・xp

．
［
’『’

］は通常 の ・・d… d ・xp ・n ・n
’

ti、1　ex わす ．　nA（r ）の 固有値 を R
．
・（r）， それ に 対応 す る規格 化 され た 固有ベ ク トル it・1… 〉 と

お く と ，

　　　　　分ω 1・ ， ・ 〉 − A
。
（・）［・ ， ・ 〉 ， ・

一 ・，・，
…

，
N 　 　 　 　 　 ｛6＞

こ の 固有値は 次 の 性質 を持 っ
。

　  　こ れ ら の 固有値 の うち
一

つ （Ct・・＝ 1 とす る）は 0 で あ る
。

　  　残 り （α
一 2 ，

…
，
N ）の 固有値の 実数部分は rn ＜ γ く rn

＋ 1
な る r に 対 し て は常に 負で

　　あ る 。 な ぜ な ら こ の 領域で は 周期 T（r ）の 周期運 動 は安定だか ら。

熊手型の 連続分岐 は各不安定点で single　mode 不 安定 の 結果 と して 生ず る 。なぜ な ら こ の 転移

で は 新 しい 独立な振動数の 運動 （ト
ー

ラ ス を形成する ）は 励起 され な い 。 r をあげた とき   ．1

で こ の 運動は 不安定に な り   ＋ 1
よ り上で は周期 二 2

’e
　Tf の 運動 は もは や 安定 で は な い

。 従 っ て ，
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0 モ
ー ド以外 の モ

ー
ドの うち の

一
つ （α

＝ 2） の 固有値 Z2 は   月
よ り下 で は負で ある が

  ＋1

で 0 に な らなければ な らない 。他の 固有値 （α
＝ 3，… ，

N ）は
  ＋ 1

で は負 の ま まで あ る （有 限

の 負 とす る）。以下 で は 各転移点で転移が連続的だ と仮定 して γ ≧
  ． 1

で の 新 しい 状態 を摂動

論 を用 い て 議論 しよ う。

　不安定点   ＋1
で の 周期運動 Xn（t）

　　　　 X
π
　（L）譌 F （鵜（乙）； rn

＋ 1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔7｝

に 従 う。た だ し，   ． 1
で は λ

2
は 0 とな る の で 任意の 初期条件か ら出発 した とき ， 周期軌道に

お ち入 る に は無限 の 時間がか か る 。 こ の 意味で X
。
  を定義す る の は 簡単で は な い が ， こ こ で

は次 の 極 限軌道 と して X
π
  は定 義され て い る と解釈 され るべ き もの で あ る。

　　　　　｛X ｝＝ lim 　　Iim ｛X （t）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8｝
　　　　　　

n

　　 r → rn
＋IM　 t → ° °

　　　
「

こ こ で ｛X （t）｝r
はパ ラ メ

ー
タ r で の 周期軌道 を表 わ す 。

　  ＋ 1
よ りわ ずか 上の r で の nCX（t）は 次の 形 に求ま る とす る。

　　　　　胴 議 （φ
n
）＋ 急％ （の創（¢

n
）｝叺 　 　 　 　 　 （・）

こ こ で ¢
w
（t）＝ 　29 （・）（t ＋　t

。）／R （  ． 1）・ 伽 ・

。聖 1
−
Ao
（ち ・ ）・・周卿 廴．、

） ・ 醐 関数

　　　　　1im　lα ，
　r ＞ で あ る 。 9 （r ）は 新 しい 運 動の 正確な特性振動数で ， 今の 場合 2 （r）；1α 〉 ≡

　 　 n 　　 r → rn
＋F

− 12

　2 （γ
n ＋1）（1 ＋ ζ

π
の ）で あ る 。 ζ

n
（r）は T →

  ＋1
＋ で 0 に な ら な けれ ば な らな い の で ，

　　　　　ζ
．
　（r ）− fin（γ

一r
　 n ＋1）＋ 0 （（・ 一

  。、
）

2
） ・　 　 　 　 　 　 　 〈10）

と展 開で き るだ ろ う。 （9）で   は 古 い 周期軌道X
．

か らの ずれ を表 わ し ，   は こ の ず れ が常

に微 少で あ る こ とを保 障す る定数 で あ る が ， 今の 場合
一

般性を失な わ ず初期条件 を適当に選ぶ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2
こ とに よ っ て 0 とお け る 。

T ＝
  d

＋ ε dn
＋1

とお こ う。こ こ で ε （＞ 0 ）は 0 〈 ε 〈 1 を満 し，

  ＋ 1
か ら の ずれ を測 る 量で あ る 。 （9）を（1＞に代入 す る こ とに よ り ， 次式 を得 る 。

　　　　　← ε

24

＋1 冠
虜

（e
．
）・ 概 ・

訳，

θ浬聯 騨
゜ （ε

2d

・ ＋1
・

・　x3 ）・

　　　　　　　　　　　　　 α
＝ 1，2，…， N ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

　　　　　γ’％）一 く ω 動
1
＠）〔F

ノ

（乳   ；  ．1 ）略 瓦＠）〕

　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　（12｝

　　　　　晒 ）一 才
1

≦・ 1伽 〔（・
2
／・ Xp ・り N （瓦＠）如 ・ ）〕X ．。

・
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お よび F ・

α ・r）≡ ・F （x ・・ ）／・ ・ 。N は肌 ・ 詈癌 1・ 〉
。

・  ． 1 ） ft・・ で 展 開 した と き

の 非線型 項で あ り， 釈 は   ．1
で の Fl・q… 融 で ・ − 1，2 に 対 して ・ とな る ．

§　3．　相f以貝［」と　Floquet　キ旨数

・ 一 ・，2 鬪 ・て ・

a
（t）一 ・」￥

2
ξ

。
・ そ れ 以外は

ゲ
ε
2
∠み ・ （i・9− ・，

・
… N ）と碇 し よ

う． こ こ で ξ
。 場

一 ・（　dl）で あ ・ ． ♂ や ・野・周黜   ．、
）蜩 繭 蜘 の で ， ・

一
・¢

。
／

T（  ＋？（＝ 2t／TCr））と した とき，

　　　　　婿
周
ω ≡

γ尸（φ
n
）・ 暢尹

α

ω ≡ 螺
α

（¢
n
）　　　　　　　　　 〔13｝

に よ っ て 定義 され た T ，θ は τ に 関 し て 周期 1 の 周期 関数で あ る 。 こ れ らを用い て ， 各 τで 塩ω

は 0 （A£）の 量 で あ る こ と を要求する こ とに よ り ，

　　　　　・
一 岩 即 ち 　ト 4 　 　 　 　 　 　 　 　 （14

を得 る 。こ の よ うに し て ， 最終的 な 運動方程 式 は

　　　　　裁 ω一 凱 ・ ｛篤
1

場％）・
，乳、鰐

α

曝 ）毒ω ・ ・ 一 ・1・・ 　 q・）

　　　　　静 ・一 一勢 町 群 ・・
，鯵 船・e

，
・・T・剥 ・ 邦

…・・N ・ ・16・

とな る
。 こ こ で 瓦≡ dn／An

＋、
で kn は T（

n 十 1 ）
≡ k

． 4
ン

で 定義 した。  を導び くの に断熱近似

の 条件

　　　　　［R ・ ・；
喝 1・ ・／Tf ・ β

一 ・r
−
… N 　 　 　 　 　 　 〔17）

を仮定 した 。 tt5｝に 関 して 。こ れ らの 解 は τ
→ Q 。 で 有界 で 周期解 を持 つ とす る 。明らか に こ の 周

期 ・

，
は整数値で な けれ ば な らな い ・な ぜ な ら係数 ル ％ は周 期 1 の 周期 関数で あ る か ら・

更に ， 我 々 は今 ， 熊手型の 分岐 を議論 し て い る の で τ

p
− 2 と仮定す る 。即 ち   は τ に 関 し て

周期 2 の 周期 関数 とす る 。こ の よ うに して   ＋1
よ りわ ずか 上で の 古 い 軌道 か らの ずれ   は

　　　　　吃   ＝ 4親
司

（雇
2

の 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （18）

な る相 似形に書 くこ とが 出来 る 。こ こ で pn は oa ）の 定数で あ る 。 上式 で   は π に 依存 し て

お り， こ の 意味で熊手型 の 連続転移の 各転移点で 時間お よ び 場を ス ケール す る こ とに よ っ て n

依存性 を完 全に 消去す る こ と は で き な い
。 勿 論 こ の 依存性は 非特異的 で あ り， δや v の 計算に
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は関与 しな い
。

　
一

方 ，
r ＞

  ＋ 1
で の Floquet指数 は

　　　　　錘 右 1nex 恥 〔J♂
ω
幅 ）・・ ）嗣 　 　 　 　 　 （19）

に よ っ て 定義 され る行列 の 固有値 として 与え られ る。こ こ で X （t）は （9）の t → ・・ で の 解で あ る 。

摂動論 を用 い て AA（r ）は 次 の よ うに展開 で き る 。

　　　　　盛）− A（γ
n ＋ 1 ）＋ ・Ay．1、　AA’ 　　　　　　　　　　　　  

　 　 　 〈

こ こ で A
ノ

は あ る 定数行列で あ る
。 新 し い 運 動は  で τ に 関し て 周期 2 の 周 期運 動 で あ る こ と

か ら，一
つ の Floquet指数 （α ＝ 1 ）は 0 で なけれ ば な らない 。更に こ の 周 期運動 は安 定で

あ るか ら他 の 指数はす べ て 負で な けれ ばな らな い 。 これ らの こ とに よ り， 淫丘4（2 ；

弟 4盛 （

蜘 班 の ・誠 分）鹹 立 ・ ， ・42躙 ・て
一

如 オー ダーで

　　　　　λ
1

＝ 0 ，　 A2＝ −4 面 ＝

  ．1　　　　　　　　　　　　　　 〈211

蝌 ・ ・こ こ で frt− 一
（4、

＋ 4 、 ）（〉 ・）で 他の 固黼 は 儲 λ丹 ・ （存   ．、）（・ − 3，

・
，
N ） とな る 。

§ 4． お わ りに

　微分方程式系 の 熊手型 分岐 を摂動論 を用 い て 調 べ た 。非 自律系の 運動方程式 で も本稿 と同様

な取 り扱い がで き ， δ　＝ ＝ 4 が得 られ る。本稿 の 結果 δ ＝ 4 ， v ＝ 1／2 は実験値 δ　 ＝ 4。669 …
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 exp

v
。。 p

こ 0．4498 … と比 べ る とそれ 程よ い 値 とは 言 え な い が ，　 Feigenba  分岐の 普遍的性質を

微分方程式 を用 い て 調 べ る足 がか りの
一

つ に で もな れ ば幸い で あ る
。
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